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前 　 　言

为满足我校工程硕士研究生的“工程数学基础”教学需要 ，我们于 １９９８年
议定了教学要求和计划 ，确定了本课程的基本内容 ．经过三年的教学实践 ，编
写了这本专供工程硕士研究生使用的数学教材 ．

根据工程硕士的培养目标和我校工程硕士门类齐全的特点 ，在调查研究
的基础上 ，选取了各专业都必需具备的数学知识和方法以及有助于工程技术
人员继续学习的若干近代数学的基本知识作为本书的主要内容 ．考虑到目前
工程硕士生入学时的数学基础 ，我们将本学科线性代数中的线性空间与线性
变换也作为本书的基本内容 ．

作为工程硕士的数学基础 ，其主要内容为线性空间与线性算子 ，赋范空间
与有界线性算子 ，内积空间与正交系 ，矩阵的相似标准形 ，矩阵分析 ，线性方程
组的解法 ，插值与逼近 ，数值积分与数值微分 ，常微分方程的数值解法 ．加“ 倡 ”
的节是选用的内容 ．

本书的特点是 ：从简单的数学 、物理模型甚至日常生活事例入手 ，引出抽
象的数学概念 ，进行简明扼要的推理 ，得出重要的数学理论 ，列举大量的例题
以加深对抽象概念和理论的理解 ，着重讲清常用方法的数学原理及注意事项 ，
尽可能指出当前使用的最新方法 ，选择旨在巩固基本内容的适量习题 ．

本书的第一 、三 、四 、六章由曾绍标执笔 ，第二 、五 、七章由韩秀芹执笔 ，第
八 、九 、十章由翟瑞彩执笔 ．韩秀芹对全书的行文风格进行了协调统一 ，并对部
分章节做了修改 ．

本书由毛云英教授主审 ．在编写过程中得到了天津大学研究生院领导及
培养处的大力支持 ．编写时参考了由熊洪允 、曾绍标 、毛云英编著的枟应用数学
基础枠一书 ．对此 ，我们一并表示衷心的感谢 ．

限于我们的学术水平和教学经验 ，书中的错误在所难免 ，恳请广大读者批
评指正 ．

编著者
（天津大学）
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第一章 　线性空间与线性算子

本章首先介绍现代数学的两个基本概念 ———集合与映射 ，然后引入贯穿
全书的极为重要的概念 ———线性空间 ，最后介绍定义在线性空间上的一类重
要映射 ——— 线性算子 ．

§ １ ．１ 　集合与映射

本节除重点介绍集合与映射的概念和基本性质外 ，还要介绍本书经常使
用的一些术语和记号 ，以后直接引用时不再加以说明 ．

一 、集合及其运算

１ ．集合概念 　集合是数学的最基本 、最原始的概念之一 ，因此不可能用其
他数学概念对集合下一个严格的定义 ，只能像几何学中对于“点” 、“直线”那
样 ，给以直观的描述 ．

所谓“集合”是指具有某种确定的性质（或满足一定条件）的“事物”的全
体 ．集合也可简称为集 ．构成某集合的每一个“事物”都称为该集合的一个元素
（简称为元） ．例如 ，中国的所有直辖市就是集合 ，北京 、上海 、天津和重庆都是
这个集合的元素 ；又如 ，自然数的全体也是一个集合 ，它的元素就是一个个的
自然数 ．

为简单起见 ，通常用大写字母 A ，B ，… 代表集合 ，以小写字母 a ，b ，… 代
表元素 ．设 A 是一个集合 ，若“事物” x 是 A 的元素 ，则记为 x ∈ A（读作 x 属
于 A） ，若 x 不是 A 的元素 ，则记为 x ∈｜ A 或 x 碒 A（读作 x 不属于 A） ．

将一个集合明确地表示出来的方法一般有两种 ，即列举法和描述法 ．
如果某集合 A 的所有元素都能列举出来 ，那么就将它们写在大括号内

（并用逗号隔开）来表示集合 A ，这种方法就是列举法 ．例如 ，｛北京 ，上海 ，天
津 ，重庆｝ ，｛１ ，２ ，… ，n ，… ｝ ，A ＝ ｛ a ，b｝ ．

如果某集合 A 是由满足条件（或具有性质） p（ x）的所有 x 构成的 ，则可
将集合 A 表示为｛ x｜ p（ x）｝（或｛ x ：p（ x）｝） ．例如 ，可用 A ＝ ｛ x｜ x２ ＝ １｝表示
方程 x２ ＝ １ 的解集合 （显然 ， A 也可表示为 ｛ － １ ，１｝） ，单位圆可表示为
｛（ x ，y）｜ x２ ＋ y２ ＝ １｝ ．

在理解集合概念时 ，应注意以下几点 ：
（１）一个给定集合的元素所具有的性质（或满足的条件）必须是明确的 ．例



如 ，条件“ x ≤ １的全体实数”是明确的 ，“ x 冲 １的全体实数”是不明确的 ，因此 ，
前者是集合而后者不是集合 ．这就是说 ，对于任意的 x 及给定的集合 A ，要么
x ∈ A ，要么 x ∈｜ A ，二者必居其一 ，且只居其一 ．

（２）集合中的各元素必须是彼此能够分辨的 、互异的 ．因此 ，在用列举法表
示集合时 ，其中的元素不能重复出现 ，例如 ，应将｛ a ，a ，b ，c ，c｝写为｛ a ，b ，c｝ ．

（３）集合中的各元素没有先后次序之分 ．例如｛１ ，２ ，３ ，４｝和｛１ ，３ ，４ ，２｝及
｛４ ，１ ，２ ，３｝等表示的是同一个集合 ．

由有限个元素构成的集合称为有限集 ．特别地 ，将仅含有一个元素的集合
叫做单元素集或单点集 ，必须理解元素 x 和集合｛ x｝的原则上的区别 ．将不含
任何元素的集合称为空集 ，记为 碬 ．正如把 ０ 也算作一个数一样 ，将空集当作
集合在数学上是有益的 ．由于空集的元素个数为 ０ ，因此将空集也算作有限
集 ．不是有限集的集合称为无限集 ．

２ ．常用记号的说明 　在本书中 ，以下几个集合的记号是专用的 ：
碬 ——— 空集 ；
N N ＝ ｛１ ，２ ，… ，n ，… ｝ ；
Z Z ＝ ｛０ ，± １ ，± ２ ，… ｝ ；
Q
R R ＝ （ － ∞ ，＋ ∞ ） ；
C

C ＝ ｛ a ＋ bi | i ＝ － １ ，a ，b ∈ R
　 　 C［ a ，b］ ———在闭区间［ a ，b］上连续的全体函数的集合 ；

R m × n　 　 ———全体 m × n实矩阵构成的集合 ；
C m × n　 　 ———全体 m × n 复矩阵构成的集合 ．
此外 ，用 Q ＋ （ Q － ）表示全体正（负）有理数构成的集合 ，用 R ＋ （ R － ）表示全

体正（负）实数构成的集合 ．
为了简化叙述常采用下面的符号 ：设 p ，q 是任意两个命题 ，x 是任意的

“事物” ，则
（１） p 痴 q表示 p 蕴涵 q ，亦即 p 是 q的充分条件 ，或 q是 p 的必要条件 ；
（２） p 骋 q表示 p 与 q等价 ，亦即 q是 p 的充要条件 ；
（３） 橙 x 表示对于任意的 x 或一切 x ；
（４） 愁 x 表示存在一个 x ，亦即至少有一个 x ；
（５） 愁 ｜ x 表示存在惟一的一个 x ；
（６）s ．t ．表示“使得”或“能使”或“满足” ．
例如 ，闭区间上连续函数的最大值定理采用上述符号可表示为

橙 f ∈ C［ a ，b］ 痴 愁 x０ ∈ ［ a ，b］ ，s ．t ．f（ x０） ＝ max
a ≤ x ≤ b

f（ x） ．
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　 　 ３ ．集合的包含关系与子集
定义 1 ．1 　设 A ，B是任意集合 ．
（１）若 橙 x ∈ A 痴 x ∈ B ，则称 A 含于 B（或 B 包含 A） ，记为 A 炒 B（或 B

车 A） ，并称 A 是 B的子集 ；
（２）若 A 炒 B 且 B 炒 A ，则称 A 与 B 相等（即 A 与 B 是完全相同的两个

集合） ，记为 A ＝ B ；否则称 A 与 B不相等 ，记为 A ≠ B ；
（３）若 A 炒 B且 A ≠ B ，则称 A 是 B的真子集 ，记为 A 碸 B ．
由定义可知 ，对于任意集合 A ，B ，C下列结论成立 ：
（１） 碬 炒 A ，即空集是任何集合的子集 ；
（２） x ∈ A 骋 ｛ x｝ 炒 A ；
（３） A 炒 A ，即集合间的包含关系“ 炒 ”具有自反性 ；
（４） A 炒 B且 B 炒 C 痴 A 炒 C ，即包含关系“ 炒 ”具有传递性 ．
４ ．集合的运算 　在某一个问题中 ，所讨论的一切“事物”构成的集合称为

基本集合（或全集） ，它必须是非空的 ，记为 X ．此问题中的所有集合都是基本
集合的子集 ．例如 ，在单元函数微积分中 R
间是基本集合 ．

定义 1 ．2 　设 X 是基本集合 ，A ，B 炒 X ．
（１）集合 A ∩ B ＝ ｛ x｜ x ∈ A 且 x ∈ B｝称为 A 与 B 的交集 ，即 A ∩ B（可

读作 A 交 B）是由 A 与 B的公共元素构成的集合 ；
（２）集合 A ∪ B ＝ ｛ x｜ x ∈ A 或 x ∈ B｝称为 A 与 B 的并集 ，即 A ∪ B（可

读作 A 并 B）是由 A 的所有元素与 B的所有元素构成的集合 ；
（３）集合 A ＼ B ＝ ｛ x｜ x ∈ A 且 x ∈｜ B｝称为 A 与 B的差集 ，即 A ＼ B（可

读作 A 差 B或 A 减 B）是由属于 A 而不属于 B的元素构成的集合 ；
（４）集合 AC ＝ X ＼ A 称为 A 关于基本集合 X 的余集 ，简称为 A 的余集

或补集 ；
可以借助文（Venn）氏图来直观地解释集合的交 、并 、差 、补的运算及其他

有关概念 ．图 １ ．１（a ，b ，c ，d）中的阴影部分分别表示 A ∩ B ，A ∪ B ，A ＼ B 和
AC ．

关于集合的运算 ，显然有
（１） A ∩ B 炒 A ，A ∩ B 炒 B ，A 炒 A ∪ B ，B 炒 A ∪ B ，A ＼ B 炒 A ；
（２） A ∩ 碬 ＝ 碬 ，A ∪ 碬 ＝ A ，A ∩ X ＝ A ，A ∪ X ＝ X ；
（３） A ∪ AC ＝ X ，A ∩ AC ＝ 碬 ，（ AC） C ＝ A ；
（４） XC ＝ 碬 ，碬 C ＝ X ；
（５） A ＼ B ＝ A ∩ BC ；
（６） A 炒 B 骋 AC 车 BC ；
（７）若 A ∩ B ＝ 碬 （此时称 A 与 B不相交） ，则 A 炒 BC 且 B 炒 AC ．

·３·§ １ ．１ 　集合与映射



图 １ ．１

定理 1 ．1 　设 X 是基本集合 ，A ，B ，C 炒 X ，则集合的运算服从以下规律 ：
（１） A ∩ A ＝ A ，A ∪ A ＝ A ； （幂等律）
（２） A ∩ B ＝ B ∩ A ，A ∪ B ＝ B ∪ A ； （交换律）
（３）（ A ∩ B） ∩ C ＝ A ∩ （ B ∩ C） ，

（ A ∪ B） ∪ C ＝ A ∪ （ B ∪ C） ； （结合律）
（４） A ∩ （ B ∪ C） ＝ （ A ∩ B） ∪ （ A ∩ C） ，
A ∪ （ B ∩ C） ＝ （ A ∪ B） ∩ （ A ∪ C） ； （分配律）

（５）（ A ∩ B） C ＝ AC ∪ BC ，
（ A ∪ B） C ＝ AC ∩ BC ． （对偶原理）

证 　此处只证明后一个分配律和前一个对偶原理（亦称 De Morgan 公
式） ，其余的证明作为练习留给读者自己完成 ．

（１）记 V ＝ A ∪ （ B ∩ C） ，W ＝ （ A ∪ B） ∩ （ A ∪ C） ，要证 V ＝ W ，只需证
明 V 炒 W且 W 炒 V 即可 ．

因为 橙 x ∈ V ＝ A ∪ （ B ∩ C） 痴 x ∈ A 或 x ∈ B ∩ C 痴 x ∈ A 或
x ∈ B
x ∈ C

痴

x ∈ A 或 x ∈ B
x ∈ A 或 x ∈ C

痴
x ∈ （ A ∪ B）
x ∈ （ A ∪ C）

痴 x ∈ （ A ∪ B） ∩ （ A ∪ C） ＝ W ，所以 V 炒 W ．

另一方面 ，橙 x ∈ W ＝ （ A ∪ B） ∩ （ A ∪ C） 痴 x ∈ A ∪ B ，且 x ∈ A ∪ C 痴
x ∈ A 或 x ∈ B
x ∈ A 或 x ∈ C

痴当 x ∈ A 时 ，显然有 x ∈ A ∪ （ B ∩ C） ＝ V ；当 x ∈｜ A 时 ，

必有 x ∈ B且 x ∈ C ，即 x ∈ B ∩ C 炒 A ∪ （ B ∩ C） ＝ V ．故 W 炒 V ．
（２）因为 x ∈ （ A ∩ B） C 骋 x ∈｜ A ∩ B 骋 x ∈｜ A 或 x ∈｜ B 骋 x ∈ AC 或 x ∈

BC 骋 x ∈ AC ∪ BC ，所以
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（ A ∩ B） C ＝ AC ∪ BC ．
　 　下面介绍两个集合的另一种运算 ——— 直积 ，在给出定义之前先看一个实
例 ：设某项工程须分前后两期完成 ，如果前期有三种实施方案（记为 A ＝ ｛ a１ ，
a２ ，a３｝）可选择 ，后期有两种方案（记为 B ＝ ｛ b１ ，b２｝）可选择 ，那么完成这项

工程的所有可能的实施方案构成一个集合

C ＝ ｛（ a１ ，b１） ，（ a１ ，b２） ，（ a２ ，b１） ，（ a２ ，b２） ，（ a３ ，b１） ，（ a３ ，b２）｝ ，

其元素是将集合 A 的每一个元素与 B 的各元素按前后次序配成的有序对
（ ai ，bj）（ i ＝ １ ，２ ，３ ；j ＝ １ ，２） ．

一般地 ，设 A ，B是任意两个集合 ，橙 a ∈ A ，橙 b ∈ B 作有序对（ a ，b） ，其
中 a ，b分别称为有序对（ a ，b）的第一坐标和第二坐标 ，并且规定

（ a１ ，b１） ＝ （ a２ ，b２） 骋 a１ ＝ a２ 且 b１ ＝ b２ ．
我们熟悉的平面上点的坐标就是这样的有序对（ x ，y） ，而空间点的坐标则是
有序三元组（ x ，y ，z） ．

定义 1 ．3 　设 A 和 B是任意两个集合 ．有序对构成的集合｛（ a ，b）｜ a ∈
A ，b ∈ B｝称为 A 与 B的直积或笛卡儿（Descartes）乘积 ，记为 A × B（可读作
A 叉 B） ，A 与 B分别称为 A × B的第一坐标集和第二坐标集 ．
实例中的集合 C就是集合 A 与 B的直积 ，即 C ＝ A × B ．

图 １ ．２

一般说来 ，A × B ≠ B × A ，即直积不满足交
换律 ，但由定义可知 A × 碬 ＝ 碬 × A ＝ 碬 ．当 A
＝ B时 ，可将 A × A 缩记为 A２ ，例如坐标平面是
两个实数轴 R R ２表示 ，即 R ２ ＝
R × R
例 1 ．1 　设 A ＝ （１ ，２） ，B ＝ ［０ ，１） ，则 A × B

＝ ｛（ x ，y）｜１ ＜ x ＜ ２ ，０ ≤ y ＜ １｝是如图 １ ．２ 所示
的正方形 ．

对于任意有限多个集合 A１ ，A２ ，… ，A n ，可以同两个集合一样来定义它们
的交 、并 、直积的运算 ，即

∩
n

i ＝ １
A i ＝ A１ ∩ A１ ∩ … ∩ An

＝ ｛ x | 橙 i ∈ ｛１ ，２ ，… ，n｝ ，有 x ∈ A i｝ ；

∪
n

i ＝ １
A i ＝ A１ ∪ A２ ∪ … ∪ An

＝ ｛ x | 愁 i ∈ ｛１ ，２ ，… ，n｝ ，s ．t ．x ∈ A i｝ ；

∏
n

i ＝ １
A i ＝ A１ × A２ × … × A n

＝ ｛（ x１ ，x２ ，… ，xn） | x i ∈ A i ，i ＝ １ ，２ ，… ，n｝ ，
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其中（ x１ ， x２ ，… ， xn ）是有序 n 元组 ， x i 是它的第 i 个坐标 ， A i 称为直积

∏
n

i ＝ １
A i 的第 i个坐标集（ i ＝ １ ，２ ，… ，n） ；n个 A 的直积可缩记为 An ，例如

R n ＝ R × R × … × R
n个

＝ ｛（ x１ ，x２ ，… ，xn） | x i ∈ R i ＝ １ ，２ ，… ，n｝ ，

C n ＝ C × C × … × C
n个

＝ ｛（ x１ ，x２ ，… ，xn） | x i ∈ C i ＝ １ ，２ ，… ，n｝ ．

　 　 ５ ．集族及其运算 　设 D 是一个非空集合 ，若 D 中的每一个元素 α都对
应基本集合 X 中惟一的子集 Aα ，则将所有 Aα 构成的集合称为 X 的以 D为指
标集的集族 ，简称集族 ，记为｛ Aα｜ Aα 炒 X ，α ∈ D｝或｛ Αα｝ α ∈ D ．当 D ＝ N
为集列 ，简记为｛ An｝ ．

同样可定义集族（即一族集合）｛ Aα｝ α ∈ D的交 、并的运算 ，即
｛ Aα｝ α ∈ D的交 ∩

α ∈ D
Aα ≡ ｛ x｜ 橙 α ∈ D有 x ∈ Aα｝ ，

｛ Aα｝ α ∈ D的并 ∪
α ∈ D
Aα ≡ ｛ x｜ 愁 α ∈ D ，s ．t ．x ∈ Aα｝ ；

并且遵从定理 １ ．１所列的运算规律 ，例如（ ∩
α ∈ D
Aα） C ＝ ∪

α ∈ D
ACα 等等 ．

二 、映射及其性质

在这一段里 ，我们来建立两个集合的元素间的一种对应关系 ———映射 ．
１ ．映射的基本概念
定义 1 ．4 　设 X ，Y 是两个非空集合 ．若存在一个对应法则（或规律） f ，

使得对每一个 x ∈ X ，都存在惟一的 y ∈ Y 与之对应 ，则称 f 是从 X 到 Y 的
映射 ，记为

f ：X → Y ，　 或 f ：x y 　 （ x ∈ X） ．
y称为 x 在映射 f 下的像 ，记为 y ＝ f（ x）或 y ＝ f x ．集合 X 称为映射 f 的定
义域 ，记为 D（ f） ，即 D（ f） ＝ X ．Y 的子集 f（ X） ＝ ｛ f（ x）｜ x ∈ X｝称为映射 f
的值域 ，记为R（ f） ．

若 A 炒 X ，则称 Y 的子集 f（ A） ＝ ｛ f（ x）｜ x ∈ A｝是集合 A 在映射 f 下的
像 ．

若 B 炒 Y ，则称 X 的子集 f － １（ B） ＝ ｛ x ∈ X｜ f（ x） ∈ B｝是集合 B 在映射
f 下的逆像（或原像） ；Y 中单元素集｛ y｝在映射 f 下的逆像 f － １ （｛ y｝）就称为
元素 y在映射 f 下的逆像 ，简记为 f － １（ y） ，即 f － １（ y） ＝ ｛ x ∈ X｜ f（ x） ＝ y｝ ．

应当注意的是 ：此处无论 f － １ （ B）还是 f － １ （ y）都是一个整体 ，是一个集
合的记号 ；而且集合 f － １（ y）不一定是单元素集 ；当然它们都可能是空集 ．

当 Y 是数集（如 Y 炒 R Y 炒 C f 为集合 X 上的泛函 ；
当 X ，Y 都是数集时 ，映射 f 就是以前学习过的函数 ．
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例 1 ．2 　设有集合 X ＝ ｛ a ，b ，c ，d｝ ，Y ＝ ｛１ ，２ ，３ ，４ ，５｝ ，今定义 f ：X → Y
使得 f（ a） ＝ ２ ，f（ b） ＝ ３ ，f（ c） ＝ ５ ，f（ d） ＝ ３ ．试求R（ f） ，f（｛ a ，d｝） ，f － １ （｛２ ，
３｝） ，f － １（３） ，f － １（１） ．

解 　R（ f） ＝ ｛２ ，３ ，５｝ ，
f（｛ a ，d｝） ＝ ｛２ ，３｝ ，
f － １（｛２ ，３｝） ＝ ｛ a ，b ，d｝ ，
f － １（３） ＝ ｛ b ，d｝ ，
f － １（１） ＝ 碬 ．

称映射 f ：X１ → Y１ 与 g ：X２ → Y２ 相等（记为 f ＝ g） ，如果它们的对应法
则相同且定义域相等 ，即

f ＝ g 骋 X１ ＝ X２ ＝ X 且 橙 x ∈ X ，f（ x） ＝ g（ x） ．

　 　 ２ ．映射的基本性质
倡定理 1 ．2 　设有 f ：X → Y ，则 橙 A ，B ∈ X ，橙 C ，D ∈ Y ，有
（１） f（ A ∪ B） ＝ f（ A） ∪ f（ B） ；
（２） f（ A ∩ B） 炒 f（ A） ∩ f（ B） ；
（３） f － １（ C ∪ D） ＝ f － １（ C） ∪ f － １（ D） ；
（４） f － １（ C ∩ D） ＝ f － １（ C） ∩ f － １（ D） ；
（５） f － １（ DC） ＝ ［ f － １（ D）］ C ，

其中 DC ＝ Y ＼ D ，［ f － １（ D）］ C ＝ X ＼ f － １（ D） ．此定理的证明留给有兴趣的读
者作为练习完成 ，并注意（２）不能改为等式 ．

３ ．几种重要的映射
定义 1 ．5 　设有映射 f ：X → Y ．
（１）若R（ f） ＝ Y ，即 橙 y ∈ Y ，愁 x ∈ X ，s ．t ．y ＝ f（ x） ，则称 f 是满射 ，或

称 f 是从 X 到 Y 上的映射 ．
（２）若 橙 y ∈R（ f） ，愁 ｜ x ∈ X ，s ．t ．f（ x） ＝ y ，则称 f 是单射 ，或称 f 是从

X 到 Y 的一一映射 ．
（３）若 f 既是单射又是满射 ，则称 f 为双射 ，或称 f 是从 X到 Y 上的一一

映射 ．
由定义立即可知 ， f 为单射的充要条件是 ：橙 x１ ，x２ ∈ X ，当 x１ ≠ x２ 时

f（ x１） ≠ f（ x２） ；因此单调函数显然是单射 ．

当 f ：X → Y 是双射时 ，f 在集合 X 与 Y 的元素之间建立了一对一的对应
关系 ，故今后也把双射叫做一一对应 ．

例 １ ．２ 中的映射不是单射 ［因为 f （ b） ＝ f （ d）］ ，也不是满射 ［因为
f － １（１） ＝ 碬 ］ ，从而不是双射 ．
例 1 ．3 　以 I（ x） ＝ x（ 橙 x ∈ X）定义的映射 I ：X → X ，称为集合 X 上的

恒等映射或单位映射 ，简记为 IX ．显然 IX 是双射 ．
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例 1 ．4 　以 f（ x） ＝ y０（ 橙 x ∈ X）定义的映射 f ：X → Y 称为常值映射 ．显
然 ，常值映射当 X 不是单元素集时 ，不是单射 ；当 Y 不是单元素集时不是满
射 ，因为R（ f） ＝ ｛ y０｝ ≠ Y ．

例 1 ．5 　设 A 是非空集合 ，若 橙 n ∈ N an ∈ A ，则得到一个无穷序
列 ，记为｛ an｝ ＝ （ a１ ，a２ ，… ，an ，… ） ．由｛ an｝所确定的映射 f ：N → A（即 an ＝
f（ n））一般说来不是单射 ，也不是满射 ．

４ ．逆映射与复合映射
定义 1 ．6 　若 f ：X → Y 是单射 ，则 橙 y ∈R（ f） ，由关系式 f（ x） ＝ y 确定

了惟一的 x ∈ X 与之对应 ，于是就定义了一个从R（ f）到 X 上的映射 ，记为
f － １ ：R（ f） → X ，并称 f － １是 f 的逆映射 ．
定义表明 ：f ：X → Y 存在逆映射的充要条件是 f 为单射 ，且 f － １ ：R（ f） →

X必定是满射 ；当 f 是双射时 ，f 的逆映射为 f － １ ：Y → X ．易知恒等映射的逆
映射就是它本身 ．

定义 1 ．7 　 设有映射 f ： X → Y 和 g ： Y → Z ，将 X 到 Z 的映射
x g（ f（ x））（ 橙 x ∈ X）称为 f 与 g 的复合映射 ，记作 g礋 f ：X → Z ，即
（ g礋 f） x ＝ g（ f（ x））（ 橙 x ∈ X） ．

定理 1 ．3 　
（１）若 f ：X → Y 是双射 ，则 f － １ ：Y → X 也是双射 ；且 f － １ 礋 f ＝ IX ，f礋 f － １

＝ IY ，即 橙 x ∈ X ，橙 y ∈ Y 有（ f － １礋 f）（ x） ＝ x ，（ f礋 f － １）（ y） ＝ y ；
（２）若 f ：X → Y 和 g ：Y → Z都是单射（或满射） ，则 g礋 f ：X → Z也是单射

（或满射） ；
（３）若 f ：X → Y 和 g ：Y → Z 都是双射 ，则 g礋 f ：X → Z 也是双射 ，且

（ g礋 f） － １ ＝ f － １礋 g － １ ．
证 　
（１） f － １ ：Y → X 显然是双射 ，下证 f － １礋 f ＝ IX ．橙 x ∈ X ，令 f（ x） ＝ y ，因

为

（ f － １ 礋 f）（ x） ＝ f － １（ f（ x）） ＝ f － １（ y） ＝ x ，
所以

f － １ 礋 f ＝ IX ．
　 　同理可证

f 礋 f － １ ＝ IY ．

　 　 （２） 橙 x１ ，x２ ∈ X 且 x１ ≠ x２ ，因 f 是单射 ，于是 f（ x１） ∈ Y ，f（ x２） ∈ Y ，且
f（ x１） ≠ f（ x２） ；又因为 g是单射 ，所以

（ g 礋 f）（ x１） ＝ g（ f（ x１）） ≠ g（ f（ x２）） ＝ （ g 礋 f）（ x２） ，
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即 g礋 f ：X → Z是单射 ．
（３）由（２）即知 g礋 f 是双射 ，从而 （ g礋 f ） － １ ：Z → X 存在 ．橙 z ∈ Z ，因

（ g礋 f） － １是双射 ，故 愁 ｜ x ∈ X ，s ．t ．（ g礋 f） － １（ z） ＝ x ，即（ g礋 f）（ x） ＝ g（ f（ x））
＝ z ．若记 f（ x） ＝ y ，则 g（ y） ＝ z ．又因为 f ，g 都是双射 ，因而可逆 ，故 y ＝
g － １（ z） ，x ＝ f － １（ y） ．于是（ f － １ 礋 g － １ ）（ z） ＝ f － １ （ g － １ （ z）） ＝ f － １ （ y） ＝ x ＝
（ g礋 f） － １（ z）对任意 z ∈ Z成立 ，所以（ g礋 f） － １ ＝ f － １礋 g － １ ．

５ ．可数集
定义 1 ．8 　设 A 是无限集 ，若存在一个双射 f ：N → A ，则称 A 是可数集

或可列集 ；不是可数的无限集称为不可数集 ．
例 1 ．6 　证明 ：集合 A 是可数的 ，当且仅当 A 的所有元素可以排成一个

各项互不相同的无穷序列 ，即

An ＝ （ a１ ，a２ ，… ，an ，… ） 　 （且当 i ≠ j 时 ai ≠ aj） ．

　 　证 　因为 f ：n an ∈ An（ 橙 n ∈ N
此结论表明 ，若无限集合的全体元素能用自然数来编号 ，则必定是可数

的 ．
利用定义及例 １ ．６的结论 ，不难知道全体正偶数的集合是可数的 ，Z

数集 ．

将可数多个集合 A１ ，A２ ，… ，An ，…的交集记为 ∩
∞

n ＝ １
A n ，并集记为 ∪

∞

n ＝ １
An ．

关于可数集的运算有如下结论 ．
定理 1 ．4 　
（１）可数集的子集是可数集或有限集 ；
（２）有限多个或者可数多个可数集的并是可数集 ；
（３）有限多个可数集的直积是可数集 ．
证

（１）显然 ．
（２）有限多个的情况容易证明（请读者完成） ，现证可数多个的情况 ．

设有可数多个可数集 An ＝ （ an１ ，an２ ，… ，anm ，… ）（ n ∈ N ∪
∞

n ＝ １
An 是

可数集 ．为此先将它们的所有元素排成表 １ ．１ ，再按表中箭头所指的顺序将它
们的所有元素排成序列

（ a１１ ，a１２ ，a２１ ，a３１ ，a２２ ，a１３ ，a１４ ，a２３ ，… ） ，

然后从中删去重复的元素 ，得到一个各项互异的无穷序列 ，故 ∪
∞

n ＝ １
A n 是可数

集 ．
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表 　 1 ．1
A １ ： a１１ 赤 a１２ a１３ 赤 a１４ …

侈 赤 侈

A ２ ： a２１ a２２ a２３ a２４ …

↓ 赤 侈

A ３ ： a３１ a３２ a３３ a３４ …

侈

     

A n ： an１ an２ an３ an４
     

（３）只需证明两个集合的情况 ．设 A ＝ （ a１ ，a２ ，… ，ai ，… ） ，B ＝ （ b１ ，
b２ ，… ，bj ，… ） ，则

A × B ＝ ｛（ ai ，bj） | ai ∈ A ，bj ∈ B ，（ i ，j ＝ １ ，２ ，… ）｝

的所有元素可排成各项互异的无穷序列 ：
（（ a１ ，b１） ，（ a１ ，b２） ，（ a２ ，b１） ，（ a３ ，b１） ，（ a２ ，b２） ，（ a１ ，b３） ，（ a１ ，b４） ，… ） ，

故 A × B是可数集 ．
例 1 ．7 　证明 Q

证 　若令 Aq ＝ ｛ １
q ，２q ，３q ，… ｝（ q ∈ N Aq 为可数集 ，于是由定理 １畅３ ，

Q ＋ ＝ ∪
∞

q ＝ １
Aq 是可数集 ；同理可知 Q －是可数集 ．所以 Q ＝ Q ＋ ∪ ｛０｝ ∪ Q －是可

数集 ．
应当注意的是 ，不可数集是大量存在的 ，例如 R R

零的区间都是不可数的 ．显然若 A（ 炒 B）是不可数集 ，则 B一定是不可数集 ．

三 、数域 ，实数集的确界

１ ．数域
定义 1 ．9 　 设 K K a ，b ∈

K
a ± b ∈ K ab ∈ K a／ b ∈ K b ≠ ０） ，

则称 K
由定义立即可知 Q R C

域 ；而 N Z R ＋等都不是数域 ．显然任何数域都必定含有 ０和 １这两个数 ，因
此必定包含有理数域 ，即 Q
数集 ．本书只在实数域或复数域上讨论问题 ，在不必区分的时候 ，将以 K
数域 ，即 K ＝ R K ＝ C

２ ．实数集的确界 　在给出“确界”定义之前 ，回忆一下非空实数集 A 的有
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界性和上 、下界的概念是必要的 ．
设 A 炒 R A ≠ 碬 ，若 愁 M ＞ ０ ，s ．t ．橙 x ∈ A ，有｜ x｜ ≤ M ，则称 A 是有

界数集 ；否则 ，称 A 是无界数集 ．若 愁 b ∈ R s ．t ．橙 x ∈ A ，有 x ≤ b ，则称实数
集 A 有上界 ，数 b称为 A 的一个上界 ；若 愁 a ∈ R s ．t ．橙 x ∈ A ，有 x ≥ a ，则
称实数集 A 有下界 ，数 a称为 A 的一个下界 ．易知 A 炒 R A 既
有上界 ，又有下界 ．

显然 ，如果 A 炒 R
（小）者 ．那么 ，是否存在最小（大）的上（下）界呢 ？ 回答是肯定的 ．下面先给出
最小（大）上（下）界的精确定义 ，然后给出“确界存在原理” ．

定义 1 ．10 　设 A 炒 R A ≠ 碬 ．
（１）若 μ ∈ R
① 橙 x ∈ A ，有 x ≤ μ ，
② 橙 ε ＞ ０ ，愁 xε ∈ A ，s ．t ．xε ＞ μ － ε ，

则称 μ是 A 的上确界 ，记为 sup｛ x｜ x ∈ A｝或 sup A ；
（２）若 ν ∈ R
① 橙 x ∈ A ，有 x ≥ ν ，
② 橙 ε ＞ ０ ，愁 xε ∈ A ，s ．t ．xε ＜ ν ＋ ε ，

则称 ν是 A 的下确界 ，记为 inf｛ x｜ x ∈ A｝或 inf A ．
由定义可知 ，实数集的上（下）确界必定是它的一个上（下）界 ，因此无上

（下）界的实数集 A 必定不存在上（下）确界 ．但为方便起见 ，有时也说 A 的上
（下）确界是正（负）无穷大 ，即

sup A ＝ ＋ ∞ 　 （inf A ＝ － ∞ ） ．
　 　例 1 ．8 　写出下列实数集的确界 ：

A ＝ ［０ ，１） ，B ＝ （ － １ ，２） ∪ ｛e｝ ，N R
解 　 inf A ＝ ０ ，sup A ＝ １ ；

inf B ＝ － １ ，sup B ＝ e ；
inf N ＝ １ ，sup N ＝ ＋ ∞ （不存在） ；
inf R ＝ － ∞ （不存在） ，sup R ＝ ＋ ∞ （不存在） ．

应当注意 A 的上（下）确界 sup A（inf A）和 A 的最大值 max A（min A）
之间的区别与联系 ．此外 ，容易证明 ：若 sup A 或 inf A 存在 ，则 sup A 或
inf A 必定是惟一的 ．

确界存在原理 　任何非空有上（下）界的实数集必有上（下）确界 ．
确界存在原理是对实数系 R

精确的描述 ．所谓 R R
一对应 ，从而是没有间隙 ，即连续的 ，R
以用若干个等价命题来表述 ，以其中任何一个作为公理 ，都可以推出其他结
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论 ．我们采用确界存在原理作为公理来建立本书的理论体系 ．
３ ．单调有界准则 　利用确界存在原理容易证明下面的单调有界准则 ．
定理 1 ．5 　单调增（减）有上（下）界的实数列｛ xn｝必收敛 ，且

lim
n → ∞
xn ＝ sup

n ∈ N
｛ xn｝（ inf

n ∈ N
｛ xn｝） ．

　 　证 　因为｛ xn｝有上界 ，由确界存在原理 ，实数集｛ xn｜ n ∈ N
sup
n ∈ N

｛ xn｝ ，记为 μ ．于是 橙 ε ＞ ０ ，由上确界定义知 ，愁 N ∈ N s ．t ．xN ∈ ｛ xn｜ n ∈
N

μ － ε ＜ xN ．

　 　又因为｛ xn｝单调增 ，故当 n ＞ N 时 ，恒有
μ － ε ＜ xN ≤ xn ≤ μ ＜ μ ＋ ε ，

即｜ xn － μ｜ ＜ ε ，所以 lim
n → ∞
xn ＝ μ ＝ sup

n ∈ N
｛ xn｝ ．

同理可证单调减的情况 ．
４ ．两个重要的不等式 　在这一节的末尾 ，我们不加证明地给出两个不等

式 ．

H迸lder 不等式 　 设 p ＞ １ ，q ＞ １ 且 １
p ＋ １

q ＝ １ 　 （ p ，q 称为相伴数） ，则

橙 （ x１ ，x２ ，… ，xn） ，（ y１ ，y２ ，… ，yn） ∈ K n ，H迸lder不等式
∑
n

k ＝ １
xkyk ≤ ∑

n

k ＝ １
xk

p １
p
· ∑

n

k ＝ １
yk

q １
q

成立 ．
类似地有级数形式和积分形式的 H迸lder不等式
∑
∞

k ＝ １
xkyk ≤ ∑

∞

k ＝ １
xk

p １
p
∑
∞

k ＝ １
yk

q １
q
　 　 （只要级数收敛） ，

∫
b

a
x（ t） y（ t） d t ≤ ∫

b

a
x（ t）

pd t
１
p
· ∫

b

a
y（ t）

qd t
１
q

　 （只要积分有意义） ．
当 p ＝ q ＝ ２时 ，H迸lder不等式就是 Cauchy不等式 ．由 H迸lder不等式容易

得到下面的 Minkowski不等式 ．
Minkowski 不等式 　设 １ ≤ p ＜ ＋ ∞ ，则有

钞
m

k ＝ １
xk ± yk

p １
p
≤ ∑

m

k ＝ １
xk

p １
p
＋ ∑

m

k ＝ １
yk

p １
p
（ m ∈ N ∞ ） ，

∫
b

a
x（ t） ＋ y（ t）

pd t
１
p
≤ ∫

b

a
x（ t）

pd t
１
p
＋ ∫

b

a
y（ t）

pd t
１
p
．
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§ １ ．２ 　线性空间概念
一 、线性空间定义及例子

　 　我们知道 ，几何空间 R３ 中的任意两个向量 a ，b可以相加 ，其和 a ＋ b仍
是R３中的向量 ，即 R３ 对于加法运算是封闭的 ；同样 ，R３ 对于数量与向量的乘法
也是封闭的 ，即 橙 λ ∈ R a ∈ R３ ，有 λa ∈ R３ ．并且加法具有交换律 、结合
律 ，数乘具有结合律与分配律等 ．将其推广到一般集合上就得到线性空间的概
念 ．

定义 1 ．11 　设 X 是非空集合 ，K K ＝ R C ＋ ” ：
X × X → X 为（ x ，y） x ＋ y ∈ X ，称为 X 上的加法 ，x ＋ y称为元素 x 与 y
的和 ；定义映射“ ．” ：K × X → X 为（ λ ，x） λx ∈ X ，称为 X 上的数乘 ，λx
称为数 λ与元素 x 的积 ．如果 X 上的加法与数乘满足加法公理

（１） 橙 x ，y ∈ X ，有 x ＋ y ＝ y ＋ x ， （交换律）
（２） 橙 x ，y ，z ∈ X ，有（ x ＋ y） ＋ z ＝ x ＋ （ y ＋ z） ， （结合律）
（３） 橙 x ∈ X ，愁 ０ ∈ X ，s ．t ．x ＋ ０ ＝ x ，称 ０为 X 的零元素 ，

（零元素的存在性）
（４） 橙 x ∈ X ，愁 u ∈ X ，s ．t ．x ＋ u ＝ ０ ，称 u为 X 的负元素 ，记为 － x ，即 x

＋ （ － x） ＝ ０ ， （负元素的存在性）
与数乘公理

（５） 橙 λ ，μ ∈ K x ∈ X ，有 λ（ μx） ＝ （ λμ） x ， （结合律）
（６） 橙 λ ∈ K x ，y ∈ X ，有 λ（ x ＋ y） ＝ λx ＋ λy ，

（关于 X 的加法的分配律）
（７） 橙 λ ，μ ∈ K x ∈ X ，有（ λ ＋ μ） x ＝ λx ＋ μx ，

（关于数的加法的分配律）
（８） 橙 x ∈ X ，有 １ x ＝ x ，

则称 X 是数域 K 上的线性空间 ，简称为线性空间或向量空间 ．X 中的元素也
称为向量 ，满足上述八条公理的加法和数乘运算统称为线性运算 ．

当 K ＝ R X 为实线性空间 ，当 K ＝ C X 为复线性空间 ．
例 1 ．9 　实线性空间 R n 与复线性空间C n ．
橙 x ＝ （ a１ ，a２ ， … ，an ） T ，y ＝ （ b１ ，b２ ， … ，bn ） T ∈ R n （ C n ） ，及 橙 λ ∈

R C 定义加法与数乘为

x ＋ y ＝ （ a１ ＋ b１ ，a２ ＋ b２ ，… ，an ＋ bn） T ，
λx ＝ （ λa１ ，λa２ ，… ，λan） T ，

显然 ，x ＋ y ∈ R n （ Cn ） ，λx ∈ R n （ Cn ） ．又由实（复）数的运算律可知 R n （ Cn ）
上的加法与数乘运算满足公理（１） ，（２） ，（５） ，（６） ，（７）和（８） ；０ ＝ （０ ，０ ，… ，０） T
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是 R n （ Cn ）的零元素 ，－ x ＝ （ － a１ ，－ a２ ，… ，－ an） T 是 x 的负元素 ，即也满
足公理（３）和（４） ．因此 R n是实线性空间（其中 R R２ ，R３ 分别是数直线 、坐标
平面和几何空间） ，Cn 是复线性空间 ．

例 1 ．10 　实线性空间 R m × n　 ．
橙 A ＝ ［ ai j］ ，B ＝ ［ bi j］ ∈ R m × n　 及 橙 λ ∈ R A ＋ B

＝ ［ ai j ＋ bi j］ m × n ，λA ＝ ［ λai j］ m × n ，显然有 A ＋ B ，λA ∈ R m × n　 ．由矩阵的运算
规律知 R m × n　 上的加法和数乘满足公理（１） ～ （８）（其中零矩阵 Om × n是 R m × n

的零元素 ，－ A ＝ ［ － ai j］ ∈ R m × n　 ） ，于是 R m × n　 按照上述的线性运算是一个实

线性空间 ．
只要将 R m × n　 改为 Cm × n　 ，R C C m × n　 是一个复线性空间 ．当 m

＝ n时 ，就得到由 n阶实或复方阵构成的线性空间 R n × n　 或 Cn × n　 ．
例 1 ．11 　连续函数空间 C［ a ，b］ ．
按照通常函数的加法及数与函数的乘法 ，即 橙 f ，g ∈ C［ a ，b］ ，橙 λ ∈ K

规定 f ＋ g为（ f ＋ g）（ x） ＝ f （ x） ＋ g（ x）（ 橙 x ∈ ［ a ，b］） ，λf 为（ λf）（ x） ＝
λf（ x）（ 橙 x ∈ ［ a ，b］） ，则由连续函数的运算性质可知 C［ a ，b］是线性空间
（称为连续函数空间） ，零函数 ０（０（ x） ＝ ０ ，橙 x ∈ ［ a ，b］）是 C［ a ，b］的零元素 ．

读者不难验证 ：由零多项式（即数 ０）和所有次数不超过 n 的多项式构成
的集合 Pn［ a ，b］ ，按照 C［ a ，b］上的线性运算也是一个线性空间 ；同样 ，P［ a ，
b］（由全体多项式构成的集合）也是一个线性空间 ．
例 1 ．12 　由线性齐次微分方程解的结构知 ，常系数线性齐次微分方程 y″

＋ py′ ＋ qy ＝ ０的解集合 ，按上例中的线性运算是一个线性空间 ；而非齐次方
程 y″ ＋ py′ ＋ qy ＝ f（ x）的解集合按上述线性运算不构成线性空间 ，因为它对
加法和数乘都不封闭 ．

由定义容易证明线性空间的如下性质 ：
（１）零元素是惟一的 ；
（２）任何元素的负元素是惟一的 ；
（３）０ x ＝ ０ ，λ０ ＝ ０ ，（ － λ） x ＝ － （ λx） ＝ λ（ － x） ；
（４） λx ＝ ０ 痴 λ ＝ ０或 x ＝ ０ ．
下面再举几个线性空间的例子 ．
例 1 ．13 　有界数列空间 l ∞ ，收敛数列空间 c以及 l２ 空间 ．
全体有界实（或复）数列 x ＝ ｛ ξk｝构成的集合记为 l ∞ ，全体收敛实（或复）

数列 x ＝ ｛ ξk｝构成的集合记为 c ，全体满足条件 ∑
∞

k ＝ １
｜ ξk｜２ ＜ ＋ ∞ 的实（或复）数

列 x ＝ ｛ ξk｝构成的集合记为 l２ ，显然 c与 l２ 均为 l ∞的子集 ．

橙 x ＝ ｛ ξk｝ ，y ＝ ｛ ηk｝ ∈ l ∞及 橙 λ ∈ R C
x ＋ y ＝ ｛ ξk ＋ ηk｝ ＝ （ ξ１ ＋ η１ ，ξ２ ＋ η２ ，… ，ξk ＋ ηk ，… ） ，
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λx ＝ ｛ λξk｝ ＝ （ λξ１ ，λξ２ ，… ，λξk ，… ） ．

易知 ，x ＋ y ∈ l ∞ ，λx ∈ l ∞ ．又由实（或复）数的运算规律知 ，上面定义的加法和
数乘满足加法公理和数乘公理 ，因此 l ∞ 是实（或复）线性空间 ，称为有界数列
空间 ．零数列 ０ ＝ （０ ，０ ，… ，０ ，… ）是 l ∞ 的零元素 ，x ＝ ｛ ξk｝的负元素为 － x ＝
｛ － ξk｝ ．

如同在 l ∞上那样定义 c上的加法和数乘 ，且满足定义 １ ．１１ 中的八条公
理 ，再由收敛数列的运算性质可知 ，c对加法和数乘是封闭的 ，所以 c是线性
空间 ，称为收敛数列空间 ．

以类似的方式定义 l２ 上的线性运算 ，显然 l２ 对数乘是封闭的 ，由 p ＝ ２
时的 Minkowski不等式知 ，l２ 对加法也是封闭的 ，故 l２ 是线性空间 ．

线性空间定义中的加法和数乘都是一个映射 ，不一定与我们熟悉的加法
和乘法有什么关系 ，只要它们满足八条公理就是线性运算 ，而一个非空集合对
它们是封闭的 ，则就是一个线性空间 ，请看下面的例 １ ．１４ ．

例 1 ．14 　 橙 a ，b ∈ R ＋及 橙 k ∈ R a 磑 b ＝ ab ，数乘为 k 磗 a
＝ ak ．显然 a 磑 b ∈ R ＋ ，k 磗 a ∈ R ＋ ，且

（１） a 磑 b ＝ ab ＝ ba ＝ b 磑 a ；
（２）（ a 磑 b） 磑 c ＝ （ ab） 磑 c ＝ （ ab） c ＝ a（ bc） ＝ a 磑 （ bc） ＝ a 磑 （ b 磑 c） ；
（３）存在 R ＋中的元素 １ ，使得 a 磑 １ ＝ a·１ ＝ a ，故 １是 R ＋的零元素 ；

（４）因为 a 磑 １
a ＝ a １

a ＝ １（零元素） ，故 a有负元素 １
a ；

（５）（ k ＋ l） 磗 a ＝ ak ＋ l ＝ akal ＝ ak 磑 al ＝ （ k 磗 a） 磑 （ l 磗 a）（ 橙 l ∈ R
（６） k 磗 （ a 磑 b） ＝ k 磗 （ ab） ＝ （ ab） k ＝ akbk ＝ ak 磑 bk ＝ （ k 磗 a） 磑 （ k 磗 b） ；
（７） k 磗 （ l 磗 a） ＝ k 磗 al ＝ （ al） k ＝ akl ＝ kl 磗 a ；
（８）１ 磗 a ＝ a１ ＝ a ，

即“ 磑 ”与“ 磗 ”是线性运算 ．因此 ，R ＋对于上述的加法和数乘是一个实线性空

间 ．
例 1 ．15 　 由所有次数为 n 的实（复）系数多项式组成的集合 V 按照例

１ ．１１中的加法和数乘运算 ，不构成 R C V 对加法和数
乘都不封闭 ．

定义 1 ．12 　设 X 是数域 K M ＝ ｛ x１ ，x２ ，… ，xn｝是 X 的
有限子集 ，λi ∈ K i ＝ １ ，２ ，… ，n） ，称 X 的元素

x ＝ λ１ x１ ＋ λ２ x２ ＋ … ＋ λn xn
是集合｛ x１ ，x２ ，… ，xn｝的一个线性组合 ，也称元素 x 或向量 x 可由向量集
｛ x１ ，x２ ，… ，xn｝线性表示（或表出） ．

例如 ，R３ 中任一向量 x ＝ （ a１ ，a２ ，a３） T 都可由基本向量集
｛ e１ ＝ （１ ，０ ，０） T ，e２ ＝ （０ ，１ ，０） T ，e３ ＝ （０ ，０ ，１） T｝
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线性表示 ：　 x ＝ a１ e１ ＋ a２ e２ ＋ a３ e３ ．

二 、线性空间的子空间

定义 1 ．13 　设 X 是数域K 的线性空间 ，Y 是 X 的非空子集 ，若 Y 对
X 的线性运算也构成一个线性空间 ，则称 Y 是 X 的一个线性子空间 ，简称为
子空间 ，记为 Y ＜ X ．

由定义立即可知 ，对于任意的线性空间 X ，必有 X ＜ X 和｛０｝ ＜ X ，并称
X 和｛０｝是 X 的平凡子空间 ，X 的其余子空间称为非平凡子空间 ．
由例 １ ．１１及 １ ．１３知 ：P［ a ，b］ ＜ C［ a ，b］ ，Pn［ a ，b］ ＜ C［ a ，b］ ，c ＜ l ∞ ．
定理 1 ．6 　设 X 是 K Y 是 X 的非空子集 ，则 Y 为 X 的子

空间的充要条件是 ：Y 对 X 的线性运算（加法和数乘）是封闭的 ．
证 　必要性是显然的 ，否则 X 的线性运算不能成为 Y 上的线性运算 ，下

面证明充分性 ．
由于 Y 是 X 的（非空）子集 ，显然满足公理（１） ，（２） ，（５） ，（６） ，（７） ，（８） ，故

只需验证（３）和（４） ，即要证明 ０ ∈ Y 且 橙 y ∈ Y 有（ － y） ∈ Y ．事实上 ，橙 y ∈
Y ，由条件得 ０ y ＝ ０ ∈ Y ，（ － １） y ＝ － y ∈ Y ．因此 Y 是 X 的子空间 ．
例 1 ．16 　齐次线性方程组 Ax ＝ ０（ A ∈ R n × n　 ，x ∈ R n ）的解集合 W ＝

｛ x ＝ （ ξ１ ，ξ２ ，… ，ξn） T｜ Ax ＝ ０｝是 R n 的一个线性子空间 ．
例 1 ．17 　 V ＝ ｛ A ＝ diag（ a１１ ，a２２ ，… ，ann ）｜ aii ∈ R i ＝ １ ，２ ，… ，n｝是

R n × n　 的线性子空间 ．
例 1 ．18 　 R２ 中任何过原点的直线都是它的子空间 ，R３ 中任何过原点的

直线和平面都是其子空间 ．
由定理 １ ．６易知 ：线性空间 X 的任意一族子空间的交仍是 X 的子空间 ；

两个子空间 Y１ 与 Y２ 的和 Y１ ＋ Y２ ＝ ｛ x ＋ y｜ x ∈ Y１ ，y ∈ Y２｝仍是子空间 ；但
是两个子空间的并 ，却不一定是子空间 ，例如 Ox 轴 R１ ＝ ｛（ x ，０）｜ x ∈ R
Oy轴 R２ ＝ ｛（０ ，y）｜ y ∈ R R２ 的子空间 ，但 R１ ∪ R２ 不是 R２ 的子空间 ，
因为 R１ ∪ R２ 对 R２ 的加法不封闭 ．

定义 1 ．14 　设 X 是数域 K M 是 X 的非空子集 ．由 M 的
所有有限子集｛ x１ ，x２ ，… ，xn｝（ n ∈ N

x ＝ λ１ x１ ＋ λ２ x２ ＋ … ＋ λn xn 　 （ 橙 λi ∈ K i ＝ １ ，２ ，… ，n）
构成的集合 ，称为由 M 生成（或张成）的子空间 ，记为 span M ．

例如 ，span｛ e１ ，e２ ，e３｝ ＝ R３ ；又如 span｛１ ，t ，t２｝ ＝ P２［ a ，b］ ．
例 1 ．19 　证明 span M 是 X 的包含 M 的最小子空间 ．
证 　因为
（１）显然 span M 车 M ；
（２）易知 span M 对 X 的线性运算是封闭的 ，从而 span M 是 X 的子空间 ；
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（３）若 Y 是 X 的包含 M 的任意子空间 ，则
橙 x ∈ span M ，愁 x１ ，x２ ，… ，xn ∈ M 炒 Y ，愁 λ１ ，λ２ ，… ，λn ∈ K s ．t ．

x ＝ λ１ x１ ＋ λ２ x２ ＋ … ＋ λn xn ∈ Y ，

即 span M 炒 Y ；
所以 span M 是 X 的包含 M 的最小子空间 ，亦即

span M ＝ ∩ ｛ Y Y ＜ X 且 Y 车 M｝ ．

由 M 张成的线性子空间也称为 M 的线性包 ，并记为 L（ M） ．

倡三 、凸集

定义 1 ．15 　设 C是 X 的非空子集 ，若 橙 x ，y ∈ C ，连接 x 与 y 的“线段”
λx ＋ （１ － λ） y（０ ≤ y ≤ １）均在 C中 ，即

｛ λx ＋ （１ － λ） y x ，y ∈ C ，λ ∈ ［０ ，１］｝ 炒 C ，

则称 C是 X 中的凸集 ．
显然 ，线性空间的每一个子空间都是凸集 ．R２ 中的圆盘及凸多边形所围

区域都是 R２ 的凸集［图 １ ．３（a）与（b）是凸集 ，（c）不是凸集］ ．

图 １ ．３

容易证明凸集的下列性质 ：
（１）若 C１ ，C２ 是线性空间 X 的凸集 ，则 橙 a ，b ∈ K

aC１ ＋ bC２ ≡ ｛ ax ＋ by x ∈ C１ ，y ∈ C２｝

也是 X 的凸集 ；
（２）若 Cα（ α ∈ D）是线性空间 X 的凸集 ，且 ∩

α ∈ D
Cα ≠ 碬 ，则 ∩

α ∈ D
Cα 也是 X 的

凸集 ；
（３）若 M 是线性空间 X 的子集 ，则所有包含 M 的凸集的交

∩ ｛ C C是 X 中的凸集且 C 车 M｝

是 X 中包含 M 的最小凸集 ，并称之为 M 的凸包 ，记为 co M ．可以证明

co M ＝ ｛ 钞
n

i ＝ １
λi x i x i ∈ M ，λi ≥ ０ ，∑

n

i ＝ １
λi ＝ １ ，n ∈ N

即 co M 是由 M 的全体有限子集的所有凸组合
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∑
n

i ＝ １
λi x i 　 　 （ λi ≥ ０且 ∑

n

i ＝ １
λi ＝ １）

构成的集合 ．
定义 1 ．16 　设 X 是数域 K K 炒 X ．若 橙 x ∈ K 及 橙 λ ≥ ０

均有 λx ∈ K ，则称 K 是 X 中的一个锥 ；若 K 还是 X 中的凸集 ，则称 K 是 X
中的凸锥 ．

显然 ，线性子空间一定是锥 ，也是凸锥 ．
不难证明 ：
（１） K 是 X 中的凸锥的充要条件是 ：橙 x ，y ∈ K 及 橙 λ ，μ ≥ ０ 有 λx ＋ μy

∈ K ；
（２）包含集合 M（ 炒 X）的所有锥（凸锥）的交仍是锥（凸锥） ，并称之为 M

的锥包（凸锥包） ．

§ １ ．３ 　线性空间的基与维数
一 、集合的线性相关性

　 　定义 1 ．17 　设 X 是数域 K x１ ，x２ ，… ，xn｝是 X 的有限
子集 ．

若

λ１ x１ ＋ λ２ x２ ＋ … ＋ λn xn ＝ ０ ，

仅当 λ１ ＝ λ２ ＝ … ＝ λn ＝ ０时成立 ，则称集合｛ x１ ，x２ ，… ，xn｝是线性无关的 ，也
称元素 x１ ，x２ ，… ，xn 是线性无关的 ；若集合｛ x１ ，x２ ，… ，xn ｝不是线性无关
的 ，就称它是线性相关的 ．

橙 M 炒 X ，若 M 的任意有限子集都是线性无关的 ，则称 M 是线性无关
集 ，否则称 M 是线性相关集 ．

由定义立即可知下列结论是成立的 ．
（１）｛ x１ ，x２ ，… ，xn｝是线性相关的充要条件是 ：存在一组不全为零的数

λ１ ，λ２ ，… ，λn ∈ K
λ１ x１ ＋ λ２ x２ ＋ … ＋ λn xn ＝ ０ ；

　 　 （２）若 M 有一个子集线性相关 ，则 M 必定线性相关 ；
（３）若 ０ ∈ M ，则 M 线性相关 ；
（４）空集是线性相关的 ；
（５）单元素集｛ x｝线性无关的充要条件是 x ≠ ０ ；
（６）｛ x１ ，x２ ，… ，xn｝（ n ≥ ２）是线性相关的充要条件是 ：其中有一个元素可

由其余 n － １个元素线性表示 ．
例 1 ．20 　 R n （ Cn ）中的集合｛ e１ ，e２ ，… ，en｝（ ek 的第 k 个坐标为 １ ，其余
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坐标全为 ０）是线性无关集 ．
证 　若令 λ１ e１ ＋ λ２ e２ ＋ … ＋ λnen ＝ ０ ，即

λ１（１ ，０ ，０ ，… ，０） T ＋ λ２（０ ，１ ，０ ，… ，０） T ＋ … ＋ λn（０ ，０ ，０ ，… ，１） T

＝ （ λ１ ，λ２ ，… ，λn） T ＝ （０ ，０ ，… ，０） T ，

则必有 λ１ ＝ λ２ ＝ … ＝ λn ＝ ０ ，故 e１ ，e２ ，… ，en 线性无关 ．

例 1 ．21 　设 uk（ t） ＝ tk（ t ∈ ［ a ，b］ ，k ＝ ０ ，１ ，２ ，… ） ，试证集合 S ＝ ｛ u０ ，
u１ ，u２ ，… ｝是 C［ a ，b］中的线性无关集 ．

证 　只需证明对任意自然数 n ，n ＋ １个多项式
u０ ，u１ ，… ，un

线性无关即可 ．因为 ∑
n

k ＝ ０
λkuk ＝ ０ ，等价于在［ a ，b］上

∑
n

k ＝ ０
λk tk ＝ λ０ ＋ λ１ t ＋ λ２ t２ ＋ … ＋ λn tn ≡ ０ ，

于是有 λ０ ＝ λ１ ＝ … ＝ λn ＝ ０ ，故 u０ ，u１ ，… ，un 线性无关 ，从而 S 线性无关 ．

二 、线性空间的基与维数

定义 1 ．18 　设 X 是数域 K B 炒 X ．
若 B线性无关 ，且 span B ＝ X ，则称 B是线性空间 X 的一个基（或基底） ．

当 B为有限集时 ，称 B是有限基 ，否则称 B是无限基 ．
若 X 具有一个有限基 ，则称 X 是有限维线性空间 ，否则称 X 是无限维线

性空间 ．
可以证明 ，除｛０｝外任何线性空间都存在基（证明从略） ．
例 1 ．22 　
（１）集合｛ e１ ，e２ ，… ，en｝是 R n （ Cn ）的一个基 ，从而 R n （ Cn ）是有限维的 ；

（２）｛１ ，t ，t２ ，… ，tn ，… ｝是 P［ a ，b］的一个基 ，但不是 C［ a ，b］的基 ．
证 　
（１）由例 １ ．２０知｛ e１ ，e２ ，… ，en｝线性无关 ，且 R n （ Cn ）中任意向量都可用

｛ e１ ，e２ ，… ，en｝线性表示 ，即
span｛ e１ ，e２ ，… ，en｝ ＝ R n （ Cn ） ，

所以｛ e１ ，e２ ，… ，en｝是 R n （ Cn ）的一个基 ，并称它是 R n （ Cn ）的标准基 ．

（２）在例 １ ．２１中已证明了 B ＝ ｛１ ，t ，t２ ，… ，tn ，… ｝是线性无关的 ，又显然
P［ a ，b］的任意元素（任意的多项式）都是 B 中有限多个元素的线性组合 ，即
span B ＝ P［ a ，b］ ，所以 B是 P［ a ，b］的基 ．然而 ，任何有限多个多项式构成的
集合都不能生成 P［ a ，b］ ，因此 P［ a ，b］不存在有限基 ，故是无限维的 ．

因为不是 C［ a ，b］中的所有元素都可以由 B 的有限个元素线性表示出
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来 ，例如 sin t ，e t 等都不能表示为一个多项式 ，因此 B不是 C［ a ，b］的基 ．
显然｛１ ，t ，t２ ，… ，tn｝是 Pn ［ a ，b］的一个基 ，并称它为 Pn ［ a ，b］的自然

基 ．不难证明 ：集合
B ＝ ｛１ ，t － t０ ，（ t － t０）（ t － t１） ，… ，（ t － t０）（ t － t１） … （ t － tn － １）｝

也是 Pn［ a ，b］的一个基 ，其中 t０ ，t１ ，… ，tn － １是［ a ，b］上互不相同的任意 n 个
点 ．这说明一个线性空间的基不是惟一的 ．

定理 1 ．7 　若 X 是有限维线性空间 ，则 X 的每一个有限基所含元素的个
数相同 ．

证 　设 B ，S 是 X 的任意两个有限基 ，分别含有 n 个和 m 个元素 ．因为
B线性无关且 span B ＝ X ，于是所含元素个数多于 n 的每一个集合都是线性
相关的 ，而集合 S 线性无关 ，因此有 m ≤ n ．在以上证明中互换 S 与 B的位置
就有 n ≤ m ．所以 m ＝ n ．

定义 1 ．19 　若有限维线性空间 X 的基含有 n 个元素 ，则称正整数 n 是
X 的维数 ，记为 dim X ＝ n ，规定 dim｛０｝ ＝ ０ ．若 X 是无限维的 ，可记为 dim X ＝
＋ ∞ ．
例如 ，R n （ Cn ）是 n维的 ，Pn［ a ，b］是 n ＋ １维的 ．
例 1 ．23 　设

E１１ ＝
１ ０
０ ０

，　 E１２ ＝
０ １
０ ０

，　 E２１ ＝
０ ０
１ ０

，　 E２２ ＝
０ ０
０ １

，

则容易验证｛ E１１ ，E１２ ，E２１ ，E２２｝是 R２ × ２　 （ C２ × ２　 ）的一个基 ，并且 dim R２ × ２　 ＝ ４
（dim C２ × ２　 ＝ ４） ．

一般地 ，若以 Ei j表示第 i 行第 j 列元素为 １ ，其余元素均为 ０ 的 n 阶方
阵 ，则集合｛ Ei j ｜ i ， j ＝ １ ，２ ，… ，n｝是 R n × n　 （ C n × n　 ）的基 ，因此 dim R n × n　 ＝

n２（dim Cn × n　 ＝ n２） ．

三 、元素的坐标

设 X 是 n 维线性空间 ，B是 X 的一个基 ．若将基元素按某种次序排列为
e１ ，e２ ，… ，en ，则以有序 n 元组（ e１ ，e２ ，… ，en）记之 ，即基 B ＝ （ e１ ，e２ ，… ，en）
不仅表示 B由元素 e１ ，e２ ，… ，en 组成 ，而且基元还按从 e１ 到 en 的次序排列 ．
今后总假设基元的次序是排定了的 ．

定义 1 ．20 　设 X 是 K dim X ＝ n ．（ e１ ，e２ ，… ，en）
是 X 的一个基 ．橙 x ∈ X ，愁 ｜（ a１ ，a２ ，… ，an） T ∈ K n ，s ．t ．

x ＝ a１ e１ ＋ a２ e２ ＋ … ＋ an en ．
称有序 n 元数组（ a１ ，a２ ，… ，an） T 为元素 x 关于基（ e１ ，e２ ，… ，en）的坐标 ，或
在基（ e１ ，e２ ，… ，en）下的坐标 ，其中 ai（ i ＝ １ ，２ ，… ，n）称为 x 关于基（ e１ ，e２ ，
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… ，en）的第 i个坐标 ．

例如 ，R n （ Cn ）的任意元素（ ξ１ ，ξ２ ，… ，ξn） T 在标准基下的坐标就是它本
身 ．

由定义 ，一个元素在给定基下的坐标是惟一确定的 ；反之 ，在给定基（ e１ ，
e２ ，… ，en）下 ，对于任意给定的（ a１ ，a２ ，… ，an） T ∈ K n ，愁 ｜ x ＝ a１ e１ ＋ a２ e２ ＋

… ＋ anen ∈ X 与之对应 ．因此在给定基下 ，X 的元素与 K n 的元素是一一对应
的 ．但要注意 ，同一元素在不同基下的坐标 ，一般是不相同的 ．

例 1 ．24 　 P２［ a ，b］中的元素 p（ t） ＝ １ ＋ ３ t２ 在基（１ ，t ，t２ ）下的坐标为
（１ ，０ ，３） T ；易知（１ ，１ ＋ t ，１ ＋ t ＋ t２ ）也是 P２ ［ a ，b］的基 ，而它在基（１ ，１ ＋ t ，
１ ＋ t ＋ t２）下的坐标为（１ ，－ ３ ，３） T ．

数域 K n 维线性空间 X ，通过它的一个基 B 与线性空间 K n 的元素
之间建立了一一对应的关系 ，故有时将 x ∈ X 直接用它的坐标表示为

x ＝ B（ η１ ，η２ ，… ，ηn） T ，

或在不至于引起混淆的情况下 ，就表示为
x ＝ （ η１ ，η２ ，… ，ηn） T ．

不仅如此 ，X 与 K n 还有相同的线性结构 ．
例 1 ．25 　设 X 是 K n 维线性空间 ，（ e１ ，e２ ，… ，en）是 X 的一个基 ．

橙 x ，y ∈ X ，橙 λ ∈ K x ，y 在（ e１ ，e２ ，… ，en）下的坐标分别为（ ξ１ ，ξ２ ，… ，

ξn） T 和（ η１ ，η２ ，… ，ηn） T ，则 x ＋ y和 λx 在基（ e１ ，e２ ，… ，en）下的坐标分别为
（ ξ１ ＋ η１ ，ξ２ ＋ η２ ，… ，ξn ＋ ηn） T 和（ λξ１ ，λξ２ ，… ，λξn） T ．

证 　因为
x ＝ ξ１ e１ ＋ ξ２ e２ ＋ … ＋ ξnen ，y ＝ η１ e１ ＋ η２ e２ ＋ … ＋ ηn en ，

所以

x ＋ y ＝ （ ξ１ e１ ＋ ξ２ e２ ＋ … ＋ ξn en） ＋ （ η１ e１ ＋ η２ e２ ＋ … ＋ ηnen）
＝ （ ξ１ ＋ η１） e１ ＋ （ ξ２ ＋ η２） e２ ＋ … ＋ （ ξn ＋ ηn） en ，

λx ＝ λ（ ξ１ e１ ＋ ξ２ e２ ＋ … ＋ ξnen）
＝ （ λξ１ e１ ＋ λξ２ e２ ＋ … ＋ λξnen） ，

即 x ＋ y和 λx 在基（ e１ ，e２ ，… ，en）下的坐标分别为
（ ξ１ ＋ η１ ，ξ２ ＋ η２ ，… ，ξn ＋ ηn） T

和

（ λξ１ ，λξ２ ，… ，λξn） T ．

　 　数域 K n维线性空间 X 与线性空间 K n 之间的这种关系称为同构 ，
或称 X 与 K n 是线性同构的 ．

·１２·§ １ ．３ 　线性空间的基与维数



§ １ ．４ 　线性算子及其矩阵表示
一 、线性算子及其性质

　 　定义 1 ．21 　设 X 和 Y 都是数域 K T ：X → Y 满足
条件 ：

（１） T（ x１ ＋ x２） ＝ Tx１ ＋ Tx２ 　 　 （ 橙 x１ ，x２ ∈ X） ，
（２） T（ λx） ＝ λTx 　 （ 橙 λ ∈ K x ∈ X） ，

则称 T 是线性算子 ．
线性空间 X 到自身的线性算子 σ ，也称为 X 上的线性变换 ；线性空间 X

到数域 K f ，称为 X 上的线性泛函 ．
由定义立即可知 ，线性空间 X 上的恒等映射 I是一个线性变换 ．
例 1 ．26 　容易验证 ：线性空间 X 到 Y 的零算子

O ：x ０（ 橙 x ∈ X）
是线性算子 ．

例 1 ．27 　若 T ：R２ → R３ 的定义为 ：橙 x ＝ （ ξ１ ，ξ２） T ∈ R２ ，
Tx ＝ T［（ ξ１ ，ξ２） T］ ＝ （ ξ１ ，ξ１ － ξ２ ，ξ１ ＋ ξ２） T ，

则 T 是线性算子 ．
证 　 橙 x ＝ （ ξ１ ，ξ２） T ∈ R２ ，橙 y ＝ （ η１ ，η２） T ∈ R２ 及 橙 λ ∈ R

因为

T（ x ＋ y） ＝ T［（ ξ１ ＋ η１ ，ξ２ ＋ η２） T］

＝ （ ξ１ ＋ η１ ，ξ１ ＋ η１ － ξ２ － η２ ，ξ１ ＋ η１ ＋ ξ２ ＋ η２） T

＝ （ ξ１ ，ξ１ － ξ２ ，ξ１ ＋ ξ２） T ＋ （ η１ ，η１ － η２ ，η１ ＋ η２） T

＝ Tx ＋ Ty ，
T（ λx） ＝ T［（ λξ１ ，λξ２） T］ ＝ （ λξ１ ，λξ１ － λξ２ ，λξ１ ＋ λξ２） T

＝ λ（ ξ１ ，ξ１ － ξ２ ，ξ１ ＋ ξ２） T ＝ λTx ，
所以 T 是线性算子 ．

例 1 ．28 　线性空间 X 到 Y 的映射 T ：X → Y 是线性的充要条件为 橙 x１ ，
x２ ∈ X及 橙 λ ，μ ∈ K 都有

T（ λx１ ＋ μx２） ＝ λTx１ ＋ μTx２ ．
　 　证 　必要性 ．橙 x１ ，x２ ∈ X 及 橙 λ ，μ ∈ K T 是线性的 ，所以有

T（ λx１ ＋ μx２） ＝ T（ λx１） ＋ T（ μx２） ＝ λTx１ ＋ μTx２ ．
　 　充分性 ．在 T（ λx１ ＋ μx２） ＝ λTx１ ＋ μTx２ 中 ，取 λ ＝ μ ＝ １得

T（ x１ ＋ x２） ＝ Tx１ ＋ Tx２ ；
取 μ ＝ ０并记 x１ ＝ x 得
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T（ λx） ＝ λTx ．
　 　例 1 ．29 　证明 ：橙 f ∈ C［ a ，b］ ，由变上限定积分

（ T f）（ x） ＝∫
x

a
f（ t）d t 　 （ 橙 x ∈ ［ a ，b］）

定义的映射 T ：C［ a ，b］ → C［ a ，b］是线性算子 ．
证 　 橙 f ，g ∈ C［ a ，b］及 橙 λ ，μ ∈ R

［ T（ λf ＋ μg）］（ x） ＝∫
x

a
（ λf ＋ μg）（ t）d t ＝∫

x

a
［ λf（ t） ＋ μg（ t）］d t

＝ λ∫
x

a
f（ t）d t ＋ μ∫

x

a
g（ t）d t ＝ λ（ T f）（ x） ＋ μ（ Tg）（ x）

＝ ［ λT（ f） ＋ μT（ g）］（ x）

对任意的 x ∈ ［ a ，b］成立 ，所以
T（ λf ＋ μg） ＝ λT（ f） ＋ μT（ g） ，

即 T 是线性的 ．
例 1 ．30 　由矩阵 A ＝ ［ ai j］ ∈ Cm × n　 确定的映射 T ：Cn → Cm

为

Tx ＝ Ax ∈ Cm 　 （ 橙 x ＝ （ ξ１ ，ξ２ ，… ，ξn） T ∈ Cn ）
是线性算子 ．

证 　 橙 x ，y ∈ Cn 及 橙 λ ，μ ∈ C

T（ λx ＋ μy） ＝ A（ λx ＋ μy） ＝ λAx ＋ μAy ＝ λTx ＋ μTy ，

即 T ：Cn → Cm是线性的 ．
由定义容易推出线性算子的基本性质 ．
定理 1 ．8 　设 X 和 Y 都是 K T ：X → Y 是线性算子 ．
（１） T（０） ＝ ０ ，T（ － x） ＝ － T（ x）（ 橙 x ∈ X） ；

（２） T（ 钞
n

i ＝ １
λi x i） ＝ ∑

n

i ＝ １
λi T（ x i） ；

（３）若｛ x１ ，x２ ，… ，xn｝是 X 中的线性相关集 ，则

｛ T（ x１） ，T（ x２） ，… ，T（ xn）｝

是 Y 中的线性相关集 ，反之不真 ．
证 　
（１）在定义式中分别取 λ ＝ ０ ，λ ＝ － １即得 ．
（２）由例 １ ．２８及数学归纳法即可得证 ．
（３）因为｛ x１ ，x２ ，… ，xn｝线性相关 ，故存在一组不全为零的数 λ１ ，λ２ ，… ，

λn ∈ K 使得
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λ１ x１ ＋ λ２ x２ ＋ … ＋ λn xn ＝ ０ ，

于是得

T（ λ１ x１ ＋ λ２ x２ ＋ … ＋ λn xn） ＝ T（０） ＝ ０ ，
即

λ１ T（ x１） ＋ λ２ T（ x２） ＋ … ＋ λn T（ xn） ＝ ０ ，

所以｛ T（ x１） ，T（ x２） ，… ，T（ xn）｝在 Y 中线性相关 ．
反之不真 ，即线性算子可能将线性无关集映成线性相关集 ，见例 １ ．３１ ．
例 1 ．31 　 R３ 中的投影算子

P ：（ ξ１ ，ξ２ ，ξ３） T （ ξ１ ，ξ２） T ∈ R２

显然是线性的 ．集合｛ e１ ，e２ ，e３｝ 炒 R３ 线性无关 ，但

｛ P（ e１） ，P（ e２） ，P（ e３）｝ ＝ ｛（１ ，０） T ，（０ ，１） T ，（０ ，０） T｝ 炒 R２

却是线性相关的 ．
定理 1 ．9 　设 X 和 Y 是 K T ：X → Y 是线性算子 ，则 T

的零空间（或称为 T 的核）

N（ T） ＝ T － １（０） ＝ ｛ x ∈ X Tx ＝ ０｝ 　 （或记为 ker T）
和 T 的值域R（ T） ＝ T（ X）分别是 X 和 Y 的线性子空间 ．

证 　先证 N（ T）是 X 的线性子空间 ．
因为 ０ ∈ N（ T） ，故 N（ T）是 X 的非空子集 ．又因为 橙 x１ ，x２ ∈ N（ T）及

橙 λ ，μ ∈ K 有 Tx１ ＝ ０ ，Tx２ ＝ ０ ，从而有
T（ λx１ ＋ μx２） ＝ λTx１ ＋ μTx２ ＝ ０ ，

即 λx１ ＋ μx２ ∈ N（ T） ，所以 N（ T）是 X 的线性子空间 ．
再证R（ T） ＝ T（ X）是 Y 的线性子空间 ．
显然R（ T）是 Y 的非空子集 ，又 橙 y１ ，y２ ∈R（ T）及 橙 λ ，μ ∈ K

x１ ，x２ ∈ X ，使得 Tx１ ＝ y１ ，Tx２ ＝ y２ ，于是
λy１ ＋ μy２ ＝ λTx１ ＋ μTx２ ＝ T（ λx１ ＋ μx２） ∈ T（ X） ＝ R（ T） ，

所以R（ T）是 Y 的线性子空间 ．

倡二 、线性算子空间与线性算子的乘积

设 X ，Y 是同一数域 K X 到 Y 的全体线性算子的集合记
为L（ X ，Y） ．

橙 T ，S ∈L（ X ，Y）及 橙 λ ∈ K T ＋ S 为
（ T ＋ S）（ x） ＝ T（ x） ＋ S（ x） 　 （ 橙 x ∈ X） ；

定义 λT 为
（ λT）（ x） ＝ λT（ x） 　 （ 橙 x ∈ X） ．

　 　容易验证 ，L（ X ，Y）是数域 K 线性算子空间 ．其中零
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