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前 　 　 言

数学物理方法包括复变函数论 、特殊函数论和数学物理方程等内容 ，它是讨论

物理问题常用的数学方法 ，更是学习理论物理学和高新科学技术的重要基础 ．
普通物理学可以说是一门 “归纳的学科” ，它的数学工具是高等数学 ．例如 ，

在电磁学中 ，人们通过电磁现象和实验事实 ，总结出实验定律 ． 在这个过程中 ，
使用高等数学就足够了 ．理论物理学是一门“演绎的学科” ．例如 ，在电动力学中 ，
将经典电动力学的三个基本定律（电荷守恒定律 、麦克斯韦方程组 、洛伦兹力公

式）用于研究静电场与静磁场 ，研究电磁波的传播与电磁波的辐射 ，研究电磁场

与物质的相互作用 ，等等 ．在这个过程中 ，高等数学就无能为力了 ，必须运用数学

物理方法 ．
随着科学技术的发展 ，从物理学 、宇宙学 、量子化学 、生物物理 … … 到材料科

学 ；从以智能计算机 、网络为主导的信息技术 ，以超导材料 、纳米材料为标志的新材

料技术 ，以核能 、太阳能为代表的新能源技术 ，以基因工程 、蛋白质工程为标志的生

物技术 ，… … 到海洋技术和空间技术 ，无不以数学物理方法为其重要工具 ．
本书的宗旨是希望能给初学者提供一本深入浅出 、学以致用的入门书 ．为此 ，

我们作了如下几个方面的努力 ：
１ 本书内容与理论体系

第一篇 ：复变函数导论 ．在介绍了复变函数的基本概念之后 ，着重讨论解析函

数的微分性质 、积分性质 、幂级数展开性质 ，以及建立在复变函数积分理论和级数

理论基础上的留数理论 ．最后 ，介绍解析延拓和多值函数的一些基本概念 ．
　 　 第二篇 ：特殊函数与狄拉克 δ 函数 ．特殊函数（主要介绍勒让德函数和贝塞尔

函数）作为分离变量法的数学工具 ，我们把它放在数学物理方程的前面 ．这样 ，可以

使正交曲线坐标系中分离变量法的叙述更加流畅 ，并通过与直角坐标系中分离变

量法的横向对比 ，更加鲜明地显示出它们在方法上的共同特征 ．狄拉克 δ 函数是描

述点源的重要数学工具 ，作为预备知识也放在数学物理方程的前面 ．
　 　 第三篇 ：数学物理方程 ．本篇将采用行波法 、平均值法 、分离变量法 、积分变换

法 、格林函数法 、保角变换法和变分法求解数学物理方程 ．
　 　 第四篇 ：数学物理方法的若干新兴分支 ．本篇用非常浅显的语言介绍了近年来

备受关注的“典型非线性方程的孤立波解” 、“ Z变换”和“小波变换”这三个专题 ．
　 　 ２ ．学习理论与演练习题的关系

学好数学物理方法的基本概念 、基本定理 、基本方法 ，是应用这些方法解决物



理问题的基础 ．我们努力以清晰的思路为引导 ，以流畅的语言为载体 ，通过实例形

象地介绍基本概念 ，努力突出定理证明的中心环节 ，时时疏理数学思想的来龙去

脉 ，处处展现不同方法的横向对比 ，认真总结典型题目的解题步骤以求举一反三 ，
努力编纂物理上富有价值的题目以利触类旁通 ．当然 ，要把数学物理方法真正学到

手 ，还必须动手计算大量的题目 ．为此 ，我们配备了数百道例题和习题 ，书末附有

习题的答案和部分习题的提示 ．如能正确使用它（自己先做题 ，之后再对照） ，相信

对学生独立工作能力的培养和严谨科学作风的形成 ，将会发挥积极的作用 ．
　 　 ３ ．本书没有代替读者作“章节小结”的训练

自己动手作小结对初学者是非常重要的一环 ．著名数学家华罗庚先生曾说过 ：
“应该怎样学会读书呢 ？”“在对书中每一个问题都经过细嚼慢咽 ，真正懂得之后 ，

就需要进一步把全书各部分内容串连起来理解 ，加以融会贯通 ，从而弄清楚什么是书

中的主要问题 ，以及各个问题之间的关联 ．这样我们就能抓住统帅全书的基本线索 ，
贯串全书的精神实质 ．我常常把这种读书过程 ，叫作‘从厚到薄’的过程 ． … … 愈是懂

得透彻 ，就愈有薄的感觉 ．这是每个科学家都要经历的过程 ．”
——— 华罗庚枟学 · 思 · 锲而不舍枠

　 　 ４ ．本书中标有  号的章节可以留到以后结合后续课程进行学习

　 　 本书第一版出版后 ，作者连续在华中师范大学物理系基地班讲授了 ６ 届（１９９６ ～
２００１ 级） ．第三版将第二版的两篇改为四篇 ，大部分章节都作了全面的修改和补

充 ．
　 　 本书的顺利出版 ，得到科学出版社高等教育分社领导和昌盛编辑的大力支持 ，
贾杨和贾瑞娜编辑精益求精的敬业精神 ，使本书大为增色 ，在此表示衷心的感谢 ．
本书还得到华中师范大学物理科学与技术学院 、物理系领导的关心和支持 ，在此表

示深切的谢意 ．初稿完成后 ，华中师范大学理论物理研究生郑华 、王美娟 、辜姣 ，
２００４ 级基地班李润泽 、毛施君 、雷洁梅 、陶仕银同学在繁忙学习之余 ，对打印稿进

行了认真细致的校正 ，并提出了建设性的意见 ，在此表示诚挚的感谢 ．在这里 ，还要

感谢李芳电脑培训班的沈惠同学 ，她一丝不苟的工作作风 ，保证了本书的排版质

量 ．
　 　 在本书的使用过程中 ，得到华中师范大学和兄弟院校数学物理方法课的各位

任课老师的热情支持 ，在此表示诚挚的感谢 ！
　 　 在本书即将出版之际 ，我要特别感谢兰州大学物理系汪志诚教授 ，南京大学天

文系汪珍如教授和中国科学院院士 、南京大学天文系曲钦岳教授多年来对我的关

心和鼓励 ．感谢作者早年在中山大学求学时的同窗好友朱鹤龄先生的鼎力相助 ．
　 　 由于作者水平所限 ，加之时间仓促 ，谬误之处在所难免 ，恳请读者批评指正 ．

汪德新

２００６ 年 １ 月 ２８ 日于武昌桂子山

　 · ii · 前 　 　 言
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第一篇 　 复变函数导论

自变量为复数的函数称为复变函数 ．
本篇讨论复变函数论的基本概念 、基本定理和基本方法 ，以及若干实际运用 ．

解析函数是本篇研究的重点 ．
第 １ 章介绍复变函数的微分理论 ．着重讨论解析函数的微分性质及其应用 ．
第 ２ 章介绍复变函数的积分理论 ．着重讨论解析函数的积分性质及其应用 ．
第 ３ 章介绍复变函数的级数理论 ．着重讨论解析函数与泰勒（ Taylor）级数 、洛

朗（Laurent）级数的关系及其应用 ．
第 ４ 章介绍留数理论 ，它是复变函数积分理论与级数理论相结合的产物 ．本章

利用留数定理进行实变积分计算 ，整数与半整数级数和的计算 ．
第 ５ 章介绍解析延拓与多值函数的一些基本概念 ．着重讨论扩大解析函数的

定义域 ，以及将多值函数转化为黎曼（Riemann）面上的单值解析函数的问题 ．
复变函数导论是本书其后三篇的基础 ．



第 1 章 　 复变函数与解析函数

本章首先介绍复数与复变函数的基本概念 ．在此基础上 ，着重讨论解析函数的

定义 、充要条件 ，解析函数的共轭性 、调和性和保角性 ，以及常用的解析函数的性

质 ．
解析函数是本篇各章研究的主要对象 ．

１１ 　 复 　 　 数

本节讨论复数的基本概念 ，复数的几何表示法 ，复数的代数运算和复数序列的

极限 ．

111 　 复数的基本概念

代数方程 z２ ＋ １ ＝ ０ 的根为 z ＝ ± － １ ．１７７７ 年瑞士著名数学家和物理学家欧

拉（Euler）首次采用记号

i ＝ － １ （１１１）
并将 i 称为虚数单位 ．

形如 z ＝ x ＋ i y 的数称为复数 ．实数 x 与 y 分别称为复数 z 的实部与虚部 ，
记作

x ＝ Re z ，　 　 y ＝ Im z （１１２）
　 　 若两复数的实部与虚部分别相等 ：x１ ＝ x２ ，y１ ＝ y２ ，则称这两复数相等

z１ ＝ z２ （１１３）
　 　 若两复数的实部相等 ，虚部差一负号时 ，则称两复数互为共轭复数 ．z ＝ x ＋ i y
的共轭复数为

z  ＝ （ x ＋ i y）  ＝ x － i y （１１４）

112 　 复数的几何表示法

复数可以用平面上的点或球面上的点来表示 ，分别称为复数的平面表示法和

球面表示法 ．

１ 用复平面表示复数

如果在平面中引入笛卡儿直角坐标或平面极坐标 ，可以得到复数的代数表示 、



三角表示和指数表示 ．

图 １ １

（１） 代数表示 ．在平面中引入直角坐标系 ，则复数

z ＝ x ＋ i y可以用平面上的点（ x ，y）表示 ．该平面上每

一个点与一个复数对应 ，反之亦然 ．这样 ，所有复数与

平面上所有的点建立了一一对应关系 ，平面 xOy 称为

复数平面（简称复平面） ，如图 １ １ 所示 ．
每一个复数还可以用一个矢量来表示 ．矢量由坐

标原点 O（０ ，０）指向点 P（ x ，y） ，OP


称为复矢量 ．
（２） 三角表示 ．在复数平面中引入平面极坐标系 ，

则复平面上的点（ x ，y）可用极坐标表示为

x ＝ ρcos φ ，　 　 y ＝ ρsin φ （１１５）
　 　 利用直角坐标与极坐标的变换 ，可将复数的代数表示变换为三角表示

z ＝ x ＋ i y ＝ ρ（cosφ ＋ isin φ） （１１６）
　 　 ρ和 φ分别称为复数的模与辐角 ，记作

ρ ＝ | z | ＝ x２ ＋ y２ ，　 　 φ ＝ Arg z （１１７）
　 　 可以用反正切函数表示复数的辐角（参看习题 １１１） ．由于三角函数的周期

性 ，使得复数的辐角不是唯一的 ，即
Arg z ＝ φ０ ± ２ kπ ＝ arg z ± ２ kπ ，　 　 k ＝ ０ ，１ ，２ ，… （１１８）

式中 φ０ ＝ arg z 称为辐角的主值 ．上述性质称为辐角的多值性 ．辐角主值取值的范

围是

０ ≤ arg z ＜ ２π （１１９）
　 　 当复数 z ＝ ０ 时 ，arg z 没有确定值 ，说“ z ＝ ０ 的辐角等于多少”是没有意义的 ．

（３）指数表示 ．复数的指数表示为

z ＝ ρei φ （１ １１０）
　 　 利用欧拉公式 ei φ ＝ cos φ ＋ isinφ 可以将复数的三角表示变换为指数表示 ①

z ＝ ρ（cosφ ＋ isin φ） ＝ ρei φ （１ １１１）

２ 用复数球面表示复数 　 无穷远点

首先 ，过复平面的原点 O 作一个球面与复平面相切 ，如图 １ ２ 所示 ．过原点 O

·４· 第 １ 章 　 复变函数与解析函数

① 复变函数的泰勒级数在 ３ ３ 节讨论 ，届时可导出欧拉公式  当然 ，如果将实变函数的泰勒级数推广到复

数 ，也可以得到欧拉公式

　 ei φ ＝ １ ＋
i φ
１ ！

＋
iφ ２

２ ！
＋

i φ ３

３ ！
＋ … ＝ １ －

φ２

２ ！
＋

φ４

４ ！
－ … ＋ i φ

１ ！
－

φ３

３ ！
＋

φ５

５ ！
－ …

＝ cos φ ＋ isin φ



图 １ ２

的直径的另一端称为北极 N ．然后 ，作射线 NP
交球面于 P′点 ．这样 ，球面上所有的点 （除北极

点 N 以外）均与复平面上所有的点一一对应 ，也
与全体复数一一对应 ．因此 ，可以用球面上的点

来表示复数 ．并把这球面称为复数球面（简称复

球面） ．
由图 １２ 可见 ，复平面上圆 L 上的点与复

球面纬线 L′上的点对应 ，圆 L 内部和外部的点

分别与纬线 L′下方和上方的点对应 ．当复平面

上圆 L 的半径 ρ → ∞ 时 ，复球面上的纬线 L′趋
向球顶并缩成一点 N ．这样 ，复平面的无穷远处与复数球的北极点 N 对应 ．在这个

意义上 ，把复平面的无限远处看成一个“点” ，称为无穷远点 ．

113 　 复数的代数运算

（１） 加法 ．复数 z１ 与 z２ 的和定义为

z ＝ z１ ＋ z２ ＝ （ x１ ＋ x２ ） ＋ i（ y１ ＋ y２ ） （１１１２）
　 　 几何意义 ：两复矢量之和遵守平行四边形法则 ，如图 １ ３ 所示 ．

图 １ ３

利用“三角形两边长度之和不小于第三边” ，以
及“三角形一边之长度不小于另两边长度之差”可
得两个重要不等式

z１ ＋ z２ ≥ z１ ＋ z２ （１ １１３）

z１ － z２ ≥ | z１ | － | z２ | （１１１４）
　 　 式（１１１３）还可推广为 ：多个复矢量的模之和

不小于多个复矢量之和的模 ．这些不等式在导出复

变函数积分的基本性质时要用到（见 ２１ 节） ．
（２） 减法 ．复数的减法定义为加法的逆运算 ．如果 z ＋ z２ ＝ z１ ，则

z ＝ z１ － z２ ＝ （ x１ － x２ ） ＋ i（ y１ － y２ ） （１１１５）
　 　 （３） 乘法 ．复数 z１ 与 z２ 的乘积定义为

z ＝ z１ z２ ＝ （ x１ ＋ i y１ ）（ x２ ＋ i y２ ） ＝ （ x１ x２ － y１ y２ ） ＋ i（ x１ y２ ＋ y１ x２ ）

（１１１６）
　 　 复数乘法采用指数形式更方便 ，即

z ＝ z１ z２ ＝ ρ１ eiφ
１ ρ２ ei φ

２ ＝ ρ１ ρ２ ei（ φ
１
＋ φ

２
） （１ １１７）

　 　 特别是 ，两共轭复数的乘积等于它们的模的平方（简称模方）
zz  ＝ （ x ＋ i y）（ x － i y） ＝ x２ ＋ y２ ＝ | z | ２ （１ １１８）

　 　 （４） 乘方 ．复数的乘方可由乘法规则得到 ，复数 z 的整数次幂为

·５·１ １ 　 复 　 　 数



zn ＝ （ρei φ ） n ＝ ρ n ein φ （１ １１９）
　 　 （５） 除法 ．复数的除法是乘法的逆运算 ．如果 z z２ ＝ z１ ，则

z ＝
z１
z２

＝
x１ ＋ i y１

x２ ＋ i y２

＝
x１ ＋ i y１ x２ － i y２

x２ ＋ i y２ x２ － i y２

＝
x１ x２ ＋ y１ y２

x２
２ ＋ y２

２

＋ i x２ y１ － x１ y２
x２
２ ＋ y２

２

（１ １２０）
　 　 同样 ，复数的除法采用指数式较方便 ，即

z ＝
z１
z２

＝
ρ１ eiφ

１

ρ２ eiφ
２

＝
ρ１

ρ２

ei（ φ
１

－ φ
２
） （１ １２１）

　 　 （６） 开方 ．复数的开方是乘方的逆运算 ，如果 wn ＝ z ，则

w ＝
n
z （１１２２）

令
w ＝ ρei φ ，　 　 z ＝ reiθ （１ １２３）

代入 wn ＝ z ，得 ρ n ei n φ ＝ reiθ ，由此得

ρ n ＝ r ，　 nφ － θ ＝ ２ kπ ，　 　 k ＝ ０ ，１ ，… ，n － １ （１１２４）
即

w ＝
n
z ＝

n
rei θ

n ＋
２ kπ
n ，　 　 k ＝ ０ ，１ ，… ，n － １ （１１２５）

易见 ，当 k ＝ ０ ，１ ，… ，n － １ 时 ，式（１１２５）给出 n 个不同的根 ．这表明 ，辐角的多值

性是复数开方有多个根的根源 ．
多值函数将在第 ５ 章讨论 ，如无特别声明 ，第 ２ ～ ４ 章的复变函数均为单值函

数 ．
【例 111】 　 试证明棣莫弗（De M oivre）公式

（cosφ ＋ isinφ） n ＝ cosnφ ＋ isinnφ （１１２６）
并用 cos φ及 sinφ表示 cosnφ及 sinnφ ．

证明 　 对于｜ z｜ ＝ ρ ＝ １ 的复数 z ，由 zn 的三角表示与指数表示相等 ，便有

（cos φ ＋ isinφ） n ＝ ein φ （１ １２７）
将欧拉公式 ei n φ ＝ cos nφ ＋ isinnφ代入上式 ，即得棣莫弗公式 ．

利用牛顿（Newt on）二项式定理展开棣莫弗公式左边 ，便有

cos nφ ＋ is innφ ＝ （cosφ ＋ isin φ） n ＝ ∑
n

k ＝ ０
Ck

n i k sink φ cosn － k φ

＝ ∑
n

k ＝ ０

ik n ！
k ！ n － k ！

sin k φ cosn － k φ （１１２８）

由于求和式中 k ＝ ２ l的项为实数 ，k ＝ ２ l ＋ １ 的项为虚数 ，根据上式两边的实部与虚

部分别相等 ，即得

cosnφ ＝ ∑
n
２

l ＝ ０

－ １ l n ！
２ l ！ n － ２ l ！

sin２ l φ cosn － ２ l φ （１１２９）

·６· 第 １ 章 　 复变函数与解析函数



sinnφ ＝ ∑
n
２

l ＝ ０

－ １ l n ！
２ l ＋ １ ！ n － ２ l － １ ！

sin２ l＋ １ φcosn － ２ l － １ φ （１１３０）

式中记号

n
２

＝

n
２

，　 　 　 　 当 n 为偶数

n － １
２

，　 　 　 当 n 为奇数

（１１３１）

这个记号常用来简化公式的表达 ，６１ 节将利用它来表示勒让德多项式 ．

【例 112】 　 求 w ＝
３ i的值 ．

解 　 将 i ＝ ei π
２

＋ ２ kπ 代入 ，得

w ＝
３ i ＝ ei １

３
π
２

＋ ２ k π ，　 　 k ＝ ０ ，１ ，２ （１１３２）

这表明 ，
３ i有三个不同的根

w０ ＝ ei π
６ ，　 　 w１ ＝ ei ５

６
π ，　 　 w２ ＝ ei ３

２
π （１ １３３）

114 　 复数序列的极限

１ 复数序列

　 　 按一定顺序排列的复数 zn ＝ xn ＋ i yn ，n ＝ １ ，２ ，… ，称为复数序列 ，记作｛ zn ｝ ．一

个复数序列等价于两个实数序列｛ xn｝和｛ yn ｝的有序组合 ．

２ 聚点与极限

（１） 聚点 ．任给 ε＞ ０ ，存在无穷多个 zn 满足

| zn － z | ＜ ε （１１３４）
则称 z 为复数序列｛ zn ｝的一个聚点 ．

（２） 极限 ．任给 ε＞ ０ ，存在 N（ε） ＞ ０ ，使当 n ＞ N（ε）时 ，有
| zn － z | ＜ ε （１１３５）

则称 z 为复数序列｛ zn ｝的极限 ，或称复数序列收敛于 z ．记作

lim
n → ∞

zn ＝ z （１１３６）

　 　 （３） 有的序列可以有多个聚点 ，当序列的极限存在时 ，序列的极限是序列的唯

一聚点 ．
例如 ，实数序列｛ xn ｝

１
３

，－ ２
４

，３
５

，－ ４
６

，５
７

，－ ６
８

，… （１１３７）

就有两个聚点 ．

·７·１ １ 　 复 　 　 数



在实数序列｛ xn｝中 ，数值最大的聚点称为｛ xn｝的上极限 ，记作 lim
n → ∞

xn ；数值最小

的聚点称为｛ xn｝的下极限 ，记作 lim
n → ∞

xn ，对于序列（１１３７） ，有

lim
n → ∞

xn ＝ １ ，　 　 lim
n → ∞

xn ＝ － １ （１１３８）

上极限与下极限的概念在计算级数收敛半径时要用到（见 ３２ 节） ．

３ 复数序列极限存在的充要条件 ——— 柯西判别法

任给 ε＞ ０ ，存在自然数 N（ε） ，当 n＞ N（ε）时 ，对任意正整数 p ，有
| zn ＋ p － zn | ＜ ε （１１３９）

则｛ zn ｝的极限存在 ，定理的证明见习题 １ １ ７ ．

４ 极限趋于无穷

任给 M ＞ ０ ，存在自然数 N（ε） ，使当 n ＞ N（ε）时 ，有
| z n | ＞ M （１１４０）

则｛ zn ｝趋于无穷 ，记作

lim
n → ∞

zn ＝ ∞ （１１４１）

习 　 题 　 11

１ １ １ 　 已知反正切的主值范围为

－ π
２

＜ arctan y
x ＜ π

２

试用 arctan y
x 表示辐角的主值 arg z ．

１ １ ２ 　 试写出下列复数的三角表示及指数表示 ．

（１） e１ ＋ i ；　 　 　 　 （２） １ － i ３ ；　 　 　 　 （３） １ － cosα ＋ isinα ，０ ≤ α≤ π ；

（４） （ ３ ＋ i） － ３ ； （５）
２i

－ １ ＋ i ．

１ １ ３ 　 设｜ b｜ ＜ １ ，｜ a｜ ＝ １ ，试证明
a － b

１ － a b ＝ １

１ １ ４ 　 设复数 z１ ，z２ ，z３ 满足
z２ － z１
z３ － z１

＝
z１ － z３
z２ － z３

，试证

| z２ － z１ | ＝ | z３ － z１ | ＝ | z２ － z３ |
　 　 １ １ ５ 　 试证明式（１ １ １３）和式（１ １ １４） ．

１ １ ６ 　 试证明

∑
n

k ＝ １
cos kφ ＝

sin n ＋ １
２

φ － sin φ
２

２sin φ
２

；　 　 ∑
n

k ＝ １
sin kφ ＝

－ cos n ＋ １
２

φ ＋ cos φ
２

２ sin φ
２
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　 　 １ １ ７ 　 试利用实数序列极限存在的柯西判别法 ，证明复数序列极限存在的柯西判别法 ．

１ １ ８ 　 试用 εN 的语言证明序列
１ ＋ i
２

n

的极限为零 ．

１ １ ９ 　 求下列序列的聚点和极限 ．

（１） zn ＝
３ ＋ ４i
６

n

；　 　 　 　 　 　 （２） zn ＝ （ － １）n n
２ n ＋ １ ；

（３） zn ＝
in － １

n ； （４） zn ＝ － １ n １
２ n ＋ １

；

（５） zn ＝ in － １ ； （６） zn ＝ n ＋ （ － １） n（２ n ＋ １）i ；
（７） zn ＝ １ ＋

i
n sin nπ

６
； （８） zn ＝ １ ＋

１
２ n cos nπ

３
．

１２ 　 复变函数 　 复变函数的极限与连续

本节介绍区域的概念 ，复变函数的定义及其几何意义 ，复变函数的极限与连

续 ．

121 　 区域

如果将函数的概念由实数域推广到复数域 ，那么自变量取值的范围就是复平

图 １ ４

面上的区域（称为定义域） ，如图 １４ 所示 ，开区域

D 是指边界线 L 所包围的区域（不含边界线 L） ．
如果要给区域作出严格的定义 ，则要介绍有关

点集（点的集合）的一些基本概念 ．
（１） 点 z０ 的 ε邻域 ．它是指以点 z０ 为圆心 ，任

意小的正实数 ε为半径的一个开圆 ，即满足

| z － z０ | ＜ ε （１２１）
的点的集合 ．

今后还经常会用到“点 z０ 的无心邻域”的概念（见第 ３ 章） ．它是指满足

０ ＜ | z － z０ | ＜ ε （１２２）
的点的集合 ，与前者的区别就是不包含点 z０ ．

（２） 点集 D 的内点 ．若某点的 ε邻域中所有的点都属于点集 D ，则此点称为点

集 D 的内点 ，如图 １４ 中的 a 点 ．
（３） 区域 ．满足如下两个条件的点集 D 称为区域（开区域） ：
① 每一点都是内点（开集性） ；
② 点集 D 中的任意两点都可以用一条由该点集 D 的点构成的曲线连接起来

（连通性） ．
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区域 D 通常用不等式表示 ，例如

| z | ＜ R （１２３）

图 １ ５

表示以 O 为圆心 ，R 为半径的开圆 ，如图 １５ 所示 ．
（４） 边界点 ．若某点不属于 D ，但其 ε邻域中含有

属于 D 的点 ，则该点称为 D 的边界点 ，在图 １４ 的 b
点就是区域 D 的边界点（注意 ，b点不属于 D） ．

边界点的全体就构成边界 L ；在图 １ ５ 中 ，｜ z｜ ＝
R就是区域 D 的边界线 ．

（５） 闭区域 ．开区域 D 加上边界 L 称为闭区域

珡D ，记作

D ＝ D ＋ L （１２４）
　 　 例如 ，开圆｜ z｜ ＜ R 加上边界线｜ z｜ ＝ R 就构成闭

圆｜ z｜ ≤ R ．
通常还把不包括无穷远点的平面叫作全平面 ，把包括无穷远点的整个平面称

为闭平面 ．
（６） 单通区域与复通区域 ．
图 １ ６（a） ，（b） ，（c）给出的三个区域都具有连通性 ：区域内的任意两点均可用

一根在区域内的曲线把它们连接 ．但是 ，它们的边界分别由一根 、两根和三根不相

连接的闭合曲线构成（图中的斜线部分不属于 D） ．

图 １ ６

图 １ ７

区域不相连接的边界数目称为连通阶数 ，n ＝ １
的区域称单通区域 ，n ＞ １ 的区域称复通区域 ．两者的

本质区别是 ：区域中任一闭合曲线能否连续变形而缩

成一点 ．“连续变形”是指曲线变形时不跨越不属于 D
的（标有斜线的）区域 ．

以后常常要将在单通区域成立的定理推广到复

通区域 ，这只要通过作割线（见图 １ ７ 中的割线 L″）将
复通区域割开 ，变成单通区域即可 ．

【例 121】 　 在复平面上画出下述区域 ，并指出区域的连通性 ：
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（１） １ ＜ | z ＋ i | ＜ ３ （１２５）

（２） ０ ＜ arg z － i
z ＋ i ＜

π
４

（１２６）

　 　 解 　 （１） 首先把模的不等式变为关于 x ，y 的不等式 ．将

| z ＋ i | ＝ | x ＋ i（ y ＋ １） | ＝ x２ ＋ （ y ＋ １）２

代入式（１２５）后平方 ，可得

１ ＜ x２ ＋ （ y ＋ １）２ ＜ ３２ （１２７）

图 １ ８

可见区域为圆环 ，如图 １８ 所示 ．圆环的内 、外边

界分别为

x２ ＋ （ y ＋ １）２ ＝ １２ （１２８）

x２ ＋ （ y ＋ １）２ ＝ ３２ （１２９）
区域有两条不相连接的边界线 ，是复通区域 ．

（２） 首先把辐角不等式变为关于 x ，y 的不等

式 ．令

w ＝ z － i
z ＋ i ＝ x ＋ i y － １

x ＋ i y ＋ １
　 　 　 　 　 　

＝ x２ ＋ y２ － １
x２ ＋ y ＋ １ ２ － i ２ x

x２ ＋ y ＋ １ ２

（１ ２ １０）

原先的式（１２６）相当于 ０ ＜ arg w ＜
π
４

，如图 １９（a）所示 ，易见在 w 平面中

u ＝
x２ ＋ y２ － １

x２ ＋ y ＋ １ ２ ，　 　 　 v ＝ －
２ x

x２ ＋ y ＋ １ ２ （１２１１）

图 １ ９

　 　 图 １ ９ 的区域（以灰色作标记）在 w 平面和 z 平面分别由下面三个方程界定 ：
u ＞ ０ ，　 　 即 　 　 x２ ＋ y２ ＞ １ 　 　 　 　 　 （小圆外） （１２１２）
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v ＞ ０ ，　 　 即 　 　 x ＜ ０ 　 　 　 　 　 　 　 　 （左半平面） （１２１３）

u ＞ v ，　 　 即 　 　 （ x ＋ １）２ ＋ y２ ＞ （ ２）２ 　 （大圆外） （１２１４）
　 　 区域为图 １ ９（b）中的灰色区 ，是单通区域 ．

122 　 复变函数的定义及几何意义

如果区域 D 内的每一个 z 值 ，均有一个或多个 w 值与之对应 ，则 w 称为 z 的

函数 ，记作

w ＝ f（ z） （１２１５）
　 　 如果令

w ＝ u ＋ i v （１２１６）
并将 z ＝ x ＋ i y 代入 ，则有

w ＝ f（ z） ＝ u（ x ，y） ＋ i v（ x ，y） （１２１７）
这表明 ，复变函数其实是两个二元实变函数的有序组合 ．因此 ，复变函数的许多性

质（当然不是全部）都是实变函数相应性质的直接推广 ．
如果一个 z 值对应一个 w 值 ，则 w ＝ f（ z）称为单值函数 ，否则称为多值函数 ．

本书主要讨论单值函数 ，后者仅于 １４ 节 ，５２ 节及 ６４ 节涉及 ．
自变量 z 取值的区域称为复变函数的定义域（位于 z 平面） ，函数 w ＝ f （ z）取

值的区域称为复变函数的值域（位于 w 平面） ．当 z 在 z 平面上沿某一曲线 L 变动

时 ，与它相应的 w 将在 w 平面沿另一曲线 L′变动 ．曲线 L 与 L′上的点根据 w ＝ f（ z）
的关系一一对应 ．这种对应关系称为由 z 平面到 w 平面的一个映射 ，这就是复变

函数的几何意义 ．

【例 122】 　 已知 w ＝ f（ z） ＝
１
z ，问曲线｜ z － a｜ ＝ ｜ a｜（a 为复数 ，图 １ １０）被

映射为怎样的图形 ？

图 １ １０

解 　 首先由 z 满足｜ z － a｜ ＝ ｜ a｜ ，求 w 满足的方程 ．将上式两边平方 ，得
（ z － a）（ z  － a  ） ＝ | a | ２ 　 （１２１８）

将 w ＝
１
z 代入 ，便有

１
w

－ a １
w  － a  ＝ | a | ２ 　 （１２１９）

两边乘 w w  ，整理后可得

aw ＋ a w  ＝ １ （１２２０）
即

２Re（aw） ＝ １ （１２２１）
　 　 其次 ，只要找到 u ， v 遵守的方程 ，便可知
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｜ z － a｜ ＝ ｜ a｜被映射为怎样的图形 ．将
w ＝ u ＋ i v ，　 　 a ＝ | a | （cosφ a ＋ isin φ a） （１２２２）

代入式（１２２１） ，便有

１ ＝ ２Re（aw） ＝ ２ | a | （ucos φ a － vsinφ a） （１２２３）
即

ucos φ a － vsinφ a ＝
１

２ | a |
（１２２４）

这是直线方程  这表明 ，题设曲线经 w ＝ f（ z） ＝
１
z
映射到 w 平面是一直线 ．

123 　 复变函数的极限

１ 函数极限的定义

　 　 设 w ＝ f（ z）是在 z０ 点的无心邻域中定义的单值函数 ．若任给实数 ε＞ ０ ，存在

实数 δ＞ ０ ，使当 ０ ＜ ｜ z － z０ ｜ ＜ δ时 ，有
| f（ z） － w０ | ＜ ε （１２２５）

则称 z → z０ 时 f（ z）的极限为 w０ ，记作

lim
z → z

０

f（ z） ＝ w０ （１ ２２６）

由定义可见 ，极限值 w０ 是与 z → z０ 的方式无关的 ．换句话说 ，当 z 以不同方式趋于

z０ ，如果 f（ z）的取值不同 ，则其极限不存在 ．
由于 w ＝ f（ z） ＝ u（ x ，y） ＋ i v（ x ，y） ，因此复变函数中极限的定义可以归结为

实变二元函数极限的定义 ，并且复变函数极限的性质就是实变函数极限性质的自

然推广 ．

２ 函数极限的性质

若lim
z → z

０

f（ z）和 lim
z → z

０

g（ z）存在 ，则

lim
z → z

０

f ± g ＝ lim
z → z

０

f ± lim
z → z

０

g （１２２７）

lim
z → z

０

f g ＝ lim
z → z

０

f · lim
z → z

０

g （１２２８）

lim
z → z

０

f
g

＝ lim
z → z

０

f lim
z → z

０

g 　 　 当lim
z → z

０

g ≠ ０ （１２２９）

124 　 复变函数的连续

１ 连续函数的定义

　 　 设 w ＝ f（ z）是在 z０ 点邻域中定义的函数 ．若任给实数 ε＞ ０ ，存在实数 δ＞ ０ ，
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使当｜ z － z０ ｜ ＜ δ时 ，有
| f（ z） － f（ z０ ） | ＜ ε （１２３０）

则称函数 w ＝ f（ z）在 z０ 处连续 ．
在极限的定义中 ，只要求在 z０ 点的无心邻域 ０ ＜ ｜ z － z０ ｜ ＜ δ中｜ f（ z） － w０ ｜ ＜ ε ，

w０ 可以不等于 f（ z０ ） ；在连续的定义中要求在 z０ 点的邻域｜ f（ z） － f（ z０ ）｜ ＜ ε．
f（ z）是 x ，y 的函数 ，因而 w ＝ u＋ i v 也是 x ，y 的函数 ， f（ z）在 z０ ＝ x０ ＋ i y０ 连

续与 u（ x ，y） 、v（ x ，y）在（ x０ ，y０ ）连续是等价的 ．
如果 w ＝ f（ z）在 D 内每一点连续 ，则称函数在 D 内连续 ．

２ 连续函数的性质

在实变函数中有关连续函数的性质 ，可以自然地推广到复变函数中来 ．
首先 ，如果 f（ z）在 珡D 上连续 ，则 f（ z）在 珡D 上一致连续 ．即任给实数 ε＞ ０ ，存在

实数 δ＞ ０ ，使 珡D 上任何两点 z′和 z″满足｜ z′ － z″｜ ＜ δ时 ，必有

| f（ z′） － f（ z″） | ＜ ε （１２３１）
　 　 在连续的定义中 ，只要求 f（ z）在 z０ 点的邻域中有定义 ，并且 z０ 是定点 ，z 为
动点 ；在一致连续的定义中 ，要求 f（ z）闭区域 珡D 上连续 ，且 z′及 z″为 珡D 上的两动

点 ．
类似地 ，连续函数的和 、差 、积 、商（在分母不为零的点）仍为连续函数 ，连续函

数的复合函数仍为连续函数 ．
以上性质的证明 ，可参看实变函数相应性质的证明 ．

习 　 题 　 12

１ ２ １ 　 试在复平面上画出下述点集的位置 ．

（１） Re z２ ＞ ０ ；　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２） ０ ＜ arg z － １ ＜
π
４

；

（３） ｜ z － １｜ ≤ ｜ z ＋ １｜ ； （４） ｜ z｜ ＜ １ － Re z ．
１ ２ ２ 　 已知 w ＝

１
z ，问直线 Re z ＝ C（实数）被映射为怎样的图形 ？ 已知 C ≠ ０ ．

１ ２ ３ 　 试证明 ，对任何实数 x ，有 ei x ≠ ０ ．

１ ２ ４ 　 试问下述函数在 z０ 点的极限是否存在 ？ 是否连续 ？

（１） f（ z） ＝ ２ x ＋ i y２ ，　 z０ ＝ ２i ；　 　 （２） f（ z） ＝ １
２i

z
z  －

z 

z ，　 z０ ＝ ０ ．

１ ２ ５ 　 设 f（ z）在 z ＝ z０ 连续 ，且 f（ z０ ） ≠ ０ ．试证明 ，可找到 z０ 的一个邻域 ，f（ z）在其内不

为零 ．

１ ２ ６ 　 试证明 f（ z） ＝ z２ 在区域｜ z｜ ＜ １ 中一致连续 ．
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１３ 　 复变函数的导数 　 柯西黎曼条件

本节首先介绍复变函数导数和微分的定义 ，进而导出复变函数可导的充分必

要条件 ．定理的证明过程表明 ，柯西 黎曼（CauchyRiemann）条件是复变函数可导

的必要条件 ．最后 ，讨论复变函数导数的几何意义 ．

131 　 导数与微分

１ 导数的定义与导数公式

　 　 设 w ＝ f（ z）是区域 D 中定义的单值函数 ，若在 D 内某点 z ，极限

lim
Δ z → ０

Δ w
Δ z ＝ lim

Δ z → ０

f（ z ＋ Δ z） － f（ z）
Δ z （１３１）

存在 ，则称函数 f（ z）在 z 点可导 ，并称此极限值为 f（ z）在 z 点的导数 ，记作

f′（ z） ＝
d f（ z）
d z ＝ lim

Δ z → ０

f（ z ＋ Δ z） － f（ z）
Δ z

（１３２）

　 　 讨论 　 第一 ，由极限的定义可知 ，无论 Δ z 以任何方式趋于零 ，式（１３１）均应

趋于同一有限的极限值 ．
第二 ，f（ z）在 z 点可导 ，则 f（ z）必在 z 点连续 ．因为 ，若 f（ z）不连续 ，即当

Δ z → ０时 Δ w ＝ f（ z ＋ Δ z） － f （ z）不趋于零 ，式（１ ３ １）必定没有有限的极限 ，与
f（ z）在 z 点可导矛盾 ．

第三 ，由于复变函数导数的定义与实变函数导数的定义在形式上相同 ，实变函

数所有导数公式都可以推广到复变函数中来 ．
特别是 ，当 f′１ （ z）和 f′２ （ z）都存在时 ， f１ （ z）与 f２ （ z）的和 、差 、积 、商以及复合

函数的导数公式也具有与实变函数相同的形式 ．例如 ，复合函数导数的公式为

d f［ξ（ z）］
d z ＝

d f ξ
dξ

dξ（ z）
d z （１３３）

２ 微分的定义与微分公式

设函数 w ＝ f（ z）在 z 点的改变量 Δ w ＝ f（ z ＋ Δ z） － f（ z）可以写成

Δ w ＝ αΔ z ＋ o（ρ） （１３４）

式中 ρ ＝ ｜Δ z｜ ＝ （Δ x）２ ＋ （Δ y）２ ，o（ρ）是关于 ρ的高阶无穷小量 ，则称 w ＝ f（ z）在
z 点可微 ，并且 Δ w 的线性部分 αΔ z 称为函数 w ＝ f（ z）在 z 点的微分 ，记作

d w ＝ αΔ z （１３５）
　 　 对函数 w ＝ z 而言 ，利用式（１ ３ ４）可得 α＝ １ ，将 α ＝ １ 代入式（１３５）得恒等
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式 d z ＝ Δ z ．将此式代入任何函数 w ＝ f（ z）的微分表达式中 ，便有

d w ＝ αd z （１３６）
　 　 利用式（１３１）和式（１３４） ，易见

f′（ z） ＝ lim
Δ z → ０

f（ z ＋ Δ z） － f（ z）
Δ z ＝ lim

Δ z → ０

α Δ z ＋ o（ρ）
Δ z ＝ α （１３７）

由此得

d w ＝ f′（ z）d z 　 或 　 f′（ z） ＝
d w
d z （１３８）

　 　 这样 ，导数也可理解为函数微分除以自变量微分之商 ，称为微商 ．
复变函数的微分公式也具有与实变函数相同的形式 ，此处不再赘述 ．
现在 ，我们转向研究函数 w ＝ f（ z）可导的条件是什么 

132 　 复变函数可导的充分必要条件

定理 　 函数 f（ z） ＝ u（ x ，y） ＋ i v（ x ，y）在（ x ，y）点可导的充要条件是

（１） u（ x ，y）与 v（ x ，y）在（ x ，y）点可微 ；
（２） u（ x ，y）与 v（ x ，y）在（ x ，y）点满足柯西 黎曼条件（简称 CR 条件）

u
 x

＝  v
 y

，　 　 　 u
 y

＝ －  v
 x

（１３９a）

　 　 为书写方便 ，今后采用简写记号
 u
 x

≡ ux ，
 u
 y

≡ uy ，
 v
 x

≡ vx ，
 v
 y

≡ vy ．CR 条件可

简写为

ux ＝ vy ，　 　 　 uy ＝ － vx （１３９b）
　 　 证明 　 （１）充分性 ．

由 u ，v 可微 ，可知 u ，v 的全微分存在 ，即
Δ u（ x ，y） ＝ ux （ x ，y）Δ x ＋ uy （ x ，y）Δ y ＋ o（ρ） （１３１０）

Δ v（ x ，y） ＝ vx （ x ，y）Δ x ＋ vy （ x ，y） Δ y ＋ o（ρ） （１３１１）
式中 o（ρ）是关于 ρ的高阶无穷小量 ，利用 i 乘式（１３１１）后加式（１３１０） ，可得

f（ z ＋ Δ z） － f（ z） ＝ u（ x ＋ Δ x ，y ＋ Δ y） ＋ i v（ x ＋ Δ x ，y ＋ Δ y）
　 － u（ x ，y） ＋ i v（ x ，y）
＝ Δ u（ x ，y） ＋ iΔ v（ x ，y）
＝ （ ux ＋ i vx ）Δ x ＋ （ uy ＋ i vy ）Δ y ＋ o（ρ）

　 　 利用 CR 条件可得（uy ＋ i vy ） Δ y ＝ （ux ＋ i vx ）iΔ y ，由此得

f（ z ＋ Δ z） － f（ z） ＝ （ux ＋ i vx ）Δ z ＋ o（ρ） （１３１２）
在式（１３１２）两边取 Δ z → ０ 的极限 ，可得

f′（ z） ＝ lim
Δ z → ０

f z ＋ Δ z － f z
Δ z

＝ ux ＋ i vx （１３１３）
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即 f（ z）可导 ，充分性得证 ．
（２） 必要性 ．
若 f（ z）在 z 点可导 ，则式（１３１）有确定的极限

f′（ z） ＝ lim
Δ z → ０

f（ z ＋ Δ z） － f（ z）
Δ z

＝ a ＋ i b （１３１４）

亦即

f（ z ＋ Δ z） － f（ z） ＝ （ a ＋ i b）Δ z ＋ o（ρ） （１３１５）
　 　 将 f（ z） ＝ u ＋ i v ，Δ z ＝ Δ x ＋ iΔ y 代入式（１３１５） ，便有

　 ［u（ x ＋ Δ x ，y ＋ Δ y） ＋ i v（ x ＋ Δ x ，y ＋ Δ y）］ － u（ x ，y） ＋ i v（ x ，y）
＝ （a ＋ i b）（Δ x ＋ iΔ y） ＋ o（ρ） （１３１６）

由上式两边的实部与虚部分别相等 ，得
Δ u ＝ aΔ x － b Δ y ＋ o（ρ） （１３１７）
Δ v ＝ b Δ x ＋ aΔ y ＋ o（ρ） （１３１８）

这就证明了二元函数 u（ x ，y）和 v（ x ，y）可微 ．
令 Δ y ＝ ０ 及 Δ x → ０ ，由式（１３１７）及式（１３１８）得

ux ＝ a ，　 　 　 　 vx ＝ b （１３１９）
　 　 令 Δ x ＝ ０ 及 Δ y → ０ ，由式（１３１７）及式（１３１８）得

uy ＝ － b ，　 　 　 　 vy ＝ a （１３２０）
将式（１３１９）与式（１３２０）联立即得 CR 条件 ，必要性得证 ．

讨论 　 第一 ，从“函数可微”的定义可见 ，判断式（１３４）的第二项是否关于 ρ
的高阶小量要费些周折 ．通常以可微的充分条件（ u，v 有连续的偏导数）来代替 ．①

因为要判断 u ，v 是否遵守 CR 条件就要计算 ux ，uy ，vx ，vy ，考察它们是否连续是

轻而易举的 ．
第二 ，从定理的证明过程可见 ，CR 条件是 f（ z）可导的必要条件 ，而不是充分

条件 ．例 １３１ 是一个非常形象的例子 ．

【例 131】 　 设 f（ z） ＝ ｜ x y｜ ，问 f（ z）在 z ＝ ０ 点是否满足 CR 条件 ？ 是否

可导 ？

解 　 由题设得 u ＝ ｜ xy｜ ，v（ x ，y） ＝ ０ ．

（１） ux x ＝ ０
y ＝ ０

＝ lim
Δ x → ０

u（ x ＋ Δ x ，y） － u（ x ，y）
Δ x x ＝ ０

y ＝ ０
＝ lim

Δ x → ０

| Δ x | · ０ － ０
Δ x ＝ ０

uy x ＝ ０
y ＝ ０

＝ lim
Δ y → ０

０ · | Δ y | － ０
Δ y

＝ ０
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　 　 又因 v（ x ，y） ＝ ０ ，故 vx x ＝ ０
y ＝ ０

＝ ０ ，vy x ＝ ０
y ＝ ０

＝ ０ ，可见 f（ z）在 z ＝ ０ 点满足 CR 条

件 ．
（２） 让 Δ z 以任意方式趋于零 ，如让 Δ z 沿径向趋于零 ，即令 Δ z ＝ ei φ Δ ρ

（图 １１１）

图 １ １１

lim
Δ z → ０

f（０ ＋ Δ z） － f（０）
Δ z

＝ lim
Δ z → ０

｜ Δ x · Δ y｜
Δ z

＝ lim
Δ ρ → ０

｜cos φ Δ ρ · sinφ Δ ρ｜
ei φ Δ ρ

＝ e － i φ ｜cos φ sinφ｜
显然 ，随着 φ角取值不同 ，lim

Δ z → ０

Δ f（ z）
Δ z 不趋于同一极限

值 ，故 f（ z）在 z ＝ ０ 点不可导 ．
利用柯西黎曼条件 ，f′（ z）可表示为 ４ 种形式

f′（ z） ＝
u
 x

＋ i  v
 x

＝
 v
 y

－ i  u
 y

＝
 u
 x

－ i u
 y

＝
 v
 y

＋ i  v
 x

（１３２１）

133 　 复变函数导数的几何意义

设函数 w ＝ f（ z）在 z ＝ z０ 点有导数

f′（ z０ ） ＝ lim
Δ z → ０

f（ z０ ＋ Δ z） － f（ z０ ）
Δ z ＝ lim

Δ z → ０

Δ w
Δ z （１３２２）

由复变函数的几何意义可知 ，当 z 在 z 平面沿曲线 L 变动时 ，w 在 w 平面沿曲线

L′变动（图 １１２） ．

图 １ １２

　 　 现在将 Δ z ，Δ w ，f′（ z０ ）写成指数形式

Δ z ＝ ｜Δ z｜eiar g Δ z （１３２３）
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Δ w ＝ ｜Δ w｜eiar g Δ w （１３２４）
其中 arg Δ z 及 arg Δ w 分别是割线 Δ z 和 Δ w 的辐角 ．当 Δ z → ０ 时 ，它们分别是 z０
点处 L 的切线的辐角和 w ０ 点处 L′切线的辐角 ．

f′（ z０ ） ＝ ｜ f′（ z０ ）｜eiar g f′ （ z
０
） （１ ３２５）

将式（１３２３） 、式（１３２４） 、式（１３２５）代入式（１３２２） ，可得

f′（ z０ ） eiar g f′ （ z
０
） ＝ lim

Δ z → ０

｜ Δ w｜eia rg Δ w

｜ Δ z｜eia rg Δ z ＝ lim
Δ z → ０

Δ w
Δ z lim

Δ z → ０
ei（ a r g Δ w － ar g Δ z）

由等式两边复数的模与辐角相等（一般来说 ，两者辐角可相差 ２ kπ） ，便有

｜ f′（ z０ ）｜ ＝ lim
Δ z → ０

Δ w
Δ z ，　 　 arg f′（ z０ ） ＝ lim

Δ z → ０
（arg Δ w － arg Δ z） （１３２６）

由此可得导数的几何意义 ：
导数的模｜ f′（ z０ ）｜表示通过点 z０ 的无穷小线段 Δ z 映射为 w 平面的 Δ w 时 ，

长度的放大系数 ．
导数的辐角 arg f′（ z０ ）表示曲线 L 上 z ０ 点的切线与曲线 L′上的 w ０ 点的切线

的夹角 ，即从 z 平面到 w 平面映射前后切线的转动角 ．

习 　 题 　 13

１ ３ １ 　 试由导数的定义出发 ，计算 f（ z） ＝ zn 的导数 ．
１ ３ ２ 　 实变二元函数 u（ x ，y）的可微性定义是什么 ？ 设

u（ x ，y） ＝
x２ y

x ２ ＋ y２
，　 　 x２ ＋ y２ ＞ ０

０ ， x ＝ y ＝ ０

试证明函数 u（ x ，y）在（０ ，０）不可微 ．

１ ３ ３ 　 已知 f（ z）在 z 点可导 ，试分别计算 Δ z 平行于 x 轴及 y 轴趋于零时的极限值 ，并由

两者相等导出 CR 条件 ．
１ ３ ４ 　 指出下列函数何处满足 CR 条件 ：

（１） w ＝
１
z ；　 （２） w ＝ x ；　 （３） w ＝ ｜ z｜ ；　 （４） w ＝ ｜ z｜２ ；　 （５） w ＝ ez ．

１ ３ ５ 　 求下列函数的导数 ：

（１） f（ z） ＝ （ z２ － ４ z ＋ ６）２ ；　 　 　 （２） f（ z） ＝
２ z

１ － z ．

１ ３ ６ 　 证明在极坐标系中 ，CR 条件为

 u
ρ

＝
１
ρ
 v
 φ

，　 　
 u
 φ

＝ － ρ
 v
ρ

（１ ３ ２７）

１ ３ ７ 　 以 z 及 z  取代 x ，y 作为复变函数的独立变量 ，即令

u（ x ，y） ＋ i v（ x ，y） ＝ U（ z ，z  ） ＋ iV（ z ，z  ） ＝ F（ z ，z  ）

试证明
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
 z  F（ z ，z  ） ＝ ０ （１ ３ ２８）

与 CR 条件等价 ，此条件有何优越性 ？

１４ 　 解 析 函 数

本节介绍解析函数的定义 ，函数解析的充要条件及解析函数的共轭性 、调和性

和保角性 ．在此基础上介绍从解析函数的虚部（或实部）求解析函数的四种常用方

法 ．最后介绍初等解析函数 ．

141 　 解析函数的定义

若函数 f（ z）在区域 D 内点点可导 ，则称 f（ z）为 D 内的解析函数 ．
若函数 f（ z）在 z０ 点的邻域（｜ z － z０ ｜ ＜ ε）点点可导 ，则称 f（ z）在 z０ 点解析 ，

它比“ f（ z）在 z０ 点可导”要求为高（参看例 １ ４ １） ．

若函数 f（ z）在包含D的某个开区域 D ＋
内解析 ，则称 f（ z）在闭区域 D中解析 

如果 f１ （ z）和 f ２ （ z）在 D 内解析 ，即 f １ （ z）与 f２ （ z）在 D 内点点可导 ，１ ３ 节指

出 f１ （ z）和 f２ （ z）的和 、差 、积 、商（ f２ （ z） ≠ ０）也在 D 内点点可导 ，可见它们均为解

析函数 ．特别是 ，令 f１ （ z） ＝ １ ，则解析函数 f２ （ z）的倒函数 g（ z） ＝
１

f ２ （ z）
也是解析

函数（当然 ，仍要求 f２ （ z） ≠ ０） ．

【例 141】 　 函数 f（ z） ＝ ｜ z｜２
在 z ＝ ０ 点是否可导 ？ 是否解析 ？

解 　 由 f（ z） ＝ ｜ z｜２ ＝ x２ ＋ y２ ，得 u ＝ x２ ＋ y２ ，v ＝ ０ ，由此得

ux ＝ ２ x ，　 　 uy ＝ ２ y ，　 　 vx ＝ ０ ，　 　 vy ＝ ０
即 u ，v 在 z ＝ ０ 点可微且满足 CR 条件 ，可见 f（ z）仅于 z ＝ ０ 点可导 ．

因为 f（ z）在 z ＝ ０ 的邻域除 z ＝ ０ 点外均不可导 ，故 f（ z）在 z ＝ ０ 不解析 ．
若函数 f（ z）在某点 a 没有定义 ，或者在 a 点不解析 ，则称 a 点为 f （ z）的奇点 ．

例如 ，z ＝ a就是函数 f （ z） ＝
１

z － a
的奇点 ．

142 　 函数解析的充要条件

定理 　 函数 f（ z）在区域 D 内解析的充要条件为

（１） f（ z）在 D 内连续 ；
（２） u ，v 遵守 CR 条件 ．
既然 f（ z）在 D 内解析定义为 f （ z）在 D 内点点可导 ，而 f（ z）可导的充要条件

是 u ，v 可微且满足 CR 条件 ，自然会得出函数解析的充要条件是 u ，v 在 D 内可微
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且满足 CR 条件 ．１９２３ 年 ，Looman 等试图利用 f （ z）连续代替 u ，v 可微作为函数

解析的充要条件 ，可惜他们的证明有缺陷 ．１０ 年之后前苏联数学家 Д ．E ．Mенвщ ов
在 １９３３ 年完成了这一证明 ① ．定理的证明超出本书的范围 ．

143 　 解析函数的共轭性 、调和性和保角性

１ 解析函数的共轭性

　 　 解析函数的实部与虚部由 CR 条件联系 ，称为解析函数的共轭性 ．
首先 ，可以利用解析函数的虚部确定其实部 ，或用实部确定其虚部 ，准确到一

个可加常数 ．如果给出 f（ z）在 D 内某一点的值 ，则可加常数便能完全确定 ．
设 f（ z）在 D 内解析 ，已知 v（ x ，y） ，利用 CR 条件可得

du ＝ ux d x ＋ uy d y ＝ vy d x － vx d y （１４１）
　 　 因为它是一个全微分 ，可以采用四种方法求出 u（ x ，y） ，分别称为全微分法 ，曲
线积分法 ，不定积分法和求导法 ．

【例 142】 　 已知解析函数的虚部 v（ x ，y） ＝ ２（ x２ － y２ ） ＋ x ，求解析函数

f（ z） ．
解 　 由题设易得

ux ＝ vy ＝ － ４ y ，　 　 　 uy ＝ － vx ＝ － （４ x ＋ １） （１４２）
　 　 （１） 全微分法 ．由式（１４１）及式（１４２）得

du ＝ ux d x ＋ uy d y ＝ － ４ yd x － （４ x ＋ １）d y ＝ d（ － ４ xy － y）
易见

u（ x ，y） ＝ － ４ xy － y ＋ C （１４３）
　 　 现在知道了 u（ x ，y）和 v（ x ，y） ，怎样才能找到 f（ z）呢 ？ 从函数形式来看

f（ z） ＝ f（ x ＋ i y） ＝ f（ x ＋ i y） x ＝ z ， y ＝ ０ ＝ ［u（ x ，y） ＋ i v（ x ，y）］ x ＝ z ，y ＝ ０

＝ u（ z ，０） ＋ i v（ z ，０） （１４４）
由此得

f（ z） ＝ ｛［－ ４ xy － y ＋ C］ ＋ i［２（ x２ － y２ ） ＋ x］｝ x ＝ z ，y ＝ ０ ＝ i（２ z２ ＋ z） ＋ C
（１４５）

　 　 （２） 曲线积分法 ．由式（１４２）得

u（ x ，y） ＝ ∫
（ x ， y）

（ ０ ，０ ）
（ux d x ＋ uy d y） ＋ C 　 　 　

＝ ∫
（ x ， y）

（ ０ ，０ ）
［ － ４ yd x － （４ x ＋ １）d y］ ＋ C （１４６）

　 　 积分分两段进行 ，即由（０ ，０）到（ x ，０） ，再到（ x ，y） ．在（０ ，０）到（ x ，０）段 ，y ＝ ０ ，
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d y ＝ ０ ；在（ x ，０）到（ x ，y）段 ，d x ＝ ０ ．由此得

u（ x ，y） ＝ －∫
y

０
（４ x ＋ １）d y ＋ C ＝ － ４ xy － y ＋ C

与式（１４３）完全一致 ，求 f（ z）的方法与式（１ ４ ５）同 ．
（３） 不定积分法 ．将 ux ＝ － ４ y 对 x 作不定积分 ，由于被积函数是二元函数 ，故

“积分常数”应与积分变量 x 无关 ，但它可以是另一变量 y 的函数 ，即

u（ x ，y） ＝∫ ux d x ＋ g（ y） ＝ －∫４ yd x ＋ g（ y） ＝ － ４ xy ＋ g（ y） （１４７）

将上式代入式（１４２）的 uy ＝ － （４ x ＋ １）确定 g（ y） ，即
－ （４ x ＋ １） ＝ uy ＝ － ４ x ＋ g′（ y）

由此得 g′（ y） ＝ － １ ，故
g（ y） ＝ － y ＋ C （１４８）

　 　 将式（１４８）代入式（１４７）得
u（ x ，y） ＝ － ４ xy － y ＋ C （１４９）

与式（１４３）相同 ，同理可得 f（ z） ．
（４） 求导法 ．由

f′（ z） ＝ vy ＋ i vx ＝ － ４ y ＋ i（４ x ＋ １） ＝ ４i z ＋ i （１４１０）
容易找到一个函数的导数与 f′（ z）相同

h（ z） ＝ i（２ z２ ＋ z） （１４１１）
故 f（ z）与 h（ z）只能相差一个常数 C ，即

f（ z） ＝ h（ z） ＋ C ＝ i（２ z２ ＋ z） ＋ C （１４１２）
　 　 其次 ，我们来证明解析函数共轭性的几何意义 ：曲线族 u（ x ，y） ＝ C１ （称为等 u
线）与曲线族 v（ x ，y） ＝ C２ （称为等 v 线）互相正交 ．

证明 　 由矢量分析（见附录 A）可知 ，等 u 线的法线沿 Δ u 的方向 ，等 v 线的法

线沿 Δ v 的方向 ，要证明两曲线族正交 ，只要证明 Δ u与 Δ v 正交即可 ，亦即证明两矢

量的标积为零

Δ u · Δ v ＝ ０ （１４１３）
　 　 由 CR 条件可见

Δ u · Δ v ＝ （ux e x ＋ uy ey ） · （ vx e x ＋ vy ey ） ＝ ux v x ＋ uy v y

＝ ux （ － uy ） ＋ uy ux ＝ ０ （１４１４）
利用这个结论容易求得静电场等势线与电力线的分布 ，详见 １４３ 节“用保角变换

法求解边值问题” ．

２ 解析函数的调和性

遵守二维拉普拉斯方程
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Δ ２ u ＝ ux x ＋ uy y ＝ ０ ，　 　 　 Δ ２ v ＝ vx x ＋ vy y ＝ ０ （１４１５）
的函数 u（ x ，y） ，v（ x ，y）称为调和函数 ．

解析函数的实部与虚部均为调和函数 ，这个性质称为解析函数的调和性 ．
证明 　 由 f（ z）在 D 内解析 ，将 CR 条件 ux ＝ vy 和 uy ＝ － vx 分别对 x 和 y 求

偏导后相加 ，即得

Δ ２ u ＝ ux x ＋ uy y ＝ vy x － vx y ＝ ０ （１４１６）
这就证明了 f（ z）的实部为调和函数 ，同理可证其虚部亦为调和函数 ．

满足 CR 条件的两个调和函数称为共轭调和函数 ．解析函数的实部与虚部是

一对共轭性调和函数 ．

３ 解析函数的保角性

设 w ＝ f（ z）在 D 内解析 ，D 内的 z０ 点有 f′（ z０ ） ≠ ０ ，如图 １１３（a）所示 ．L１ 和

L２ 是通过 z０ 点的两任意曲线 ，两曲线在 z０ 点的两切线夹角为 θ＝ θ２ － θ１
w ＝ f（ z）的几何意义是从 z 平面到 w 平面的映射 ．设点 z０ 与 w 平面的 w ０ 相

对应 ，曲线 L１ ，L２ 分别与 w 平面曲线 L′１ 与 L′２ 相对应 ．在 w０ 点的两切线的夹角为

θ′ ＝ θ′２ － θ′１ ，如图 １ ３（b）所示 ．

图 １ １３

现在证明 ，解析函数 w ＝ f（ z）在 f′（ z０ ） ≠ ０ 的点处所实现的映射是保角的 ，即
映射前后两切线的夹角是相等的 ：θ＝ θ′ ．这个性质称为解析函数的保角性 ．

证明 　 由于导数值与 Δ z → ０ 的方式无关 ，故分别沿曲线 L１ 及 L２ 取 z → z０ 来

计算 f′（ z０ ）时 ，均有

f′（ z０ ） ＝ ｜ f′（ z０ ）｜eiar g f′ （ z
０
） （１ ４１７）

又由导数的几何意义可知 ，arg f′（ z０ ）表示映射前后切线的转动角 ，这样

arg f′（ z０ ） ＝
θ′１ － θ１ ，　 　 z 沿 L １ 趋于 z０
θ′２ － θ２ ，　 　 z 沿 L ２ 趋于 z０

（１ ４１８）
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由右边两式相等 ，得
θ′１ － θ１ ＝ θ′２ － θ２

移项后便有

θ２ － θ１ ＝ θ′２ － θ′１
由此得

θ ＝ θ′

　 　 纵观解析函数的三个性质 ，共轭性直接来自 CR 条件
 u
 x

＝
 v
 y

和
 u
 y

＝ －
 v
 x

；而

调和性表现为 Δ ２ u（ x ，y） ＝ ０ 和 Δ ２ v（ x ，y） ＝ ０ ；保角性则由于解析函数导数的辐角

arg f′（ z） ＝ θ′１ － θ１ ＝ θ′２ － θ２  因此 ，这三个性质都是从微分角度考察解析函数得到

的 ，在第 ２ 章则从积分角度 ，第 ３ 章从级数展开的角度来研究解析函数的性质 ．

144 　 初等复变函数

初等复变函数是初等实变函数的自然推广 ，只要把 y ＝ f（ x）改为 w ＝ f （ z）即
得 ．这里着重介绍它们作为复变函数所特有的性质 ．相同的性质不再赘述 

（１） 幂函数 w ＝ zn ，多项式 w ＝ 
n

k ＝ ０
ak z k ，有理函数 w ＝ 

n

k ＝ ０
ak z k 

m

l ＝ ０
bl z l

是实

变函数的简单推广 ，其性质与实变函数相似 ．
（２） 指数函数的定义

e z ＝ e x ＋ i y ＝ ex （cos y ＋ isin y） （１４１９）
　 　 复变量指数函数的特有性质是

① e z
以 ２πi 为周期 ．由定义（１４１９）出发 ，有

e z ＋ ２ π i ＝ ex ＋ i（ y ＋ ２ π ） ＝ ex ［cos（ y ＋ ２π） ＋ is in（ y ＋ ２π）］

＝ ex （cos y ＋ isin y） ＝ ex ＋ i y ＝ e z （１４２０）
　 　 ② 在实数域 ，e x ＞ ０ ；在复数域 ，e z

可小于零 ，如 eiπ ＝ － １
③ e z

在无穷远点无定义 ．因为当 z 沿不同方向趋于无穷远点时 ，e z
趋于不同

的值 ．
（３） 三角函数的定义

sin z ＝
ei z － e－ i z

２i ，　 　 cos z ＝
ei z ＋ e－ i z

２
，　 　 t an z ＝

sin z
cos z ，　 …

（１４２１）
　 　 复变量三角函数特有的性质 ：正 、余弦函数的模可以大于 １ 实际上令 z ＝ i y ，
当 y → ∞ 时 ，｜sin z｜与｜cos z｜均无界 ．例如

lim
y → ∞

| sin z | ＝ lim
y → ∞

ei· i y － e－ i· i y

２i ＝ lim
y → ∞

e－ y － e y

２
＝ ∞ （１４２２）
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