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　 　本书主要介绍了数值计算中的经典 、常用和一些最新方法 ，并且介绍了

与构造算法和算法性能分析相关的理论及必要的数学基础 ．其算法主要包

括如下四个方面 ：代数方程组数值解 ，如共轭斜量法 、Newton迭代法 、区间

迭代法等 ；常微和偏微分方程数值解法 ，如差分法 、有限元法 、区域分解算法
等 ；数值逼近的各种方法 ，如插值法 、逼近法 、任意阶光滑逼近函数构造法 、

小波变换与逼近等 ；最优化方法 ，如非线性规划 、线性规划 、二次规划 、几何

规划 、遗传算法 、神经网络法等 ．

本书可作为研究生 、博士生 、计算数学和应用数学专业的本科生教材 ，

也可供科技人员 ，特别是从事工程科学技术的工作人员参考 ．
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前 　 　言

高科技的突飞猛进 ，使计算机的硬件和软件应用于每个科学研究领域 、生产部

门和各级政府的管理决策部门 ，从而促进了科学技术的高速发展 ．然而如何才能有

效地把计算机广泛应用于每一个研究领域和生产部门呢 ？这就要求每一个应用者

熟练掌握和使用各种数值方法 ．正因为如此 ，现已有许多关于“计算方法”方面的著

作和相应的计算机软件 ，但还不能满足现代科学技术发展的需要 ．因此必须要求不

同领域的每一个科技工作者 、管理人员 ，根据自己所研究问题的特点 ，构造相应的

数值方法 ．不仅要善于从现有算法中选择相适应的方法 ，更重要的是如何根据实际

问题的需要 ，改进和构造新的数值方法 ，弥补现有算法的不足 ，这就是我们写这本

书的主要目的 ．我们尽量把常用的 、经典的和最新的方法收集在书中 ，突出构思方

法和构造算法常用技巧和手段 ，略去了一些古典的与算法构造关系不大的数学理

论分析 ，在照顾到系统性 、逻辑性和可读性的同时 ，特别注意收集了各领域中最新

出现的数值方法和本书作者的一些最新研究成果 ，与近代科学技术相适应 ．

全书共分六章 ．第一章绪论 ，从宏观上简述了本书的目的 、研究的内容和采用

的手段 ；第二章介绍了构造数值方法常用的数学基础 ，使具有大学本科数学基础的

读者能顺利读完本书 ；第三章介绍迭代技术在求解代数方程组中的应用 ；第四章 ，

讨论离散化技术在求解常微和偏微分方程组中的各种应用 ；第五章介绍离散问题

解析化技术在数值逼近论中的应用 ；第六章讨论优化技术在数学规划方法中的应

用 ．第一 、五 、六章由张可村负责编写 ，第二 、三 、四章由赵英良负责编写 ．

感谢如下同志为本书撰写了他们最新 、最好的研究成果 ：简金宝教授在约束规

划中 ，撰写了强次可行方向法与快速算法 ；杨守志副教授在离散问题解析化技术

中 ，撰写了小波变换与逼近 ；艾文宝副教授在线性规划中 ，撰写了内点算法 ；李换琴

副教授在无约束规划方法中撰写了改进拟 New ton法 ；王燕军博士撰写了不确定

型优化算法 、二次规划算法 、信赖域法等 ．

还要感谢科学出版社有关领导同志 ，特别是本书的责任编辑对本书所付出的

辛勤劳动 ．
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§ ４ 　求解代数方程组的新算法 ５８⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ４畅１ 　病态线性方程组的微分方程解法 ５８⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ４畅２ 　基于 Galerkin原理的 Arnoldi算法 ６０⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ４畅３ 　非线性方程的区间算法 ６５⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

参考文献 ７１⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

第四章 　离散化技术 ７３⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ １ 　积分数值方法 ７３⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 １畅１ 　 Newton唱Cotes公式 ７３⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 １畅２ 　求积公式的舍入误差与 Romberg积分 ７６⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 １畅３ 　高斯型求积公式 ７９⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 １畅４ 　奇异积分 ８７⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ２ 　常微分方程初值问题的数值方法 ９２⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ２畅１ 　单步法 ９２⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 · iv · 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　目 　录 　



　 　 ２畅２ 　单步法的截断误差 ９４⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ２畅３ 　线性多步法 ９５⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ２畅４ 　刚性方程组 ９７⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ３ 　差分法 １０１⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ３畅１ 　差分方程的建立和解法 １０２⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ３畅２ 　差分解的误差估计与收敛性 １０５⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ４ 　有限元法 １０７⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ４畅１ 　等价性定理 １０８⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ４畅２ 　剖分与插值 １０８⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ４畅３ 　单元分析 １１１⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ４畅４ 　总体合成 １１４⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ４畅５ 　解题步骤与例题 １１６⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ５ 　微分方程的新算法 １１９⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ５畅１ 　混合有限元方法 １１９⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ５畅２ 　区域分解算法 １２４⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ５畅３ 　无限元法 １２７⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
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第五章 　离散问题解析化 １３３⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ １ 　插值法 １３３⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 １畅１ 　插值多项式的构造方法 １３４⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 １畅２ 　插值多项式的惟一性与误差估计 １３７⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 １畅３ 　分段插值多项式的构造法 ———样条插值 １４１⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 １畅４ 　样条函数空间与 B 样条基底 １４７⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ２ 　逼近法 １５２⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ２畅１ 　最小二乘逼近法 １５２⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ２畅２ 　样条函数的最小二乘逼近法 １５８⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ２畅３ 　最优一致逼近 １６５⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ２畅４ 　二元样条函数及其最小二乘逼近法 １６６⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ３ 　任意阶光滑逼近函数的构造法 １７２⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ３畅１ 　逼近函数所满足的优化模型 １７２⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ３畅２ 　解析解的导出方法 １７３⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ３畅３ 　计算解曲线系数的递推公式 １７７⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ３畅４ 　系数解析表达式的导出 １７９⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ３畅５ 　 Lagrange乘子的确定法 １８１⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ４ 　小波变换与逼近 １８４⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ４畅１ 　 Fourier变换 １８５⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ４畅２ 　小波变换 １８９⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ４畅３ 　刻画小波特性的几个参数 １９２⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
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　 　 ４畅４ 　正交小波和多分辨分析 １９４⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ４畅５ 　 I ．Daubechies的紧支撑正交小波的构造 ２００⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ４畅６ 　紧支撑 B唱样条小波 ２０３⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ４畅７ 　信号的分解与重构算法 ２０４⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ４畅８ 　小波包 ２０７⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ４畅９ 　多重尺度函数及多重小波 ２１１⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
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§ １ 　无约束规划方法 ２１８⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 １畅１ 　最佳步长寻求法 ２１９⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 １畅２ 　下降算法类及其收敛性 ２２２⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 １畅３ 　改进拟 Newton法 ２３０⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 １畅４ 　共轭方向算法类及其有限步收敛性 ２３９⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 １畅５ 　不需要计算导数的共轭方向法 ２４７⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 １畅６ 　信赖域法 ２５０⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ２ 　约束规划方法 ２５８⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ２畅１ 　转化成无约束规划问题的方法 ２５８⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ２畅２ 　强次可行方法与快速收敛算法 ２７２⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ３ 　线性规划 ２８５⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ３畅１ 　线性规划的基本概念与常用算法 ２８５⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ３畅２ 　内点算法 ２９１⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ４ 　二次规划 ２９８⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ４畅１ 　等式约束下二次规划算法 ２９９⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ４畅２ 　一般二次规划算法 ３０２⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ４畅３ 　凸二次规划的解法 ３０５⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ５ 　几何规划 ３１０⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 　 ５畅１ 　正定式几何规划及其对偶规划 ３１０⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
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第一章 　绪 　 　论

§ １ 　现代科学技术的一般过程

　 　高科技的发展 ，迫使计算机科学的发展突飞猛进 ．由于计算机的高速 、大容量 、

多功能 ，又为现代科学技术的发展提供了最优 、最快的新途径 ，一般可按如下四个

阶段进行 ．

1 ．1 　工程问题数学化（数学建模）

采用恰当的数学语言 ，描述自然科学 、社会科学 、管理和决策科学各领域中关

键而核心的问题 ，常称为数学建模 ．要建立一个好的数学模型 ，对于单方面的专家

都是很困难的 ，必须由各相关领域的专家和数学工作者 ，特别是从事计算数学 、应

用数学研究工作的学者 ，紧密结合 ，相互取长补短才有可能 ．这是因为评价一个模

型的优劣主要有两点 ：其一 ，用什么样的数学语言 ，才能真正反映工程实际 ；其二 ，

所用数学语言 ，可否在计算机中实现 ，这二者缺一不可 ．因此 ，要求参与建模的工程

专家必须精通专业 ，具有一定的数学和计算数学的基础知识 ，对于数学工作者 ，要

掌握宽广的数学知识 ，还要了解该工程问题在国内外现状 ，面临的主要问题 ，采用

哪种数学语言来描述此问题更为恰当 ．工程中的数学模型 ，一般可分为三类 ：其一 ，

连续型（确定型） ，即能用数学解析式刻画工程问题 ；其二 ，离散型（统计型） ，找不到

确定数学解析式来描述该工程问题 ；其三 ，不确定型（随机型） ．本书重点讨论连续

型 ．

1 ．2 　数学问题数值化（算法与分析）

从工程实际中抽象出的数学问题 ，绝大多数都不能直接用计算机语言来识别 ，

因此 ，先进的计算工具 ———计算机 ，不能直接求解相应的数学问题 ，自然不能用于

解决相应的工程问题 ．把数学问题数值化 ，就是如何根据不同的数学问题 ，寻求相

应的方法 ，此方法（常称为数值方法）只能用四则运算和一些逻辑运算或者直接用

计算机语言能描述相应的数学问题 ，便于用计算机求解的数学问题 ．此方法的优

劣 ，直接关系到能否把计算机用于解决高科技问题 ．由此可知 ，数值计算在当代科

技中的地位和作用 ，它直接关系到能否用现代的数学方法 ，最先进的计算工具去解

决现代科学技术中的管理问题 、规划和决策问题 ，各领域中高科技中的关键性问

题 ．因此对数值计算的算法的构造 ，优劣的分析 ，是每一个科技工作者 、决策者不可



缺少的基础知识 ，因此对于即将走上工作岗位的本科生 ，特别是硕士生 、博士生是

必须掌握的 ．

1 ．3 　数值问题机器化（程序设计）

要求程序设计者 ，用最简练的机器语言 ，最快的速度 ，最少的存储量 ，设计软

件 ，并获得准确的计算结果 ．要达到这些要求 ，程序设计者必须掌握数值方法的构

思途径 ，算法的关键和难点 ；熟悉计算机软硬件的基础知识 ，能灵活应用某种机器

语言 ，准确无误的描述每一个算法 ，并能以最快的速度发现并解决计算过程中出现

的各种异常问题 ．这是检验程序设计者水平高低的客观标准 ，这也是衡量一个决策

者 ，工程设计师 ，管理工作者水平高低的重要标志 ．程序设计 ，对于每一个科技工作

者 ，管理工作者 ，都是必须具备的技能 ，掌握这种技能入门快 ，见效也快 ，也是年轻

的科技工作者最喜欢干的工作 ．但要真正作一个高级程序设计者 ，也是十分困难

的 ，必须具备丰富的想象力 ，总结归纳和设计的能力 ，具有总工程师 ，总设计师的能

力和水平 ．

1 ．4 　科学试验

前面三个阶段 ，只是为现代科学技术提供了一种途径 ，也可以说是捷径 ．但这

种途径是否真正能解决科技中的问题 ，被生产实际部门直接采用 ，还必须将第三阶

段获得的计算结果 ，在科学试验室进行检验 ，是否与工程实际相符 ？是否能推广应

用 ？若不相符 ，分析其不符的根源何在 ？确定返回到前三阶段的某一阶段重新开

始 ，重复上述工作直到满意为止 ．这一步是必不可少的 ，且很成熟的 ，只要有相应的

试验设备和原材料都可进行 ．前三阶段的实质就是把一个实际工程问题 ，置入计算

机中 ，在计算机中可做大量的模拟试验 ，当基本上与实际问题相符时 ，再经过此步 ．

这样可以减少实际试验次数 ，节省大量的原材料 ，缩短设计周期 ，且还能使性能达

到最佳 ，是现代科学的必经途径 ．不采用现代科学技术的分析方法和手段只埋头做

试验的方法 ，远远跟不上现代科学技术的发展 ．

当试验成功后 ，就可试制新产品 ，推广应用 ．实现 ，研制 →生产 →销售一体化 ，

有助于提高产品质量 ，增强产品市场竞争能力 ，获得不可估量的社会效益和经济效

益 ．

任何一个有竞争力的新产品 ，任何一项能产生社会和经济效益的科研课题 ，必

须经过上述 ４个阶段 ．第一阶段是根本 ，模型是否反映工程实际问题的需要 ，取决

于当代高级科技人员的理论水平 ；第二阶段是桥梁 ，所构造的算法是否能真正取代

原数学模型 ，它的有效性和可实现性 ，取决于从事计算数学的研究人员的理论水平

和创新能力 ；第三阶段是检验前两阶段工作的有效性和可行性的方法和手段 ；第四

阶段检验该项研究成果是否有实际应用价值 ，同时也检验了前三阶段研究工作的
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可靠性 ，也是能否见到经济效益和社会效益的关键 ．

§ ２ 　数值计算探讨的主要问题

数学来源于实践 ，从工程实际中抽象出来的连续型数学问题 ，从古到今大体上

可分为如下四类 ：１ ．线性和非线性代数方程（组）求解 ；２ ．偏（常）微分方程 、积分方

程求解 ；３ ．逼近函数的构造方法（数值逼近） ；４ ．数学规划问题 ．除此之外 ，还有离散

型 、不确定（随机）型 ．在高科技中 ，还有许多的工程问题 ，很难用现有的数学语言来

刻画 ．必须从工程实际需要出发 ，探索新的数学语言 ，构造相应的数值求解方法 ，不

断地产生新的数学分支 ．这就需要众多的工程专家 ，数学工作者紧密结合 ，深入到

科学研究前沿 ，去发现新问题 ，解决新问题 ，从而促进科学技术高速发展 ．在本书

中 ，只对上述四类问题探索数值求解方法及其与算法有关的理论分析 ．为了使读者

有一个宏观的印象 ，先对上述四类问题作如下简介 ．

2 ．1 　线性和非线性代数方程组的数值解法

此类问题是后三类问题的基础 ，一般表示式如下 ：

f j （x１ ，x２ ，⋯ ，xn） ＝ bj ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，m
在一般情况下 ：n ≥ m ．

记 x ＝ （ x１ ，x２ ，⋯ ，xn）T ，b ＝ （b１ ，b２ ，⋯ ，bm ） ，F（ x） ＝ （ f１ （ x） ，f２ （ x） ，⋯ ，

fm （ x））T ．上方程组可简记为 F（ x） ＝ b ．

当 f j （ x）（ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，m）均为线性函数 ：

f j （ x） ＝ 钞
n

i ＝ １

ajixi ，　 　 j ≤ １ ，２ ，⋯ ，m

时称 F（ x） ＝ b为线性方程组 ：A x ＝ b ，其中 A ＝ （aji）m × n ．此问题虽然是众所周

知的 ，但当 n ＞ m ，且当 m ，n特别大时 ，常规的求解方法失效 ．

当 f j （ x）（ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，m）之一为非线性函数时 ，称 F（ x） ＝ b为非线方程组 ，

此时 ，当 n特别大时 ，求解十分困难 ．

又当 m ＝ n ＝ １ ，是大家熟知的非线性方程 ，其求解方法多而成熟 ，读者在“高

等数学”或“数学分析”中都已学过 ．

此类问题应用极为广泛 ，在工程中 ，特别是管理科学中 ，许多问题都可归结为

解线性或非线方程（组） ，且还有其他数学分支的数值求解过程 ，也要借助于这类问

题的求解方法 ．惯用的解法是迭代法 ，详见本书第三章 ．

2 ．2 　 微分方程（组）的数值求解法

在最优控制 ，机械工程 ，能源动力工程 ，流体工程中有许多问题抽象出的数学
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问题归结为求解常微分方程（组）的始值问题 ：

f （ x ，y（ x） ，y′（ x） ，⋯ ，y（ n）（ x）） ＝ ０

y（ k）（ x
０
） ＝ yk ，（k ＝ ０ ，１ ，⋯ ，n － １）

其中 ，y（o）（ x
０
） ＝ y（ x０ ） ，y（ k）（ x

０
）表示 y（ x）的 k阶导数在 x０处的值 ，yk为给定的初始条

件 ，也可换成两端边值条件 ，如  

y（ k）（ a） ＝ yk ，（k ＝ ０ ，１ ，⋯ ，l － １） 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

y（ n － k）（b） ＝ yk ，（k ＝ n ，n － １ ，⋯ ，n － （ l － １））

或偏微分方程的边值问题 ．常见的有抛物型方程 ，双曲型方程 ，椭圆型方程 ．

如 ，二阶线性抛物型方程 ：

抄 u
抄 t － a（ x ，t） 抄

２ u
抄 x２ － ２ b（x ，t） 抄 u

抄 x ＋ c（ x ，t）u（ x ，t） ＝ d（ x ，t）

初始条件 ：u（ x ，０） ＝ f （ x） ，　 ０ ＜ x ＜ １

边值条件 ：u（０ ，t） ＝ f１ （ t） ，u（１ ，t） ＝ f２ （ t） ，t ＞ ０

其中 ，a（x ，t） ，b（ x ，t） ，c（x ，t） ，d（x ，t） ，f （x） ，f１ （ x） ，f２ （ x）均为给定的函数 ，

且 a（x ，t） ＞ ０ ．

又如拟线性双曲型方程组 ：

钞
n

j ＝ １

aij
抄 uj
抄 x ＋ bij

抄 uj
抄 y

－ di ＝ ０ ，i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n

其中 aij ，bij ，di均为 x ，y ，u１ ，u２ ，⋯ ，un的函数 ．如果 aij ，bij ，di中均不含 ui ，i ＝ １ ，

２ ，⋯ ，n ，则称为线性双曲型方程组 ．上方程组再附加边界条件 ，方可求解 ．

再如一般二阶椭圆型方程第一边值问题 ：

a（ x ，y） 抄
２ u

抄 x２ ＋ b（ x ，y） 抄
２ u

抄 y２ ＋ C（ x ，y） 抄 u
抄 x

　 　 　 ＋ d（ x ，y） 抄 u
抄 y ＋ e（ x ，y）u ＝ f （ x ，y）

u（ x ，y） Γ ＝ φ（ x ，y）
其中 ，a（x ，y） ，b（x ，y） ，c（ x ，y） ，d（ x ，y） ，e（ x ，y） ，f （ x ，y） ，φ（ x ，y） 均为给定
的函数 ，Γ为区域的边界线 ．

上述方程都是经典的方程 ，要求精确的理论解 ，一般情况下是十分困难的 ．有

的问题 ，解的存在性 ，惟一性 ，惟多性都很难断定 ，更何况近代科学技术中 ，抽象出

的问题 ，比上述问题更为复杂 ，自然求理论解 ，解的存在性等问题更为困难 ，因此只

能探索求近似解 ，目前惯用的方法是差分法 ，有限方法 ，边界方法等 ．换言之 ，采用

不同的离散化技术就获得相应的数值求解方法 ，可见本书第四章介绍的方法 ．
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2 ．3 　 逼近函数的构造法（数值逼近）

在科学试验 ，新产品性能分析和大规模的科学计算中 ，可获得大量的离散数

据 ．在一维的情况下可用（xi ，yi） ，i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n表示 ；在多维的情况下可用（xi ，yi） ，

i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ，表示 ，其中 ，xi ＝ （ xi１ ，xi２ ，⋯ ，xim ）T ，xi ，yi ，xij 均为实数 ．如何通过

这些测试或计算获得的离散数据 ？获得原物体（产品）的各种性能指标 ？惯用的方

法 ，是将离散数据解析化 ，即构造一个或多个函数（可以是多元函数） ，取代离散数

据 ，此函数常称为逼近函数 ，通过对逼近函数的各种性能分析获得原物体相应的性

能指标 ．如何构造逼近函数才能达到此目的呢 ？构造逼近函数的常规方法的难点在

于如何根据离散数据的分布特性 ，选择相应的逼近函数所在的函数类 ．当逼近函数

所在的函数类确定后 ，如何确定评价逼近程度 ，逼近优劣 ，从而获得相应的逼近方

法 ．常用的逼近函数有 ：多项式 ，分段低次多项式 ，三角函数 ，小波函数等 ．常用的逼

近方法有 ：插值法 ，最小二乘逼近法 ，最优一致逼近法等 ．常见逼近方法一般可归结

为（一维问题）离散型 ：

min
a ∈ Em

F（a） ＝ 钞
n

i ＝ １

［（yi － f （a ，xi））／δi］２

其中 a ＝ （a１ ，a２ ，⋯ ，am ） ，（ xi ，yi）为离散点 ，δi 根据离散点的精确程度 ，给定常

数 ，f （a ，x） ＝ 钞
m

j ＝ １

ajφj （ x） ，φ１ （ x） ，⋯ ，φm （ x）为线性无关的基函数 ，x ∈ ［α ，β］ ，

xi ∈ ［α ，β］ ．

上述要探索的问题 ，都属于离散问题解析化技术 ，详见第五章 ．

2 ．4 　 数学规划方法

数学规划方法是运筹学的重要分支 ，常称为优化方法 ，它渗透到科学技术的每

一个领域以及各级政府的管理部门 ，决策规划部门 ，甚至到每一个企业 ，每一个人 ．

这是因为 ，优化方法的实质 ，就是用最小的投入取得最大的收获 ．

优化方法也可分为连续型和离散型 ：如线性规划 ，二次规划 ，几何规划 ，非线性

规划等都属于连续型 ；又如整数规划 ，０ ，１ 规划 ，组合优化都属离散型 ：除此之外 ，

还有不确定型（随机型） ，如随机规划等 ．

连续型规划问题 ，一般可写成如下形式 ：

min
x ∈ X f （ x）

其中 X 彻 En ，x ＝ （ x１ ，x２ ，⋯ ，xn ）T ，当 X ＝ En 称无约束优化 ，当 X 炒 En 称为
约束优化 ．在一般情况下 X 可表示成如下形式 ：X ＝ ｛ x hj （ x） ＝ ０ ，j ∈ J｝ ，或

X ＝ ｛ x gi（x） ≤ ０ ，i ∈ I｝或 X ＝ ｛ x hj （ x） ＝ ０ ，j ∈ J ，gi（ x） ≤ ０ ，i ∈ I｝ ．其

中 I ，J为有限指标集 ．
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f （ x）称为目标函数 ，hj （x） ，gi（ x）称为约束函数 ，X 称约束区域 ．

当 f （ x） ，hj （ x） ，gi（ x）给不同的函数关系式就对应不同的规划 ，如 f （ x） ，

hj （ x） ，gi（ x）中有一个函数为非线性函数 ，常称为非线性规划 ．当 hj （ x） ，gi（ x）为
线性函数 ，目标函数是线性函数时称为线性规划 ．若目标函数时是二次函数时称为

二次规划 ．优化方法 ，就是探索如何求出上述问题的数值近似解 ，若 n较大 ，f （ x）
的非线性程度较高时 ，是十分困难的 ．本书第六章将介绍各种求解方法 ．

§ ３ 　 误差的来源及其对算法的影响

采用数值方法求解 § ２中所提出的数学问题 ，获得的解是近似解 ．若近似程度

满足不了实际问题的需要 ，该方法将失效 ．因此在建立数学模型 ，构造数值求解方

法时 ，必须注意误差的影响 ．

3 ．1 　 误差的来源

１ ．模型误差

用不同的数学语言描述 、刻画工程问题时 ，对应不同的数学模型 ，此模型与原

工程问题 ，总是有差异的 ，这种差异常称为模型误差 ，建模的关键问题是如何选择

恰当的数学语言去刻画该工程问题 ，使其模型误差最小 ．若模型误差超出了允许范

围 ，采用任何方法求解此数学模型都将失去任何实用价值 ．要真正定性特别是定量

分析模型误差范围是很困难的 ，有待于在实际中 ，针对不同工程问题去摸索相应的

方法 ．

２ ．模型参数误差

在一般情况下 ，建模时总有很多假设和难以确定的因素 ，这些假设和因素在模

型中往往以参数形式出现 ．若参数有误差 ，必将影响计算结果 ．如含参变量的积分 ：

∫
１

０
f （ x ，y ，t）d t ，当参变量 x ，y有误差时 ，也会给积分值带来误差 ．

３ ．方法误差（截断误差）

同一数学问题 ，采用不同数值方法 ，有不同的误差称方法误差 ．例如读者熟知

的同一积分 ，采用矩形公式 、梯形公式 、抛物线等数值积分公式 ，误差明显不一样 ．

又如

sin x ＝ 钞
∞

k ＝ ０

（－ １）
k x２ k＋ １
（２ k ＋ １） ！

≈ 钞
n

k ＝ ０

（－ １）
k x２ k＋ １
（２ k ＋ １） ！

取不同的 n ，得到的误差不一样 ，其方法误差为 钞
∞

k ＝ n＋ １
（－ １）

k x２ k＋ １
（２ k ＋ １） ！

≤

x ２ k＋ １

（２ k ＋ １） ！
，常称为截断误差 ．
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４ ．计算误差（舍入误差）

当算法给定时 ，要实现算法 ，就要对数进行四则运算 ．在计算机中 ，存放一个数

只能是有限位数 ，在计算过程 ，必须进行舍入 ，例如 １０ ÷ ３ 碝 ３ ．３３ ⋯ ３

n

，大量的计算

必带来舍入误差的积累和传递 ．

如何建立数学模型 ，构造相应的数值求解方法 ，使前述四种误差均能达到最

小 ，是算法构造者和建模者的核心任务 ．

3 ．2 　 误差的种类及求法

１ ．误差一般可分为如下两种 ：

　 　 绝对误差

Δ y ＝ 精确值减去近似值 扯 y － 珘y
　 　 相对误差

δy ＝
Δ y
y ＝

或 Δ y
珘y

当参加运算的数 ，数量级相差较大时 ，一般采用相对误差 ．

２ ．函数误差及四则运算误差的求法

设函数 y ＝ f （ x１ ，x２ ，⋯ ，xn） ，当自变量 xi有绝对误差 Δ xi和相对误差 δ（ xi）
时 ，如何求函数的绝对误差 Δ y和相对误差 δy ？
由全微分是函数增量的线性主部 ，易知绝对误差 ：

Δ y v＝ f （ x１ ＋ Δ x１ ，⋯ ，xi ＋ Δ xi ，⋯ ，xn ＋ Δ xn） － f （x１ ，x２ ，⋯ ，xn）

≈ dy ＝ 钞
n

i ＝ １

抄 f
抄 xi Δ xi

由此可知函数在某一点的绝对误差 ，不仅与该点自变量的绝对误差有关 ，还依赖于

函数在该点对每个变量的偏导数 ，且当函数对某个变量的偏导数发生巨变时 ，直接

使绝对误差发生巨变 ．

相对误差 ：

δy ＝
Δ y
y ＝ 钞

n

i ＝ １

xi
y

抄 f
抄 xi

Δ xi
xi ＝ 钞

h

i ＝ １

xi
y

抄 f
抄 xi

δ（xi）

由此可知 ，函数的相对误差和自变量相对误差的关系 ，不仅依赖于偏导数 ，还依赖

于每个自变量的值与函数值之比 ，当自变量不接近零时而函数值接近零 ，会使函数

的相对误差发生巨变 ．

四则运算的绝对和相对误差 ，只是上述函数的绝对与相对误差的特殊情况 ．即

在上述公式中取 y ＝ f （ x１ ，x２ ） ，f可分别取 x１ ，x２的和 、差 、积 、商 ，可得和 、差 、积 、

商的误差 ．
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和 、差的绝对和相对误差 ，取 y ＝ f （ x１ ，x２ ） ＝ x１ ± x２

Δ y ＝
抄 f
抄 x１ Δ x１ ＋

抄 f
抄 x２ Δ x２ ＝ Δ x１ ± Δ x２

δy ＝
Δ y
y ＝

Δ x１ ± Δ x２
x１ ± x２

由此可得到代数和的绝对误差等于绝对误差的代数和 ．从上式可知应尽量避免两

个绝对值很接近的同号的两个数相减 ，异号的两个数相加 ，否则影响和 、差的相对

误差 ．

商的绝对和相对误差 ：

f （ x１ ，x２ ） ＝
x１
x２

取

Δ y ＝
抄 f
抄 x１ Δ x１ ＋

抄 f
抄 x２ Δ x２ ＝

Δ x１
x２ －

x１
x２２ Δ x２ ＝

x２ Δ x１ － x１ Δ x２
x２２

δy ＝
Δ y

x１ ／x２ ＝ Δ y · x２
x１ ＝

x２ Δ x１ － x１ Δ x２
x２ x１ ＝ δ（ x１ ） － δ（ x２ ）

　 　 由此可知 ，商的相对误差等于分子的相对误差与分母的相对误差之差 ．应避

免绝对值很小的数作除数 ，否则其商的绝对误差发生巨变 ．

积的误差 ：

f （ x１ ，x２ ） ＝ x１ x２
取

Δ y ＝
抄 f
抄 x１

Δ x１ ＋
抄 f
抄 x２

Δ x２ ＝ x２ Δ x１ ＋ x１ Δ x２

δy ＝
Δ y
x１ x２ ＝ δ（ x１ ） ＋ δ（ x２ ）

由此可知 ，积的相对误差等于各因子相对误差之和 ．

3 ．3 　 误差对算法的影响

模型误差 、方法误差是客观存在的 ，在一般情况下 ，要作定量分析是很困难的 ，

因此不在此深究 ．当算法确定以后 ，在计算机上实现此算法时 ，计算误差的传递的

快慢和积累的多少 ，直接影响算法的优劣 ．误差传递慢或不传递且积累少的算法称

为稳定算法 ，否则称为不稳定的算法 ．不稳定的算法得到的数值解 ，往往被误差所

淹没而失去任何价值 ．一般地讨论算法的稳定性也是很困难的 ，也不在本书深究 ，

对于具体算法 ，若在应用中发现是不稳定 ，可作具体分析 ．在此只是告诉读者 ，误差

对算法是有影响的 ，甚至影响很大 ，在作四则运算时 ，应尽量避免和减少误差的产

生 ，以保证计算结果的准确性和可靠性 ．
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§ ４ 　 构造算法的途径

各类数学问题的数值求解方法是无法统计的 ，难以找到恰当的语言描述 ，特别

是当计算机软件和硬件广泛应用于每一个领域的今天更是如此 ．但从宏观上分析 ，

各种算法的构造 ，可按如下四种途径进行 ．

１ ．迭代技术 ；

２ ．离散化技术 ；

３ ．离散问题解析化技术 ；

４ ．优化技术 ．

每一种途径 ，一般是针对某一类数学问题提出的 ，但它们之间又有内在联系 ，

可以相互渗透 ．例如 ，迭代技术可用于其他三种技术 ，优化技术也可用于另外三种

技术 ．下面简介各种技术的基本思想和适用范围 ．

4 ．1 　 迭代技术

迭代技术也称为迭代法 ，常用于求解线性或非线方程（组）的解 ，在优化技术

中可用于求最优解 ．迭代法的实质 ，就是逐步达到最终的目标 ，且后一步比前一步

更加接近目标 ，只要找到本步和前一步或多步的关系式且本步更加接近目标 ，该迭

代方法就构成了 ．例如 ，求方程 f （ x） ＝ ０ ，在［a ，b］上的实根 ，可按如下方法构造

迭代式 ．

橙 x０ ∈ ［a ，b］ ，f （ x）在 x０ 的附近用一阶 Taylor公式取代 ，即上方程变为

f （ x０ ） ＋ f′（ x０ ）（ x － x０ ） ＝ ０

从此式解出 x ，记为 x１
x１ ＝ x０ － （ f′（ x０ ））－１ f （ x０ ）

再将 f （ x）在 x１ 处展开一阶 Taylor公式可得
x２ ＝ x１ － （ f′（ x１ ））－１ f （ x１ ）

如此继续下去 ，得到迭代通式

xn＋ １ ＝ xn － （ f′（ xn））－１ f （ xn ） ，　 n ＝ ０ ，１ ，⋯

可以证明 ：当 f （ x）在 ［a ，b］ 有根 ，且 f″（ x） 不变号 ，只要取初始点 x０ 满足
f （ x０ ） f″（ x０ ） ＞ ０ ，由上迭代式产生的数列｛ xn｝收敛于原方程的根 x 倡

，即 lim xn ＝
x 倡 ．当 n足够大时 ，可取 x 倡 ≈ xn为近似解 ，此方法可以推广到解线性和非线性方

程组 ，详见本书第三章 ．

4 ．2 　 离散化技术

离散化技术常用于求解常微分方程和偏微分方程的数值解 ．此技术的关键在
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于如何剖分（离散化）曲线（曲面）所在的区域为若干小区域 ，再将方程中未知函数

的各阶导数或偏导数 ，用相应离散点处未知函数的差商取代后 ，将微分方程转化为

代数方程组 ，通过解代数方程组获得未知函数在离散处的离散值 ，作为原微分方程

的数值解 ，此解能否取代原方程的解 ，取决于剖分的方法和稠密的程度 ．分割的技

巧在于如何处理下述矛盾 ：分割太细 ，计算工作量大 ，计算误差的积累和传递影响

数值解 ；分割粗了 ，获得的数值解又不能完全反映原问题的解 ．由此可知均分的方

法并不是好方法 ，它难以解决这对矛盾 ．本书第四章是为解决这对矛盾而设置的 ．

下面仅以一阶常微分方程初始值问题为例 ，说明离散技术的基本思想 ．

求解一阶方程 y′ ＝ f （ x ，y）在［a ，b］上满足初始条件 y（a） ＝ y０ （已知）的解

若将区间等分成 n个小区间 ：

（xi ，xi＋ １ ） ，xi ＝ a ＋ ih ，i ＝ ０ ，１ ，⋯ ，n ，h ＝
b － a
n

y′（ xi） ＝
y（ xi＋ １ ） － y（xi）

h ＝ f （ xi ，y（ xi））

即

y（ xi＋ １ ） ＝ y（ xi） ＋ hf （xi ，yi） ，i ＝ ０ ，１ ，⋯ ，n － １

由 y（x０ ） ＝ y（a） ＝ y０ 及上式可求得原方程的数值解
y（a） ，y（ xi） ，⋯ ，y（b）

这就是读者熟知的欧拉（Euler）法 ．

若将区间任意分成 n个小区间 ：

（ xi ，xi＋ １ ） ，i ＝ ０ ，１ ，２ ，⋯ ，n － １

并记

Δ hi ＝ xi＋ １ － xi 　 y（ xi） ＝ yi 　 y（x０ ） ＝ y（a） ＝ y０ ，y（ xn） ＝ y（b） ．

原微分方程可转化成如下代数方程组 ：

yi＋ １ － yi － Δ hi f （ xi ，yi） ＝ ０ ，　 i ＝ ０ ，１ ，⋯ ，n － １

此方程组是以 y１ ，y２ ，⋯ ，yn为未知数的方程组 ，当 f为线性函数时 ，此方程为线性

方程组 ；当 f 为非线性函数时 ，此方程为非线性代数方程组 ．解此方程组可得到原

微分方程组的数值解 y１ ，y２ ，⋯ ，yn ．

仿此可讨论求解偏微分方程的离散化技术 ，那时分割区域可能是平面或空间

上的区域 ，分割的方法更多 ，技巧更强 ，详见本书第四章 ．

4 ．3 　 离散问题解析化技术

离散问题解析化技术系指如何根据平面或空间上若干离散点的特性 ，构造一

解析函数来取代 ，使其绝大多数离散点在解析式所表示曲线或曲面上 ，或在其附

近 ．此技巧一般可以归结为求解线性或非线性最小二乘问题 ，从几何上讲 ，可称为
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曲线或曲面拟合问题 ，常采用分段折线 ，二次曲线 ，三次曲线去拟合平面上的离散

点 ，用分片的平面 ，二次曲面 ，三次曲面去拟合三维空间上的离散点 ．

最简单的方法是用多项式或多元多项式去取代离散点 ．设平面上离散点为

（ xi ，yi） ，i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ，拟合的多项式为 pm （ x） ＝ 钞
m

j ＝ ０

aj xj ，或广义多项式 qm （ x）

＝ 钞
m

j ＝ ０

αj xβj ，其中 aj ，βj 均为待定实数 ，aj 可归结为求如下规划问题 ：

min
a ∈ Em＋ １

F（a） ＝ 钞
n

i ＝ １

yi － 钞
m

j ＝ ０

aj xji
２

αj ，βj 可归结为求如下规划问题 ：

min
α ∈ Em

β ∈ Em

F（α ，β） ＝ 钞
n

i ＝ １

yi － 钞
m

j ＝ １

αj xβji
２

其中

a ＝ （a０ ，a１ ，⋯ ，am ）T ，α ＝ （α１ ，α２ ，⋯ ，αm ）
T
，β ＝ （β１ ，⋯ ，βm ）

T

由此可知 ，优化技术在离散问题解析化技术中的地位和作用 ．详细讨论可见第五

章 ．

4 ．4 　 优化技术

严格地说优化技术包括两个部分 ，其一建立优化模型 ，其二提供求解优化模型

的有效方法 ，应用范围极广 ．如何从不同的问题中 ，抽象出相应的模型 ，再根据模型

的特点和工程实际问题的需要构造可行的求解方法 ．这里所说的不同问题 ，包括工

程问题 ，几何问题 ，数学问题 ，日常生活中的问题 ．例如 ，线性或非线性方程组的求

解 ，微分方程的近似解析解 ，最佳逼近函数的求法均可归结为一类特殊的优化问题

——— 线性或非线性最小二乘问题 ．

例 　 在已知的三角形内求一点 p 使其到三边的距离之乘积最大 ．

解 　 此问题可归结为如下优化问题 ：

极大化函数 ：f （ x ，y ，z ） ＝ xyz
约束条件 ：ax ＋ by ＋ cz ＝ ２ s ，x ＞ ０ ，y ＞ ０ ，z ＞ ０

其中 a ，b ，c是三角形的三个边的边长 ，s为其面积 ，x ，y ，z 为三角形内任意一点 p
到三个边 a ，b ，c的距离 ．在此为优化变量 ，求解此问题的方法很多 ，最简单的方法

是利用几何平均值不超过算术平均值 ．

事实上 ，

f （ x ，y ，z ） ＝ xyz i＝ （ax）（by）（cz ）／abc ≤
１
abc

ax ＋ by ＋ cz
３

３
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≤
２ s
３

３

／abc

等号成立仅当 ax ＝ by ＝ cz ，由约束条件解得 ，最大点 x 倡
＝

２ s
３ a ，y 倡

＝
２ s
３ b ，z 倡

＝

２ s
３ c ，最大值 ＝

８ s３
２７ abc ．

从最大点的取值 ，由初等几何可得 p 点位置 ．

在工程中抽象出的优化模型 ，采用上例的方法求出精确解 ，一般是十分困难

的 ，甚至是不可能的 ，只有求近似数值解 ，即采用各种手段 ，构造序列｛ xn｝ 使
f （ xn）逐步逼近 f （x）在全空间或在某一给定区域上最小点或局部最小点 x 倡

．采

用不同的技巧 ，构造序列｛ xn｝就对应不同的优化方法 ，技巧的高低 ，看其 xn 趋于
x 倡 和 f （ xn）趋于 f （ x 倡

）的速度的快慢和精度的高低 ．

数值计算的上述四条途径 ，多数用于确定型连续的数学问题 ，但在工程实际中

还有大量的问题是不确定型且离散问题 ，是随机问题 ，解决这类问题需要概率统计

的理论与方法 ，本书不深入讨论 ，只在书末把解决这类问题当前常用到的遗传算

法 ，神经网络方法 ，作了一些简介 ．
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第二章 　理 论 基 础

§ １ 　矩 　 　阵

　 　矩阵是数值计算的基本工具 ，其基本概念和基本理论在后面的章节中有广泛

应用 ．

1 ．1 　特殊矩阵

将 m × n个数（复数或实数）写成矩阵的形式

A ＝ （aij ） ＝

a１１ a１２ ⋯ a１ n
a２１ a２２ ⋯ a２ n
… … …

am１ am２ ⋯ amn
则称 A 为 m × n阶矩阵 ，aij ，i ＝ １ ，⋯ ，m ，j ＝ １ ，⋯ ，n为矩阵的元素 ．如果 m ＝

n ，则简称为 n阶矩阵 ．

n阶矩阵 A 的主对角元素之和称为矩阵的迹 ：

trace（A ） ＝ ∑
n

i ＝ １

aii

trace（A ＋ B） ＝ traceA ＋ traceB
　 　设 A 为 n阶矩阵 ，如果存在 λ ∈ C和非零向量 x ∈ Rn

≠ ０ ，使得

A x ＝ λx
则称 λ为矩阵 A 的特征值 ，x 为 A 相应于特征值 λ的特征向量 ．

A 的所有特征值的和等于 A 的迹

traceA ＝ ∑
n

i ＝ １

λi ＝ ∑
n

i ＝ １

aii

其中 λi ，i ＝ １ ，⋯ ，n为 A 的特征值 ．A 的所有特征值的积等于 A 的行列式

det A ＝ ∏
n

i ＝ １

λi

　 　若 A为 n阶矩阵 ，当 i ≠ j时 ，aij ＝ ０ ，则称 A为对角矩阵 ，记为 diag（aii） ．aii ＝
１ ，i ＝ １ ，⋯ ，n的对角矩阵称为单位矩阵 ，用 I或 E表示 ；如果对 i ＜ j ，（ i ≤ j）有
aij ＝ ０ ，称 A 为下三角（严格下三角）矩阵 ，常用 L表示 ；如果对 i ＞ j ，（ i ≥ j）有
aij ＝ ０ ，则称 A为上三角（严格上三角）矩阵 ，一般用 R或U表示 ．主对角线元素全



为 １的上（下）三角矩阵称为单位上（下）三角矩阵 ．

对于 n阶矩阵 A 若存在 n阶矩阵 B使
AB ＝ BA ＝ I

称矩阵 A 可逆或非奇异 ，B称为矩阵A 的逆矩阵 ，记为 B ＝ A －１
，否则称 A 为奇异

的 ．n阶矩阵 A 非奇异的充要条件是 A 的行列式 det A ≠ ０ ．

两个 m × n阶矩阵 A 和B ，若存在非奇异的 m阶矩阵 P和非奇异的 n阶矩阵
Q ，使得

B ＝ PAQ
则称 A 和 B等价 ，等价矩阵可以通过一系列初等变换相互转换 ．

对于两个 n阶矩阵 A 和 B ，若存在非奇异矩阵 P使得
B ＝ P－１ AP

则称矩阵 A 和 B相似 ．相似矩阵具有相同的特征多项式和特征值 ，相似矩阵迹相

同 ．任何矩阵都相似于一个若当（Jordan）标准型 ．

定理 1 ．1 　设 A 为一 n × n的复矩阵 ，则存在非奇异矩阵 P ，使得

A ＝ P－１ JP
其中

J ＝

J１
J２ ０ 　 　

０ 　 　 　 筹

Js
称为若当标准型 Ji（ i ＝ １ ，⋯ ，s） ，有如下形式

Ji ＝

λi １ 　 　 ０

筹 筹

０ 筹 １

λi

　 　交换矩阵 A的行和列所得的矩阵叫做 A的转置矩阵 ，用 AT表示 ．如果 A ＝ AT
，

则称 A为对称矩阵 ．若 A为实对称矩阵 ，则 A的所有特征值都是实数 ，并且存在正

交矩阵 Q ，使得 A ＝ QTDQ ，其中 D ＝ diag（λi） ，λi（ i ＝ １ ，⋯ ，n）为 A 的特征值 ．

如果对称矩阵 A 的各阶顺序主子式均取正值 ，则称 A 为对称正定矩阵 ，对称

正定矩阵有如下等价条件 ：设 A ＝ A T
．

１）若 x ∈ Rn 不为零 ，则有 xTA x ＞ ０ ．

２） A 的所有特征值均大于零 ．

把矩阵 A 的元素 aij 用它的共轭复数代替所得的矩阵 ，称为 A 的共轭矩阵 ，记

为 A
－

．矩阵 A 的共轭矩阵 A
－

的转置叫做 A 的共轭转置 ，记为 A 倡
．
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A 倡
＝ （ 珚A ）

T
＝ （A T

－

）

A ＝ （A 倡
）
倡

＝ （A T
）
T
＝ A

＝

当 A 为实矩阵时 ，A 倡
＝ A T

．

对于 n阶矩阵 A ，若有 A 倡
＝ A ，则称 A 为 Hermite矩阵 ．

在实数域中 ，若 n阶矩阵 A 有 AA T
＝ I ，则称 A 为正交矩阵 ，一般用 Q表示 ，

而在复数域中 ，对 n阶矩阵 A ，若有 AA 倡
＝ I ，则称 A为酉矩阵 ，对酉矩阵 、正交矩

阵有 det A ＝ １ ，A 倡
＝ A －１

．

1 ．2 　矩阵分解

一个矩阵通常可以分解成几个矩阵的乘积的形式 ，在矩阵理论的研究与应用

中 ，把矩阵分解为一些特殊因子的乘积有着重要的意义 ，这些特殊的分解形式可以

反映原矩阵的某些特性 ，如矩阵的秩 、行列式 、特征值或奇异值等 ，同时矩阵分解在
矩阵的计算和理论分析中也有重要应用 ．

出现较多的分解为矩阵的三角分解 ．如果 n阶矩阵 A 的各阶顺序主子式均不
为零 ，那么 A 可分解成下三角矩阵 L 和上三角矩阵 R的乘积 ：

A ＝ LR （１ ．１）

这种分解一般不惟一 ，但如果要求其中的一个三角矩阵为单位三角矩阵 ，则上述分

解是惟一的 ．R为单位上三角矩阵时的分解叫做 Crout分解 ，L 为单位下三角矩阵
时的分解为Doolittle分解 ，在要求 L与 R同为单位三角矩阵时 ，把 L或 R中不为 １

的对角元提出来 ，分解式（１ ．１）成为
A ＝ LDR （１ ．２）

其中 ，D为一对角矩阵 ，且非奇异 ．当 A 为实对称正定矩阵时 ，A 可分解为
A ＝ LLT （１ ．３）

其中 ，L 为主对角线元素全为正的非单位下三角矩阵 ，并称为 Cholesky分解 ．如要

求 L 为单位下三角矩阵 ，类似于（１ ．２）式有
A ＝ LDLT （１ ．４）

这时 D为主对角线元素全为正的对角矩阵 ．

在矩阵分解中一种稳定的分解为正交分解 ．如果 A 为一个非奇异的 n阶实矩
阵 ，则存在正交矩阵 Q 以及一个主对角线元素全为正的上三角矩阵 R使

A ＝ QR （１ ．５）

称为矩阵 A 的正交分解 ．而当 A 为任意非奇的 n阶矩阵时 ，存在酉矩阵 U和主对
角线元素全为正的上三角矩阵 R使

A ＝ UR （１ ．６）

当 A 为对称正定矩阵时 ，则存在正交矩阵 Q 使得
A ＝ QDQT

，D ＝ diag（λ１ ，λ２ ，⋯ ，λn） （１ ．７）
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称为正交分解 ，其中 λ１ ，λ２ ，⋯ ，λn 为矩阵 A 的特征值 ．如果 A 为复的 Hermite矩
阵 ，则 A 有分解式

A ＝ UDU 倡
，　 D ＝ diag（λ１ ，λ２ ，⋯ ，λn） （１ ．８）

其中 U 为酉矩阵 ．若 A 为一个其特征值全为实数的实 n阶矩阵时 ，A 可以分解为
A ＝ QRQT

（１ ．９）

其中 ，Q为正交矩阵 ，R 为上三角矩阵 ．事实上对任意 n阶非奇异矩阵 A ，总存在

正交矩阵与 Q１ ，Q２ ，使

A ＝ Q１ DQT
２ （１ ．１０）

其中 ，D为主对角线元素全为正的对角矩阵 ．

对于 m × n阶矩阵 A ，如果 rank A ＝ n ，分解式 （１ ．６）成为

A ＝ UR ＝ U
R１

０
（１ ．１１）

其中 ，R１为 n阶上三角矩阵 ，０为（m － n） × n阶零矩阵 ．如果 rank A ＝ r（＜ n） ，

矩阵 A 的分解式为

A ＝ U
R１１ 　 　 ０

０ 　 　 　 ０
V 倡

（１ ．１２）

其中 ，R１１ 为秩为 r的 r阶上三角矩阵 ，其主对角线元素全为正 ，V 为 n阶酉矩阵 ．

事实上 rank A ＝ r的 m × n阶矩阵 A 还可得到更简单的分解式

A ＝ U Ω ０

０ ０
V 倡

（１ ．１３）

其中 ，Ω ＝ diag（σ１ ，σ２ ，⋯ ，σr ） ，σ
２
i ＝ λi ，i ＝ １ ，２ ，⋯ ，r ，λi为矩阵A 倡 A的全部非零

特征值 ，而在 A 为实矩阵时 ，（１ ．１３）式为

A ＝ P Ω ０

０ ０
QT

（１ ．１４）

其中 ，P ，Q为正交矩阵 ，σi ＞ ０ ，i ＝ １ ，２ ，⋯ ，r ，为矩阵 A的奇异值 ，而（１ ．１４）式称

为矩阵 A 的奇异值分解 ．

§ ２ 　向量和矩阵的范数

在数值计算中 ，我们需要衡量向量的大小 、两个向量点之间的距离 ，判别 n维
向量点 、列矩阵序列的收敛性 ，这就需要引入范数的概念 ．

2 ．1 　向量范数

定义 2 ．1 　设 Cn 是复数域 P上的线性空间 ，如果函数 ‖ · ‖ ：Cn
→ R＋ 满足
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（１）正定性 ：‖ x ‖ ≥ ０ ，x ∈ En ，当且仅当 x ＝ ０时 ，‖ x ‖ ＝ ０ ；

　 　 （２）齐次性 ：‖ αx ‖ ＝ α ‖ x ‖ ，x ∈ Cn
，α ∈ C ；

（３）三角不等式 ‖ x ＋ y ‖ ≤ ‖ x ‖ ＋ ‖ y ‖ ，x ，y ∈ Cn
，则称 ‖ · ‖ 为 Cn

上的范数 ．

常用的范数为 p唱范数（也叫 lp 范数）

‖ x ‖ p ＝ ∑
n

i ＝ １

xi p １／ p
，　 　 １ ≤ p ＜ ∞

当 p ＝ １ ，２ ，∞ 时 ，分别称为１唱范数 、２唱范数和 ∞ 唱范数或 l１范数 、l２范数和 l ∞ 范
数 ，记为

‖ x ‖ １ ＝ ∑
n

i ＝ １

xi

‖ x ‖ ２ ＝ ∑
n

i ＝ １

xi ２ １／２

‖ x ‖ ∞ ＝ max
１ ≤ i ≤ n

xi
　 　另一种常见的向量范数为加权范数或椭圆范数 ，它依据对称正定矩阵 A 来定
义 ：

‖ x ‖ G ＝ ［xTGTGx］１／２ ＝ （ xTA xT ）１／２ ＝ ‖ Gx ‖ ２

其中 G 为非奇矩阵且满足 GTG ＝ A ．

可以证明 ，向量范数是其各分量的连续函数 ，范数是向量大小的一种度量 ．同

一个向量 ，用不同的范数得到的数值是不同的 ，但它们之间有着密切的联系 ．

定理 2 ．1（范数等价性定理） 　设 ‖ · ‖ A 和 ‖ · ‖ B 是定义于 Cn上的两种范

数 ，则存在常数 c１ 和 c２ ，使得对任意 x ∈ Cn
，都有

c１ ‖ x ‖ A ≤ ‖ x ‖ B ≤ c２ ‖ x ‖ A （２ ．１）

　 　例如 ，对 l１ ，l２ ，l ∞ 范数 ，有

‖ x ‖ ∞ ≤ ‖ x ‖ １ ≤ n ‖ x ‖ ∞

‖ x ‖ ∞ ≤ ‖ x ‖ ２ ≤ n ‖ x ‖ ∞

１

n
‖ x ‖ １ ≤ ‖ x ‖ ２ ≤ ‖ x ‖ １

2 ．2 　矩阵范数

与向量范数对应 ，矩阵范数是定义在全体 m × n矩阵或 n阶矩阵集合上的实
值函数 ．

２ ．２ ．１ 　范数的定义

定义 2 ．2（矩阵范数） 　对任意 n阶复矩阵 A 和 B ，如果函数 ‖ · ‖ ：Cm × n
→
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R＋ 满足

（１）正定性 ：‖ A ‖ ≥ ０ ，当且仅当 A ＝ ０时 ，‖ A ‖ ＝ ０ ；

（２）齐次性 ：‖ αA ‖ ＝ α ‖ A ‖ ，α ∈ C ，A ∈ Cm × n
；

（３）三角不等式 ：‖ A ＋ B ‖ ≤ ‖ A ‖ ＋ ‖ B ‖ ；

（４）相容性 ：‖ AB ‖ ≤ ‖ A ‖ · ‖ B ‖ ．

则称 ‖ · ‖ 为复线性空间 Cm × n 上的矩阵范数 ，也记为 ‖ A ‖ ．

常用的矩阵范数是 Frobenius范数或叫 Euclid范数 ：

‖ A ‖ F ＝ ∑
n

j ＝ １
∑
n

i ＝ １

ai ，j ２ 霸斑

＝ ［trace（A 倡 A ）］霸斑

＝ ∑
n

i ＝ １

‖ A v i ‖ ２ 霸斑

其中 aij 为 A 的第 i行 、j列元素 ，v１ ，v２ ，⋯ ，v n 是 n维空间中的一组标准正交基 ．

２ ．２ ．２ 　相容范数和导出范数

矩阵范数可以理解为矩阵大小的一种度量 ，当矩阵 A 只有一列或一行元素
时 ，A 成为一个向量 ，如果矩阵范数 ‖ A ‖ 和向量范数 ‖ x ‖ 满足

‖ A x ‖ ≤ ‖ A ‖ · ‖ x ‖
则称 ‖ A ‖ 是与向量范数 ‖ x ‖ 相容的矩阵范数 ．

对于矩阵范数 ，可以通过已知的向量范数来定义与之相容的矩阵范数 ．设

‖ x ‖ 为一种向量范数 ，对任意 n阶矩阵 A ，把向量 A x 的范数在单位球面 ‖ x ‖
＝ １上的最大值定义为矩阵 A 的范数 ，即

‖ A ‖ ＝ max
‖ x ‖ ＝ １

‖ A x ‖ ＝ sup
x ≠ ０

‖ A x ‖
‖ x ‖

可以证明 ，这样定义的 ‖ A ‖ 满足矩阵范数定义的四个条件 ，并称这种矩阵范数

是由向量范数导出的矩阵范数 ，并且它与 ‖ x ‖ 是相容的 ．

与向量的 l１ ，l２ ，lm 范数对应 ，由它们导出的矩阵范数分别为

‖ A ‖ １ ＝ max
１ ≤ j ≤ n ∑

n

i ＝ １

aij

‖ A ‖ ２ ＝ λn

‖ A ‖ ∞ ＝ max
１ ≤ i ≤ n ∑

n

j ＝ １

aij

其中 λn 为 A 倡 A 的最大特征值 ．另一种常用且与 l２ 向量范数相容的矩阵范数是 F
唱范数 ：
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‖ A ‖ F ＝ ∑
n

j ＝ １
∑
n

i ＝ １

ai ，j ２ １／２

＝ ［trace（A 倡 A ）］１／２

＝ ∑
n

i ＝ １

‖ A vi ‖ ２ １／２

其中 v１ ，v２ ，⋯ ，v n是 n维空间中的一组标准正交基 ．它不但比 l２范数便于计算 ，而

且还有一个重要的性质 ——— 酉不变性 ，即对任意 n阶酉矩阵 P和 Q ，有

‖ A ‖ F ＝ ‖ PA ‖ F ＝ ‖ AQ ‖ F ＝ ‖ PAQ ‖ F

且满足

‖ AB ‖ F ≤ min｛ ‖ A ‖ F ‖ B ‖ ２ ，‖ A ‖ ２ · ‖ B ‖ F｝

　 　与加权向量范数相容的矩阵范数为

‖ A ‖ G ＝ ‖ GAG －１
‖ ２

其中 G 为非奇异矩阵 ，这种加权的矩阵范数在数值计算的误差分析中经常使用 ．

２ ．２ ．３ 　矩阵范数的等价性

与向量范数类似 ，各种不同的矩阵范数之间也存在等阶性 ．

定理 2 ．2 　 对于 n 阶矩阵集合上任意两个由向量范数导出的矩阵范数
‖ · ‖ A 和 ‖ · ‖ B 有

c２１ ‖ A ‖ A ≤ c１ c２ ‖ A ‖ B ≤ c２２ ‖ A ‖ A

其中 c１ ，c２ 由（２ ．１）确定 ．

２ ．２ ．４ 　矩阵的条件数

在数值计算中 ，矩阵的奇异性常常给问题的求解带来很大的困难 ，而矩阵的条

件数则可以衡量矩阵的奇异程度 ．

定义 2 ．3 　对于一个非奇异 n阶矩阵 A ，称

k（A ） ＝ ‖ A ‖ · ‖ A －１
‖

为矩阵 A 的条件数 ．

由矩阵范数的相容性 ，有

k（A ） ＝ ‖ A ‖ · ‖ A －１
‖ ≥ ‖ AA －１

‖ ＝ ‖ I ‖ ＝ １

即矩阵的条件数总不小于 １ ．条件数越小 ，则 A 的非奇异程度越高 ，称 A 为良态
的 ；条件数越大 ，则 A 的非奇异程度越差 ，称 A 为病态的 ．如果 λ１ ，λn 分别是 A 的
模最小和模最大的特征值 ，则

k（A ） ＝ λn ／ λ１
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２ ．２ ．５ 　谱半径

矩阵的谱半径是另一个衡量矩阵“大小”的量 ．

定义 2 ．4 　设 A是一个 n × n的复矩阵 ，λi（ i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n）是 A 的特征值 ，则

ρ（A ） ＝ max
１ ≤ i ≤ n

｛ λi ｝

称为 A 的谱半径 ．

（１）对任何一种相容的矩阵范数 ‖ A ‖ 均有

ρ（A ） ≤ ‖ A ‖

　 　 （２）对于任意一个 ε ＞ ０ ，总存在相容的矩阵范数 ‖ A ‖ ，使得

‖ A ‖ ≤ ρ（A ） ＋ ε

　 　 （３）对任意 n阶矩阵 A ，

‖ A ‖ ２ ＝ ［ρ（A 倡 A ）］霸斑

　 　 （４）如果 A 为一个正规矩阵或 Hermite矩阵 ，有

‖ A ‖ ２ ＝ ρ（A ）
　 　 （５）对任意 n阶矩阵 A 以及任意 k ＝ ０ ，１ ，２ ，⋯ ，有

ρ（Ak
） ＝ ρ

k
（A ）

　 　 （６）如果 ρ（A ） ＜ １ ，当且仅当lim
k → ０

A k
＝ ０且（ I － A ）可逆 ，其逆为

（ I － A ）－１
＝ I ＋ A ＋ A ２

＋ ⋯

如果 ‖ A ‖ ＜ １ ，则还可得

‖ （ I － A ）－１
‖ ≤ ∑

∞

i ＝ ０

‖ A ‖
i
＝

１
１ － ‖ A ‖

　 　注意 ，虽然谱半径可以理解为矩阵大小的一种度量 ，但它不是范数 ．

§ ３ 　集合的基本概念

3 ．1 　开集与闭集

　 　定义 3 ．1 　 x ∈ Rn
，ε ＞ ０ ，集合

S（ x０ ，ε） ＝ ｛ x ∈ Rn
‖ x － x０ ‖ ＜ ε｝

称为以 x０ 为中心 ，以 ε为半径的开球 ，或点 x０ 的 ε邻域 ．

定义 3 ．2 　设 Ω是 Rn的子集 ．若 x ∈ Ω ，且存在开球 S（ x ，ε） 炒 Ω ，则称 x为
A 的一个内点 ；若 x ∈ Rn

＼ Ω ，且存在开球 S（ x ，ε） ∈ Rn
＼ Ω ，则称 x 为 Ω 的外

点 ；若 x ∈ Rn 既非 Ω 的内点也非外点 ，则称 x 为 Ω 的边界点 ．Ω 的内点的全体称

为 Ω的内部 ，记作 int Ω ；Ω的外点的全体称为 Ω的外部 ，A 的边界点的全体称为 Ω

的边界 ，记作 抄 Ω ．
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定义 3 ．3 　设 Ω 炒 Rn
．若 Ω ＝ int Ω ，即对任意 x ∈ Ω ，存在 S（ x ，ε） 炒 Ω ，则

称 Ω 是 R中的开集 ；若 Rn
＼ Ω 是 Rn 中的开集 ，则 Ω 为 Rn 中的闭集 ．

在 R１ 中 ，开区间是开集 ，闭区间是闭集 ，半开半闭区间即非开集也非闭集 ．

Rn
，Φ 单点子集既是开集又是闭集 ．

定义 3 ．4 　 Ω 为 Rn 中的一个点集 ，若存在常数 C 使得对所有 x ∈ Ω ，均有

‖ x ‖ ≤ C ，则称 Ω 为有界集 ，其中 ‖ · ‖ 为任何一种范数 ．

定理 3 ．1 　有限多个开集的交集是开集 ，有限多个闭集的并集是闭集 ．任意多

个开集的并集是开集 ，任意多个闭集的交集仍是闭集 ．

3 ．2 　极限与收敛

定义 3 ．5 　设 ｛ xn｝是 Rn中的点列 ，x 倡
∈ Rn

．若对任意的 ε ＞ ０ ，存在自然的

N ，当 n ＞ N 时 ，‖ xn － x 倡
‖ ＜ ε ，则称 x 倡 为｛ xn｝的一个极限点 ，或说｛ xn｝收

敛到点 x 倡
，记作 lim

n → ∞
xn ＝ x 倡

．

定理 3 ．2 　 Rn 中任一个有界无穷点列（集）必有收敛子列 ．

定义 3 ．6 　设 ｛ xn｝是 Rn 中的一个子列 ，对于任意给定的 ε ＞ ０ ，存在自然数

N ＞ ０ ，对任意 n ＞ N 和任意正整数 m有
‖ xn＋ m － xn ‖ ＜ ε

成立 ，则称 ｛ xn｝为一 Cauchy序列 ．

Cauchy序列是判别一个序列收敛的有利工具 ．

定理 3 ．3 　在 Rn 空间中｛ xn｝收敛的充分必要条件是｛ xn｝ ∞
n ＝ １ 是 Cauchy 序

列 ．

§ ４ 　凸集与凸函数

4 ．1 　凸集

　 　定义 4 ．1 　设 S为 Rn 中的一个集合 ，若对 S 中任意两点 x ，y ，都有

λx ＋ （１ － λ）y ∈ S ，　 　 ０ ≤ λ ≤ １

则称 S为凸集 ，λx ＋ （１ － λ）y称为 x ，y的凸组合 ．

例 4 ．1 　超平面 H ＝
Δ
｛ x pT x ＝ α ，p ∈ Rn

｝为凸集 ．

例 4 ．2 　半空间 H －
＝
Δ
｛ x pT x ≤ α ，p ∈ Rn

，α ∈ R｝为凸集 ．

定义 4 ．2 　设 M 是 Rn 中的任一集合 ，包含 M 的 Rn中的最小凸集称为 M 的
凸包 ，记为 CoM ．

设 x１ ，x２是 Rn中两个不同的点 ，则集合｛ x１ ，x２｝的凸包是以 x１ ，x２为端点的
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线段 ．若 x１ ，x２ ，x３是 Rn中不共线的 ３点 ，则集合｛ x１ ，x２ ，x３｝的凸包是以 x１ ，x２ ，

x３ 为顶点的三角形 ．一般地 ，设｛ x０ ，x１ ，⋯ ，xk｝是 Rn中 k ＋ １个仿射无关的点（即

x１ － x０ ，⋯ ，xk － xk －１ 线性无关） ，则点集｛ x０ ，⋯ ，xk｝的凸包 σk ＝ Co｛ x０ ，⋯ ，xk｝
称为一个 k维单纯形 ．

4 ．2 　凸函数

定义 4 ．3 　设 D是 Rn中的非空凸集 ，函数 f ：D 炒 Rn
→ R１

＝ ｛ － ∞ ，＋ ∞ ］称

为是凸的 ，如果对所有 x ，y ∈ D ，及 ０ ＜ λ ＜ １ ，

f （λx ＋ （１ － λ）y） ≤ λf （ x） ＋ （１ － λ） f （y）
如果当 x ≠ y时 ，上述严格不等式成立 ，则称 f （ x）是严格凸的 ．如果存在正常数

c ＞ ０ ，使对所有 x ，y ∈ D ，０ ＜ λ ＜ １ ，有

f （λx ＋ （１ － λ）y） ≤ λf （ x） ＋ （１ － λ） f （y） － cλ（１ － λ） ‖ x － y ‖ ２

则称 f （ x）是一致凸的 ．显然凸 ，严格凸和一致凸有下列关系 ：

一致凸 痴严格凸 痴凸

有限个凸函数的非负线性组合是凸函数 ．

定理 4 ．1 　设 S是 Rn中的一个非空凸集 ，f是定义在 S上的凸函数 ，则水平集

Sα ＝ ｛ x x ∈ Rn
，f （ x） ≤ α｝是凸集 ．

定理 4 ．2 　设 f是凸集D上的凸函数 ，且 f ∈ C１
，那么 ，对任何 x ∈ D ，y ∈ D ，

有

f （y） ≥ f （ x） ＋ （y － x）T 楚 f （ x）
　 　从几何上看 ，对于连续可微的凸函数 f ，其函数图形位于其上任一点 x 处的
切平面的上方 ．

若 楚 f （ x）不存在 ，我们也可以通过引入次梯度的概念来刻画凸函数的几何

特性 ．

定义 4 ．4 　对于凸函数 f ：Rn
→ R１

∪ ｛＋ ∞ ｝ ，在给定点 x ∈ Rn
，若方向 ξ ∈

Rn 满足

f （y） ≥ f （ x） ＋ ξ
T
（y － x） ，橙 y ∈ Rn

则称 ξ为凸函数 f在点 x处的次梯度 ，称这些次梯度构成的集合为 f在 x处的次微
分 ，记为

抄 f （ x） ＝
Δ
｛ξ ξ ∈ Rn

，橙 y ∈ Rn
，f （y） ≥ f （ x） ＋ ξ

T
（y － x）｝

　 　在几何上 ，曲面 z ＝ f （y）位于超平面
z ＝ f （ x） ＋ ξ

T
（y － x）

上方 ，且与超平面交于 y ＝ x 点 ．我们称这样的超平面为凸函数 f 的支撑超平面 ．

定理 4 ．3 　设 D是 Rn 中的非空开凸集 ，f （ x）是定义在 D上的可微函数 ，则
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f （ x）为凸函数的充要条件是对任意两点 x ，y ∈ D ，成立

f （y） ≥ f （ x） ＋ （y － x）T 楚 f （ x）
而 f （ x）为严格凸函数的充要条件是上式不等号严格成立 ．

定理 4 ．4 　 设 D是 Rn 中的非空开凸集 ，f （ x）定义于 D且 f ∈ C２
，则 f （ x）

为凸函数的充要条件是对任何 x ∈ D ，二阶导数矩阵 楚
２ f （ x）是半正定的 ．

定理 4 ．5 　设 D是Rn中的非空开凸集 ，f （x）是定义在 S上的二次可微函数 ，

如果在每一点 x ∈ D ，楚
２ f （ x）是正定的 ，则 f （ x）为严格凸函数 ．

注意 ：定理 ４ ．５的逆定理不成立 ．

凸函数在优化中有着极好的性质 ．

定理 4 ．6 　设 D是 Rn中的非空凸集 ，f （ x）是定义在 D上的凸函数 ，则 f （ x）
在 S上的局部极小点是整体极小点 ，且极小点的集合是凸集 ．

§ ５ 　多 元 函 数

设 f ：D 炒 Rn
→ R ，则称 f 是定义在 D上的 n元函数 ．

5 ．1 　多元函数的连续性

定义 5 ．1 　连续函数 ．设 f ：D 炒 Rn
→ R ，x０ ∈ D ．如果对于任意给定的 ε ＞

０ ，存在 δ（ε） ，当 ‖ x － x０ ‖ ≤ δ（ε）时 ，有

f （ x） － f （ x０ ） ＜ ε

成立 ，则称 f （ x）在 x０ 连续 ．

若 f （ x）在 D上每个点连续 ，则称 f （ x）为 D上的连续函数 ．

定义 5 ．2 　一致连续 ．设 f ：D 炒 Rn
→ R在D上连续 ，如果对任意 ε ＞ ０ ，存在

δ（ε） ＞ ０ ，对任何 x ，y ∈ D ，当 ‖ x － y ‖ ＜ δ（ε）时 ，都有

f （ x） － f （y） ＜ ε

则称 f （ x）在 D上是一致连续的 ．

一致连续必定连续 ，但连续不一定一致连续 ，但如果连续函数定义在有界闭区

域上 ，则有

定理 5 ．1 　任何定义在有界闭区域上的连续函数是一致连续的 ．

比一致连续更强的连续条件是 H迸lder连续和 Lipschitz连续 ．

定义5 ．3 　设 f ：D
－

炒 Rn
→ R为定义在闭区域上的一个多元函数 ，若存在常

数 L ＞ ０ ，使得对任意 x ，y ∈ D
－

，有

f （ x） － f （y） ≤ L ‖ x － y ‖ p

其中 ０ ＜ p ≤ １ ，则称 f （ x）在 D
－

上是 H迸lder连续的 ，如果 p ＝ １ ，则称 f （ x）在 D
－
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