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第 1 章　模糊集合及其运算

　　本章重点介绍模糊集合的定义、表示方法及模糊集合间的运算，详细讨论模糊

集合与经典集合的互相转化关系（分解定理与表现定理），最后介绍几个刻画模糊

集合的模糊性程度的数量指标．

１．１　经典集合与特征函数

集合是现代数学中最基本的概念之一，集合可以表现概念、性质和运算，也可

以表现判断和推理，因而集合能够描述各门学科的语言、内容和思想．
所谓集合，是指具有某种特定属性的对象集体．例如，某一所学校的所有学生

就是一个集合．集合通常用大写字母 A，B，C 等表示．人们在研究具体问题时，总是

对局限于一定范围内的对象进行讨论，所讨论的对象的全体称为论域，常用 U，V，
X，Y 等来表示．论域 U 中的每个对象 u 称为 U 的元素．显然，论域 U 是一个集合，
而任一个经典集合总是由论域中的一些元素所构成的．

在论域 U 中任意给定一个元素 u 及任意给定一个经典集合 A，则 u 或者属于

A（记作 u∈A），或者不属于 A（记作 uA），二者必居且仅居其一．这种关系可用如

下二值函数表示：
χA ：U ｛０，１｝
　 u ｜ χA （u），

图 １．１．１　特征函数图

其中

χA （u） ＝ １， 　　u∈A；
０， 　　uA． （１．１．１）

函数 χA 称为集合 A 的特征函数，其图形如图

１．１．１ 所示，它明确地表示了集合 A，即对于

u∈ U，若 χA （u） ＝１，则 u 是 A 的 元素； 若

χA （u） ＝０， 则 u 不是 A 的元素．
经典集合的表示方法常见的有下列两种．
1．1．1　列举法

把集合中的所有元素一一列举出来表示集合的方法，称为列举法．当集合中的

元素个数为有限，且可以一一列举出来时，该集合可用列举法来表示．例如，以字母



a，b，c，d 为元素的集合 A 可表示为

A ＝｛a，b，c，d｝．
1．1．2　描述法

通过描述集合元素的共同特征来表示集合的方法，称为描述法，也称为定义

法．用数学语言表述就是，给定某一性质 P，P（ x）表示“ x 具有性质 P”，则具有性质

P 的全体元素 x 构成的集合可表示为

A ＝｛ x｜Ρ（ x）｝．
例如，设 χA 表示集合 A 的特征函数，则

A ＝｛ x｜χA （ x） ＝１｝． （１．１．２）

１．２　模糊集合与隶属函数

我们知道，概念是科学的细胞，每个概念都有它的内涵和外延．从集合论的观

点讲，一个概念的外延就是一个集合．有些概念在特定的场合有明确的外延，例如

“人”这个概念的外延就是世界上所有的人组成的集合．而有些概念在某些场合不

具有明确的外延，如“年轻人”这个概念，谁都无法给出明确的划分，哪些是年轻

人，而其余的都不是，这是因为“年轻”与“不年轻”之间没有明确的边界．又如“通
货膨胀”、“市场萧条”、“多云”、“高个子”、“稠油”、“高产油井”、“价格合理”、“教
学优质”等概念也都没有明确的外延，这种外延不明确的不确定性，我们称之为模

糊性．具有模糊性外延的概念，称为模糊概念．
由于经典集合只能表现具有明确外延的概念，不能表现模糊概念，因此经典集

合论在模糊概念面前显得无能为力．于是，要定量表现模糊概念和研究具有模糊性

的对象的客观规律性，就必须把经典集合的概念进行推广．为了定量地刻画模糊概

念和模糊现象，美国计算机与控制论专家 Ｌ．Ａ．Ｚａｄｅｈ 教授于 １９６５ 年提出了模糊

集合这一重要概念，其基本思想是：把经典集合中的隶属关系加以扩充，使元素对

“集合”的隶属程度由只能取 ０ 和 １ 这两个值推广到可以取单位区间［０，１］中的任

意一数值，从而实现定量地刻画模糊性对象．具体定义如下．
定义 1．2．1　设 U 为论域， 则 U 上的一个模糊集合 A 由 U 上的一个实值函数

μA ：U ［０，１］
u｜ μA （u） （１．２．１）

来表示．对于 u∈U， 函数值μA （u）称为 u 对于 A 的隶属度， 而函数μA 称为 A 的隶

属函数， 其图形如图 １．２．１ 所示．
由此可见， 模糊集合 A 是一个抽象的概念， 其元素是不确定的， 我们只能通

过隶属函数 μA 来认识和掌握 A．μA （u）的数值的大小反映了论域 U 中的元素 u 对

·２· 　第 １ 章　模糊集合及其运算　



图 １．２．１　隶属函数图

于模糊集合 Ａ的隶属程度， μA （u）的值越接近于 １，表示

u 隶属于 A 的程度越高； μA （ u）的值越接近于 ０，表示 u
隶属于 A 的程度越低．特别地，若μA （u） ＝１，则认为 u 完

全属于 A； 若 μA （u） ＝０，则认为 u 完全不属于 A．
论域 U 上的模糊集合的全体记为 F （U），称之为模

糊幂集．
对于 U 上的模糊集合A∈F （U），当 A 的隶属函数

μA 的值域为｛０， １｝时， μA 便是一个经典集合的特征函

数 χA ，此时 A 就是一个经典集合．因此，经典集合可看作

是特殊的模糊集合．如果我们记 P （U）为论域 U 上的经典集合的全体，则 P （U）
F （U）．

由于模糊集合 A 只能由其隶属函数 μA 来表达，因此，为方便起见，我们将用记

号 A（u）来代替 μA （u）．这样，模糊集合与其隶属函数的记号将不加区分．
模糊集合的表示方法最常见的有下列两种．
1．2．1 　Zadeh 表示法

当论域 U 只包含有限个元素，即 U ＝｛u １ ，u２ ，…，un ｝时，则 U 上的模糊集合 A
可表示为

　　A ＝A（u １ ） ／u １ ＋A（u２ ） ／u２ ＋… ＋A（un） ／un， （１．２．２）
式中符号 A（ui ） ／ui 不表示“分数”，而是表示元素 ui 隶属于 A 的程度为 A（ui ）；符
号“ ＋”也不表示“加号”，而是一种联系符号．

例 1．2．1　考虑 ５ 个科研项目，分别记为 u１ ，u２ ，u ３ ，u ４ ，u ５ ．取论域 U ＝｛u １ ，u ２ ，
u ３ ，u ４ ，u ５ ｝．现对这 ５ 个科研项目进行成果鉴定，请有关专家按百分制打分，规定几

项鉴定的技术指标，考核每个科研项目对“成果优秀”的符合程度．这里“成果优

秀”是一个模糊概念，用模糊集合 A 表示．设这些专家打分后，取其平均值，再除以

１００，得到的结果为

u１ ：８７ 分，记 A（u １ ） ＝８７／１００ ＝０．８７；
u２ ：７３ 分，记 A（u ２ ） ＝７３／１００ ＝０．７３；
u３ ：９４ 分，记 A（u ３ ） ＝９４／１００ ＝０．９４；
u４ ：８５ 分，记 A（u ４ ） ＝８５／１００ ＝０．８５；
u５ ：７９ 分，记 A（u ５ ） ＝７９／１００ ＝０．７９．

这样就确定了论域 U 上“成果优秀”这个模糊集合 A，用Ｚａｄｅｈ表示方法就是

A ＝０．８７／u １ ＋０．７３／u ２ ＋０．９４／u３ ＋０．８５／u ４ ＋０．７９／u５ ．
当论域 U 为无限集时，U 上的模糊集合 A 可表示为

·３·　１．２　模糊集合与隶属函数



A ＝∫U A（u）／u， （１．２．３）
式中符号“∫”不是普通的积分，也不是求和记号，而是表示各个元素与隶属度对

应关系的一个总括．
例 1．2．2　以年龄作论域，取 U ＝［０，２００］，Ｚａｄｅｈ 给出“年轻”的模糊集合 Y，

其隶属函数为

Y（u） ＝
１，　　　　　　　　 　０≤u≤２５，
１ ＋ u －２５

５
２ －１
， 　　２５ ＜u≤２００． （１．２．４）

图 １．２．２　“年轻”集的曲线

用 Ｚａｄｅｈ 表示方法就是

Y ＝∫［０，２５ ］ １ u ＋∫［２５ ，２０ ０ ］ １ ＋ u －２５
５

２ －１
u．

（１．２．５）
“年轻”Y 的曲线如图 １．２．２ 所示．由此可

见，年龄对“年轻”的隶属度呈现出连续的变

化，Y 的外延是不分明的、模糊的，这样描述更

符合人的意识。

1．2．2　向量表示法

当论域 U ＝｛u １ ，u ２ ，…，un｝时，U 上的模糊集合 A 也可用如下向量来表示：
A ＝（A（u１ ） ，A（u ２ ） ，…，A（un））． （１．２．６）

例如，例 １．２．１ 中的模糊集合“成果优秀”A 也可表示为

A ＝（０．８７， ０．７３， ０．９４， ０．８５， ０．７９）．
由于 A（ui ）∈［０，１］，i＝１，２，…，n，即（１．２．６）式确定的向量的每个分量的值

都在 ０ 与 １ 之间，我们把这种特殊的向量称为模糊向量．

１．３　模糊集合的运算

1．3．1　经典集合的运算及其性质

定义 1．3．1　设 A，B 为论域 U 上的两个经典集合．
（１） 如果属于 A 的元素都属于 B，则称集合 B 包含集合 A，或称 A 为 B 的子

集，记作 AB 或 BA．
（２） 如果 AB 且 BA，则称 A 与 B 相等，记作 A ＝B．

·４· 　第 １ 章　模糊集合及其运算　



（３） 由 A 与 B 的所有元素组成的集合称为 A 与 B 的并集，记作 A∪B，这时

A∪B ＝｛u｜u∈A 或 u∈B｝．
（４） 由 A 与 B 的所有公共元素组成的集合称为 A 与 B 的交集，记作 A∩B，这

时

A∩B ＝｛u｜u∈A 且 u∈B｝．
（５） 论域 U 中不属于集合 A 的所有元素构成的集合称为 A 的补集，或余集，

记作 A′，这时

A′＝｛u｜uA，但 u∈U｝．
（６） 由属于 A 但不属于 B 的所有元素组成的集合称为 A 与 B 的差集，记作

A －B，这时

A －B ＝｛u｜u∈A，uB｝．
集合的并、交、补和差运算常用如下 Ｖｅｎｎ 图来直观表示，图中阴影部分表示

集合运算后的并集、交集、补集和差集，如图 １．３．１ 所示．

图 １．３．１　经典集合的运算图

由于经典集合与其特征函数可互相转化，于是集合的包含、并、交、补运算可转

化为相应的特征函数的运算，其运算性质如下．
定理 1．3．1　设 U 为论域，u∈U，A 和 B 是 U 上的两个经典集合，则
（１） AB  χA （u）≤χB （u）， （１．３．１）
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即 A 包含于 B 等价于 A 在每一个元素 u 处的特征值均小于或等于 B 在 u 处的特

征值；
（２） χA∪ B （u） ＝ｍａｘ｛χA （u）， χB （u）｝， （１．３．２）

即 A∪B 在每一个元素 u 处的特征值等于 A，B 分别在 u 处的特征值取最大者，如
图 １．３．２（ ａ）所示；

（３） χA∩ B （u） ＝ｍｉｎ｛χA （u）， χB （u）｝， （１．３．３）
即 A∩B 在每一个元素 u 处的特征值等于 A，B 分别在 u 处的特征值取最小者，如
图 １．３．２（ｂ）所示；

（４） χA′（u） ＝１ －χA （u）， （１．３．４）
即 A′在每一个元素 u 处的特征值等于 １ 减去 A 在 u 处的特征值，如图 １．３．２（ｃ）所
示．

图 １．３．２　特征函数的运算图

不难验证，经典集合关于并、交、补这三种运算具有如下基本性质．
定理 1．3．2　设 U 为论域，A，B，C 为 U 上的三个经典集合，则
（１） 幂等律： A∪A ＝A， A∩A ＝A；
（２） 交换律： A∪B ＝B∪A， A∩B ＝B∩A；
（３） 结合律： （A∪B）∪C ＝A∪（B∪C），

（A∩B）∩C ＝A∩（B∩C）；
（４） 吸收律： （A∩B）∪B ＝B，（A∪B）∩B ＝B；
（５） 分配律： A∩（B∪C） ＝（A∩B）∪（A∩C），

A∪（B∩C） ＝（A∪B）∩（A∪C）；
（６） 复原律： （A′）′＝A；
（７） 两极律： A∪U ＝U， A∩U ＝A，

A∪ ＝A， A∩ ＝，
其中表示不包含任何元素的集合，称为空集；
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（８） Ｄｅ Ｍｏｒｇａｎ对偶律：
（A∪B）′＝A′∩B′， （A∩B）′＝A′∪B′；

（９） 排中律（互补律）： A∪A′＝U， A∩A′＝．
在数学中，通常把满足定理 １．３．２ 中这九条运算规律的代数系统称为布尔代

数（Ｂｏｏｌｅａｎ ａｌｇｅｂｒａ）．因此，（P （U），∪，∩，′）成为布尔代数．计算机的运算系统

就是建立在布尔代数系统基础上的．
1．3．2　模糊集合的格运算及其性质

由于经典集合是模糊集合的特例，即经典集合的特征函数是一种特殊的隶属

函数，于是 Ｚａｄｅｈ 由经典集合的特征函数的运算性质出发，引入模糊集合的包含与

相等关系以及并、交、补运算如下．
定义 1．3．2　设 U 为论域，A 和 B 是 U 上的两个模糊集合．
（１）如果u∈U，A（u）≤B（u），则称 A 包含于 B，或称 B 包含 A，记作 AB，即

AB  A（u）≤B（u），　　u∈U， （１．３．５）

图 １．３．３　隶属函数的运算图

这时也称 A 为 B 的子集，其隶属函数如图 １．３．３（ａ）所示．
（２） 如果 AB 且 BA，则称 A 与 B 相等，记作 A ＝B，即

A ＝B  A（u） ＝B（u），　　u∈U， （１．３．６）
（３） A 与 B 的并记作 A∪B，其隶属函数为

（A∪B）（u） ＝A（u）∨B（u）， （１．３．７）
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其中“∨”表示取上确界，如图 １．３．３（ｂ）所示．
（４） A 与 B 的交记作 A∩B，其隶属函数为

（A∩B）（u） ＝A（u）∧B（u）， （１．３．８）
其中“∧”表示取下确界，如图 １．３．３（ ｃ）所示．

（５） A 的补模糊集记作 A′，其隶属函数为

A′（u） ＝１ －A（u）， （１．３．９）
如图 １．３．３（ｄ）所示．

例 1．3．1　设某油田有 ５ 个不同的采油厂，采油厂构成的论域为 U ＝｛u １ ，u ２ ，
u ３ ，u ４ ，u ５ ｝．

A ＝（０．９， ０．５， ０．６， ０．８， ０．８）
表示“产量高”，

B ＝（０．７， ０．８， ０．３， ０．７， ０．８５）
表示“油质好”．则 A，B∈F （U），且

（１） “产量高且油质好”为
A∩B ＝（０．９∧０．７，０．５∧０．８，０．６∧０．３，０．８∧０．７，０．８∧０．８５）

＝（０．７， ０．５， ０．３， ０．７， ０．８）；
（２） “产量高或油质好”为
A∪B ＝（０．９∨０．７，０．５∨０．８，０．６∨０．３，０．８∨０．７，０．８∨０．８５）

＝（０．９， ０．８， ０．６， ０．８， ０．８５）；
（３） “产量不高”为
A′＝（１－０．９， １－０．５， １－０．６， １－０．８， １－０．８）
＝（０．１， ０．５， ０．４， ０．２， ０．２）．

注 1．3．1　两个模糊集合的并、交运算可推广到一般情形，即设 T 为任意给定

的指标集，t∈T，At 是 U 上的模糊集合，则
（１） ｛At ｝ t∈ T 的并记作∪

t∈ T
A t，其隶属函数为

∪
t∈ T

A t （u） ＝∨
t∈ T

At （u）； （１．３．１０）
（２） ｛At ｝ t∈ T 的交记作∩

t∈ T
A t，其隶属函数为

∩
t∈ T

A t （u） ＝∧t∈ T
At （u）． （１．３．１１）

类似于定理 １．３．２，模糊集合间关于并、交、补这三种运算满足定理 １．３．２ 中

的前 ８ 条运算规律，即有如下定理．
定理 1．3．3　在（F （ U），∪，∩，′）中，幂等律、交换律、结合律、吸收律、分配

律、复原律、两极律和 Ｄｅ Ｍｏｒｇａｎ对偶律均成立，但排中律不成立．
证明　我们仅证 Ｄｅ Ｍｏｒｇａｎ对偶律，其余的留给读者作为练习．
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设 A，B∈F （U），则u∈U，
　（A∩B）′（u） ＝１ －（A∩B）（u）

＝１ －［（A（u）∧B（u）］
＝［１ －A（u）］∨［１ －B（u）］．
＝A′（u）∨B′（u）
＝（A′∪B′）（u），

从而得（A∩B）′＝A′∪B′．
第三个等式成立，是因为若 A（u）≤B（u），则
　　１ －［A（u）∧B（u）］ ＝１ －A（u），

且 １ －A（u）≥１ －B（u）， 于是，
［１ －A（u）］∨［１ －B（u）］ ＝１ －A（u）．

根据复原律及已证明的等式，我们有

（A′∩B′）′＝（A′）′∪（B′）′＝A∪B，
即（A∪B）′＝A′∩B′．

最后我们举一个反例来说明排中律不成立．
取 U ＝｛u，v｝， A ＝（０．６， ０．４），则 A′＝（０．４， ０．６），从而

A∪A′＝（０．６， ０．６）≠U，
A∩A′＝（０．４， ０．４）≠．

通常把满足定理 １．３．２ 中前 ８ 条运算规律的代数系统称为软 代数 （ ｓｏｆｔ
ａｌｇｅｂｒａ）．根据定理 １．３．３，（ F （U），∪，∩，′）构成一个软代数，或称之为模糊格

（ ｆｕｚｚｙ ｌａｔｔｉｃｅ）．
上述介绍的模糊集的并、交运算是由 Ｚａｄｅｈ 提出的，称为模糊格运算，它是经

典集合格运算的直接推广．然而，推广的方式不是惟一的．
下面介绍模糊集合的另外几种常用的运算，这些运算也都是经典集合并、交运

算的推广．
1．3．3　模糊集合的其他运算

（１） 概率和 A ＋∧ B 与乘积 A· B，其隶属函数分别为

（A ＋∧ B）（u） ＝A（u） ＋B（u） －A（u）B（u）， （１．３．１２）
（A· B）（u） ＝A（u）· B（u）． （１．３．１３）

（２） 有界和 AB 与有界积 AB，其隶属函数分别为

（AB）（u） ＝ｍｉｎ｛A（u） ＋B（u），１｝， （１．３．１４）
（AB）（u） ＝ｍａｘ｛A（u） ＋B（u） －１，０｝． （１．３．１５）
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（３） Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 和 Aε＋B 与 Ｅｉｎｓｔｅｉｎ积 Aε· B，其隶属函数分别为

　　（Aε＋B）（u） ＝ A（u） ＋B（u）
１ ＋A（u）· B（u）， （１．３．１６）

　　（Aε· B）（u） ＝ A（u）· B（u）
１ ＋［１ －A（u）］［１ －B（u）］ ． （１．３．１７）

以上介绍的四对模糊集合的运算：（∪，∩）、（ ＋∧ ， · ）、（， ）、（ ε＋， ε· ）各自

适合于不同的描述对象，应用时必须根据实际问题加以选择．根据具体问题的要

求，也可以选取下列几对运算：（∪， · ）、（， · ）、（ ＋∧ ， ∩）、（， ∩）．

１．４　模糊集合的分解定理与表现定理

从模糊集合的定义我们已经看到，模糊集合所表示概念的外延是不明确的，即
模糊集合所含的元素是模糊的，它只能由其隶属函数来表示．然而，在研究和处理

实际问题时我们总希望对模糊概念有个明确的认识与判定，即给定一个标准之后，
希望能知道某个元素，对模糊集合的明确归属问题．为此我们需要知道模糊集合

与经典集合之间的相互转化关系．这就是本节将要介绍的分解定理与表现定理．
1．4．1　模糊集合的截集

截集概念在模糊集合与经典集合的互相转化中起着重要的桥梁作用，在解决

实际问题中也经常用到．为了引入截集的概念，我们先考察一个实例．
例 1．4．1　考虑某油田对所属的 ６ 个单位进行安全生产情况年度考核，这 ６

个单位分别记为 u １ ，u ２ ，u ３ ，u ４ ，u ５ ，u ６ ，设论域 U ＝｛ u１ ，u ２ ，u３ ，u ４ ，u５ ，u ６ ｝．现对每个

单位按百分制评分，再将分数除以 １００ 折合成隶属度，设它们的成绩为

u １ ：９４ 分，　u２ ：９６ 分，　u３ ：８３ 分，
u ４ ：１００ 分，　u ５ ：８５ 分，　u ６ ：７８ 分，

则得论域 U 上的“成绩”这一模糊集 A 为

A ＝（０．９４， ０．９６， ０．８３， １， ０．８５， ０．７８）．
现在要了解这 ６ 个单位中哪些是“安全生产成绩优秀”（９０ 分以上），哪些是“安全

生产成绩良好”（８０ 分以上），哪些是“安全生产成绩合格”（６０ 分以上）．考核方法

如下：
当 A（u）≥０．９ 时，u 为“安全生产成绩优秀”的单位，用 A０ ．９来表示这些单位所

构成的集合，则
A０ ．９ ＝｛u｜A（u）≥０．９｝ ＝｛u１ ，u２ ，u４ ｝ ，

这是一个经典集合．
类似地，用 A０．８和 A０ ．６分别表示“安全生产成绩良好”和“安全生产成绩合格”
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那些单位所构成的集合，则
A０ ．８ ＝｛u｜A（u）≥０．８｝
　　 ＝｛u１ ，u２ ，u３ ，u４ ，u５ ｝ ，
A０ ．６ ＝｛u｜A（u）≥０．６｝

　　　　 ＝｛u １ ，u ２ ，u ３ ，u ４ ，u ５ ，u ６ ｝．
我们把这种由模糊集 A 出发所得到的经典集 A０ ．９ ， A０ ．８和 A０．６称为 A 的截集．

一般地，我们有如下定义．
定义 1．4．1　设 A∈F （U），任取 λ∈［０，１］，记

Aλ ＝｛u∈U｜A（u）≥λ｝， （１．４．１）
称 Aλ 为 A 的 λ截集，而 λ称为阈值或置信水平．

又记

AS λ ＝｛u∈U｜A（u） ＞λ｝， （１．４．２）

图 １．４．１　截集、支集和核

称 ASλ为 A 的 λ强截集．
Aλ与 ASλ的直观意义如下：
（１） Aλ是由论域 U 中对于模糊集合 A 的隶

属度达到或超过阈值 λ的元素所构成的集合，
如图 １．４．１ 所示．

（２） ASλ是由论域 U 中对于模糊集合 A 的

隶属度超过阈值 λ的元素所构成的集合．
因此，Aλ与 ASλ都是 U 中的经典集合．如果

让 λ取遍［０，１］，我们就得到 U 中两个经典集

合族｛Aλ｝ λ∈ ［ ０ ，１ ］和｛ASλ｝ λ∈ ［０ ， １ ］ ，这里λ代表人们

的某种置信水平，当某个水平 λ给定时，模糊的 A 就精确化为分明的 Aλ 或 AS λ．因

此，可以说 Aλ 或 ASλ是 A 的一次曝光，也可以说｛Aλ｝ λ∈ ［ ０ ， １ ］或｛ASλ｝ λ∈ ［ ０ ， １ ］是 A 的集

合表示．
1．4．2　λ截集与 λ强截集的性质

由定义 １．４．１ 及模糊集合的运算，可以证明模糊集合的 λ截集与 λ强截集具

有下列性质．
定理 1．4．1　设 A∈F （U），则
（１） λ∈［０，１］，ASλAλ；
（２） A ０ ＝U，AS １ ＝；
（３） λ１，λ２∈［０，１］且 λ１≤λ２ ， Aλ２Aλ１ ；
（４） λ１，λ２∈［０，１］且 λ１≤λ２ ， ASλ２ AS λ１．

·１１·　１．４　模糊集合的分解定理与表现定理



图 １．４．２　模糊集的截集族

证明　（１）和（２）由定义 １．４．１ 直接可得．
（３）因为u∈U， u∈Aλ２ A（u）≥λ２ A（u）≥

λ１ u∈Aλ１ ，所以 Aλ２ Aλ１．
同理可证（４）．　□
此性质表明：（１） Α的 λ强截集是 Α的 λ截

集的子集；
（２） A 的 λ截集族｛Aλ｝ λ∈ ［ ０， １ ］ 和 λ强截集族

｛ASλ｝ λ∈ ［ ０ ， １ ］ 都是一个套着一个的经典集合族，如图

１．４．２所示．
定理 1．4．2　设 A，B∈F （U），λ∈［０，１］，则
（１） （A∪B） λ ＝Aλ∪Bλ；
（２） （A∩B） λ ＝Aλ∩Bλ；
（３） （A∪B） S λ ＝ASλ∪BS λ；
（４） （A∩B） S λ ＝ASλ∩BS λ．
证明　（１）因为

所以

u∈U， u∈（A∪B） λ （A∪B）（u）≥λ
 A（u）∨B（u）≥λ A（u）≥λ或 B（u）≥λ
 u∈Aλ 或 u∈Bλ u∈Aλ∪Bλ，

（A∪B） λ ＝Aλ∪Bλ．
同理可证（２） ～（４）．　□
对于无限个模糊集的情形，结论（１）和结论（４）一般不成立，即有如下定理．
定理 1．4．3　设 T 为任意指标集，t∈T， At∈F （U），则
（１） ∪

t∈ T
A t

λ∪t∈ T
（At ） λ； （１．４．３）

（２） ∩
t∈ T

A t
λ ＝∩t∈ T

（At ） λ； （１．４．４）
（３） ∪

t∈ T
A t

S λ ＝∪
t∈ T
（At） Sλ； （１．４．５）

（４） ∩
t∈ T

A t
S λ∩

t∈ T
（At） Sλ． （１．４．６）

证明　（１）因为

所以

u∈U， u∈∪
t∈ T
（At） λt０ ∈T，使 u∈（At ０ ） λ

 At０ （u）≥λ ∨
t∈ T

A t （u）≥At０ （u）≥λ
 u∈ ∪

t∈ T
A t

λ，
∪
t∈ T
（At ） λ ∪

t∈ T
A t

λ．
（２） 因为
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所以

u∈U， u∈∩
t∈ T
（At ） λ t∈T，u∈（At） λ

 t∈T， At （u）≥λ ∧
t∈ T

A t （u）≥λ
 u∈ ∩

t∈ T
A t

λ，
（∩

t∈ T
A t ） λ ＝∩t∈ T

（At ） λ．
同理可证（３）和（４）．　□
定理 1．4．4　设 A∈F （U），T 为任意指标集，且t∈T， λt∈［０，１］，则
（１） A ∨

t∈ T
λt ＝∩t∈ T

Aλt； （１．４．７）
（２） AS ∧

t∈ T
λt ＝∪t∈ T

ASλt； （１．４．８）
（３） λ∈［０，１］， （A′）λ ＝（AS （ １ －λ） ）′； （１．４．９）
（４） λ∈［０，１］， （A′） Sλ ＝（A １ －λ）′． （１．４．１０）
证明　（１） 因为

所以

u∈U， u∈A ∨
t∈T

λt  A（u）≥∨
t∈ T
λt

 t∈T， A（u）≥λt t∈T， u∈Aλt
 u∈∩

t∈ T
Aλt，

A ∨
t∈T

λt ＝∩t∈ T
Aλt．

（２） 因为

所以

u∈U， u∈AS ∧
t∈ T

λt  A（u） ＞∧
t∈ T
λt

 t０ ∈T， A（u） ＞λt０  t０ ∈T， u∈ASλt０
 u∈∪

t∈ T
AS λt ，

AS ∧
t∈ T

λt ＝∪t∈ T
ASλt．

（３） 因为

所以

u∈U，u∈（A′）λ A′（u）≥λA（u）≤１ －λ
 A（u）≯１ －λ uAS （ １ －λ）  u∈（AS （ １ －λ） ）′

（A′）λ ＝（AS （ １ －λ） ）′．
（４） 因为

所以

u∈U， u∈（A′） S λ A′（u） ＞λA（u） ＜１ －λ
 A（u）１ －λ uA１ －λ u∈（A１ －λ）′

（A′） Sλ ＝（A１ －λ）′．　□
注 1．4．1　（A′）λ≡（Aλ）′一般不成立．
例如，取 U＝［０，１］，A（ u） ＝０．５， u∈U，则 A′＝A．对λ＝０．３， 有（A′）０ ．３ ＝

U ＝A ０．３ ，从而（A ０．３ ）′＝，故（A′） ０．３ ≠（A０ ．３ ）′．
在实际应用中，A１ 和 AS ０这两个截集很有用，下面把它们抽象出来进行讨论．
定义 1．4．2　设 A∈F （U），称 A１ ＝｛u∈U｜A（u） ＝１｝为 A 的核，记作 ｋｅｒA，即
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ｋｅｒA ＝｛u∈U｜A（u） ＝１｝； （１．４．１１）
称 AS ０ ＝｛u∈U｜A（u） ＞０｝为 A 的支集，记作

ｓｕｐｐA ＝｛u∈U｜A（u） ＞０｝； （１．４．１２）
而称 AS ０ －A１ 为 A 的边界，记作 ｂｏｎA，即
　　　　ｂｏｎA ＝｛u∈U｜A（u） ＞０，且 A（u）≠１｝． （１．４．１３）

如果 ｋｅｒA≠，则称 A 为正规模糊集，否则称 A 为非正规模糊集．
A 的核 ｋｅｒA 是完全属于 A 的元素所构成的，随着 λ由 １ 向 ０ 递减变化，Aλ 从

A １ 出发不断扩大，最终达到最大集合 ｓｕｐｐA．A 的边界 ｂｏｎA 则是介于完全属于 A
与完全不属于 A 之间的元素的全体，称之为 A 的“灰色”地带．A 的核、支集如图
１．４．１ 所示．

1．4．3　分解定理

前面我们已经看到，由模糊集 A 出发通过截集运算可得两个经典集合族
｛Aλ｝ λ∈ ［ ０， １ ］和｛ASλ｝ λ∈ ［０ ， １ ］ ．下面我们进一步研究它们之间的关系．为此，我们先引
入数与模糊集的截积运算．

定义 1．4．3　设 λ∈［０，１］，A∈F （U），则 λ与 A 的截积（记作λA）定义为
（λA）（u） ＝λ∧A（u）， 　　u∈U， （１．４．１４）

其中

λ∧A（u） ＝ A（u）， 　　λ≥A（u），
λ，　　　　λ＜A（u）． （１．４．１５）

如图 １．４．３（ ａ）所示．由此可见，λA 仍为 U 上的模糊集合．
根据定义 １．４．３，若 A 为 U 中的经典集合，则λA 就变为模糊集合，这是因为

（λA）（u） ＝ λ， 　　u∈A，
０， 　　uA． （１．４．１６）

如图 １．４．３（ｂ）所示．

图 １．４．３　截积隶属曲线
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　　定理 1．4．5（分解定理Ⅰ）　设 A∈F （U），则
A ＝∪λ∈ ［ ０，１ ］ λAλ． （１．４．１７）

证明　只需证明u∈U，有
A（u） ＝∨λ∈ ［０ ， １ ］ ［λ∧Aλ（u）］．

事实上，因 A（u）∈［０，１］，故
　∨λ∈ ［ ０ ， １ ］ ［λ∧Aλ（u）］
＝｛∨λ∈ （ ０ ，A （ u ） ］ ［λ∧Aλ（u）］｝∨｛∨λ∈ （ A （ u ） ，１ ］ ［λ∧Aλ（u）］｝，

注意到

Aλ（u） ＝ １， 　　A（u）≥λ，
０， 　　A（u） ＜λ． （１．４．１８）

所以
　　∨λ∈ ［ ０ ，１ ］ ［λ∧Aλ（u）］ ＝∨λ∈ （ ０ ， A （ u ） ］ （λ∧１）

＝∨λ∈ （ ０ ， A （ u ） ］ λ＝A（u）． （１．４．１９）
分解定理Ⅰ表明：任取λ∈［０，１］，将模糊集 A 切成经典集 Aλ，再用λ与 Aλ 作

截积得模糊集 λAλ，将所有的 λAλ（λ∈［０，１］）拼起来，组成一个模糊集∪λ∈ ［ ０， １ ］

λAλ，此模糊集就是 A，如图 １．４．４ 和图 １．４．５ 所示．图中粗折线表示 λAλ 的图像，
随着 λ在［０，１］区间上的变动，无数个折线点所连成的上包络线就是模糊集 A 的

隶属函数的曲线．

图 １．４．４　分解定理Ⅰ流程图 图 １．４．５　分解定理Ⅰ隶属函数图

　　由式（１．４．１９）我们可以得到一个求 A 的隶属函数的公式，即
推论 1．4．1　设 A∈F （U），则u∈U，有

A（u） ＝∨｛λ∈［０，１］｜u∈Aλ｝． （１．４．２０）
例 1．4．2　设 U ＝｛u １ ，u ２ ，u３ ，u４ ｝ ，A∈F （U），A ＝（０．９，０．６， ０．８， ０．４），则
当 λ∈（０， ０．４］时，Aλ ＝（１，１，１，１），λAλ ＝（λ，λ，λ，λ）；
当 λ∈（０．４， ０．６］时，Aλ ＝（１，１，１，０），λAλ ＝（λ，λ，λ，０）；
当 λ∈（０．６， ０．８］时，Aλ ＝（１，０，１，０），λAλ ＝（λ，０，λ，０）；
当 λ∈（０．８， ０．９］时，Aλ ＝（１，０，０，０），λAλ ＝（λ，０，０，０）．

故
∪λ∈ ［ ０ ，１ ］ λAλ ＝（０．４， ０．４， ０．４， ０．４）∪（０．６， ０．６， ０．６， ０）
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　∪（０．８， ０， ０．８， ０）∪（０．９， ０， ０， ０）
＝（０．９， ０．６， ０．８， ０．４） ＝A．

类似于定理 １．４．５ 的证明，我们有如下分解定理Ⅱ及其推论．
定理 1．4．6（分解定理Ⅱ）　设 A∈F （U），则

A ＝∪λ∈ ［ ０，１ ］ λASλ． （１．４．２１）
推论 1．4．2　设 A∈F （U），则u∈U，有

A（u） ＝∨｛λ∈［０，１］ ｜u∈AS λ｝． （１．４．２２）
分解定理Ⅱ中的指标集［０，１］可用［０，１］中的有理数集 Q 来代替，即有下面

推论．
推论 1．4．3　设 A∈F （U），则

A ＝∪λ∈ QλASλ， （１．４．２３）
其中 Q 为［０，１］中的有理数集．

更一般地，我们有如下结论．
定理 1．4．7（分解定理Ⅲ）　设 A∈F （U），令

H：［０，１］ P （U）
　　　λ｜ Η（λ）

满足：λ∈［０，１］， AS λH（λ）Aλ，则
（１） A ＝∪λ∈ ［ ０，１ ］ λH（λ）； （１．４．２４）
（２） 对 λ１ ，λ２∈［０，１］， λ１≤λ２H（λ１ ）H（λ２ ）；
（３） λ∈［０，１］，有

Aλ ＝∩α＜λH（α）， （１．４．２５）
ASλ ＝∪α＞λH（α）． （１．４．２６）

这里约定∪ t∈  At ＝，∩ t∈  At ＝U，其中 At 是 U 中的经典集合．
证明 　（１） 因为λ∈［０，１］，ASλH（λ）Aλ，所以λ∈［０，１］，λASλλH（λ）

λAλ，从而
∪λ∈ ［ ０，１ ］ λASλ∪λ∈ ［０ ，１ ］ λH（λ）∪λ∈ ［ ０， １ ］ λAλ．

根据定理 １．４．５ 和定理 １．４．６，上式两端均为 A，故
A ＝∪λ∈ ［ ０， １ ］ λH（λ）．

（２） 首先证明 λ１ ＜λ２ Aλ２ASλ１．事实上，
u∈Aλ２ A（u）≥λ２ ＞λ１ u∈AS λ１ ，

从而 λ１ ＜λ２H（λ１ ）ASλ１ Aλ２H（λ２ ）．
（３） 仅证式（１．４．２６），式（１．４．２５）的证明留给读者．
若 λ＞０，则α＞λ，有

H（α）AαAS λ∪α＞λH（α）AS λ．
反之，由式（１．４．８），有

H（α）ASα∪α＞λH（α）∪α＞λASα ＝ΑS （ ∧ α＞λα） ＝ASλ．
故得　ASλ ＝∪α＞λH（α）．　□
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由定理 １．４．７ 及推论 １．４．１和 １．４．２ 可得如下推论．
推论 1．4．4　设 H 满足定理 １．４．７ 的条件，则u∈U，

A（u） ＝∨｛λ∈［０，１］｜u∈H（λ）｝． （１．４．２７）
注 1．4．2　在分解定理Ⅲ中，H（λ）不一定是 Aλ 或 ASλ，只要在二者之间即可．

特别当 H（λ）取 Aλ 或 AS λ时，分解定理Ⅲ就成为分解定理Ⅰ或Ⅱ．因此，分解定理

Ⅰ和Ⅱ是分解定理Ⅲ的特例．
1．4．4　表现定理

定理 １．４．７ 中给出的映射
H：［０，１］ P （U）

是一种取值为集合的映射，称之为集合值映射．集合值映射在模糊数学、数理经济

学、运筹学、微分方程的定性理论等学科中具有广泛的应用．下面介绍一种特殊的

集合值映射，称之为集合套，这在模糊集理论的研究中起着重要作用．
定义 1．4．4　设集合值映射

H：［０，１］ P （U），
　　　λ｜ Η（λ）．

若 H 具有性质：λ１≤λ２H（λ１）H（λ２），则称 H 为 U 上的集合套．U 上的集合套

的全体记为 U （U）．
显然，定理 １．４．７中给出的集合值映射是一个集合套，任一个模糊集 A 的截集族

｛Aλ｝ λ∈ ［ ０ ，１ ］和强截集族｛ASλ｝ λ∈ ［０ ， １ ］ 也都是集合套．
分解定理Ⅲ告诉我们，一个模糊集可以由其自身分解出的集合套而“拼成”．

下面将介绍的表现定理则表明：任何一个集合套都能拼成一个模糊集．
定理 1．4．8（表现定理Ⅰ）　设 H 为 U 上的任何一个集合套，则

A ＝∪λ∈ ［ ０，１ ］ λH（λ）
是 U 上的一个模糊集，且λ∈［０，１］，有

（１） ASλ ＝∪α＞λH（α）；
（２） Aλ ＝∩α＜λH（α）．
证明　因λ∈［０，１］，H（λ）∈P （U），而 λΗ（λ）∈F （U），故∪λ∈ ［ ０，１ ］ λH（λ）

∈F （U），记
A ＝∪λ∈ ［ ０， １ ］ λH（λ）．

根据定理 １．４．７，欲证（１）和（２），只须证λ∈［０，１］，ASλH（λ）Aλ 即可．
因为 u∈ASλ∨α∈ ［ ０，１ ］ ［α∧H（α）］（u） ＞λ

λ０∈［０，１］，使 λ０∧H（λ０ ）（u） ＞λ
 λ０ ＞λ，且 H（λ０ ）（u） ＝１
 u∈H（λ０ ）H（λ）．

　　另一方面，
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　　u∈H（λ） H（λ）（u） ＝１
∨α∈ ［ ０，１ ］ ［α∧H（α）］（u）≥λ∧H（λ）（u） ＝λ
 A（u）≥λ u∈Aλ．

所以 ASλH（λ）Aλ，λ∈［０，１］．　□
注 1．4．3　表现定理Ⅰ为我们提供一种构造模糊集的有效方法，即设 H∈

U （U），则 A ＝∪λ∈ ［０ ，１ ］ λH（λ）∈F （U），其隶属函数为

A（u） ＝∨｛λ∈［０，１］｜u∈H（λ）｝，　　u∈U． （１．４．２８）
例 1．4．3　设 U ＝｛u １ ，u ２ ，u３ ，u４ ，u５ ｝ ，给定 U 上一个集合套 H 如下：
λ＝０： 　　　　H（λ） ＝（１，１，１，１，１）；
０ ＜λ＜０．２： H（λ） ＝（０，１，１，１，１）；
０．２≤λ≤０．５： H（λ） ＝（０，１，０，１，１）；
０．５ ＜λ≤０．８： H（λ） ＝（０，１，０，１，０）；
０．８ ＜λ≤１： H（λ） ＝（０，０，０，１，０）．

则由式（１．４．２８）可得

A（u１ ） ＝∨｛λ∈［０，１］ ｜u１ ∈H（λ）｝ ＝０，
A（u２ ） ＝∨｛λ∈［０，１］ ｜u２ ∈H（λ）｝ ＝∨λ∈ ［ ０ ，０．８ ］ λ＝０．８，
A（u３ ） ＝∨｛λ∈［０，１］ ｜u３ ∈H（λ）｝ ＝∨λ∈ ［ ０ ，０．２ ） λ＝０．２．

　　同理可得 A（u ４ ） ＝１，A（u ５ ） ＝０．５，故由所给集合套 H 得到的模糊集合为

A ＝（０， ０．８， ０．２， １， ０．５）．
注 1．4．4　表现定理Ⅰ可进一步推广，下面介绍一种推广形式．
定义 1．4．5　在 U 上的集合套族 U （U）中定义并（∪）、交（∩）、补（′）运算如

下：
（１） 设 H，H１ ，H２ ∈U （U），则对 λ∈［０，１］，定义

（H１ ∪H２ ） （λ） ＝H１ （λ）∪H２ （λ）； （１．４．２９）
（H１ ∩H２ ） （λ） ＝H１ （λ）∩H２ （λ）； （１．４．３０）

H′（λ） ＝（H（１ －λ））′． （１．４．３１）
（２） 设 T 为任意指标集，｛Ht ｜t∈T｝U （U），则对 λ∈［０，１］，定义

∪
t∈ T

Ht （λ） ＝∪t∈ T
Ht （λ）； （１．４．３２）

∩
t∈ T

Ht （λ） ＝∩t∈ T
Ht （λ）． （１．４．３３）

定理 1．4．9　对于任意 H∈U （U）及λ∈［０，１］，有
（１）∪α＞λH（α） ＝∪α＞λ ∩β＜αH（β）； （１．４．３４）
（２）∩α＜λH（α） ＝∩α＜λ ∪β＞αH（β）． （１．４．３５）
证明　（１） 因对于任意 β＜α，H（α）H（β），从而有

H（α）∩β＜αH（β）．
故
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∪α＞λH（α）∪α＞λ∩β＜αH（β）．
反之，对于任意 α＞λ，存在 γ使 α＞γ＞λ．若 x∈∩β＜αH（β），则 x∈H （γ）

∪
α ＞λ

H（α ），从而有∩β＜αH（β） ∪α ＞λH（α
 ），故

∪α＞λ∩β＜αH（β） ∪α ＞λH（α
 ） ＝∪α＞λH（α）．

（２） 类似可证．　□
定义 1．4．6　设 H１ ，H２ ∈U （U），若λ∈［０，１］，有

∪α＞λH１ （α） ＝∪α＞λH２ （α）， （１．４．３６）
则称 H１ 与 H２ 等价，记作 H１ ～H２ ．

由定理 １．４．９ 和定义 １．４．６可得

推论 1．4．5　设 H１ ，H２ ∈U （U），则 H１ ～H２ 当且仅当λ∈［０，１］，有
∩α＜λH１ （α） ＝∩α＜λH２ （α）． （１．４．３７）

容易验证， ～是 U （U）上的一个等价关系，记
U  （U） ＝｛H ｜H∈U （U）｝ ＝U （U）／～，

其中 H ＝｛G｜G∈U （U），G ～H｝是 H 所在的等价类．
定理 1．4．10（表现定理Ⅱ）　令

　　　　　　　　T：U  （U） F （U）
H ｜ T（H ） ＝ ∪λ∈ ［ ０ ，１ ］λH（λ）， （１．４．３８）

则 T 为从（U  （U），∪，∩，′）到（F （U），∪，∩，′）上的一一满射，且λ∈［０，１］，
有

（１） （T（H ）） SλH（λ）（T（H ）） λ； （１．４．３９）
（２） （T（H ）） λ ＝∩α＜λH（α）； （１．４．４０）
（３） （T（H ）） Sλ ＝∪α＞λH（α）． （１．４．４１）
此证明留给读者作为练习．

１．５　模糊性的度量

由于模糊集是实现定量刻画模糊性对象的概念，而不同的模糊性对象的模糊

程度是不一样的，于是不同的模糊集的模糊程度是有区别的．那么，如何来定量刻

画模糊集的模糊程度呢？ 这是我们处理模糊概念与模糊信息时非常重要的指标．
设 A 为论域 U 上的一个模糊集，u∈U．若隶属度 A（u）接近 １，则肯定的程度

高，相应的模糊性就小；若 A（u）接近 ０，则否定的程度高，相应的模糊性也就小；而
若 A（u）在 ０．５ 的周围，则 u 对 A 的隶属关系最不稳定，相应的模糊性也就最大．
因此，如果我们用 D（A）来度量模糊集 A 的模糊性，则 D（A）应当满足下列条件：
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（１） 若 A 为分明集， 则 D（A） ＝０， 即分明集的模糊程度为 ０；
（２） 若 A 的隶属度恒为 ０．５， 则 D（A） ＝１， 即隶属度恒为０．５的模糊集最模

糊， 这是因为此时 A（u） ＝A′（u）， 无法判断 u 对 A 和 A′的归属问题；
（３） 若｜A（u） －０．５｜的值越大， 则 D（A）越小， 即越清晰； 而若｜A（u） －０．５ ｜

的值越小， 则 D（A）越大， 从而越模糊；
（４） D（A） ＝D（A′）， 即 A 与其补集 A′的模糊性相同．
由此我们给出如下公理化定义．
定义 1．5．1　设映射

D：F （U） ［０，１］
满足下列 ５ 条性质：

（１） 清晰性： D（A） ＝０ 当且仅当 A∈P （U）；
（２） 模糊性： D（A） ＝１ 当且仅当u∈U，A（u） ＝０．５；
（３） 单调性： 若u∈U， A（u）≤B（u）≤０．５， 或者

A（u）≥B（u）≥０．５， 则 D（A）≤D（B）；
（４） 对称性： A∈F （U），D（A） ＝D（A′）；
（５） 可加性： D（A∪B） ＋D（A∩B） ＝D（A） ＋D（B）．

则称 D 为定义在 F （U）上的模糊度函数，而称 D（A）为模糊集 A 的模糊度．
下面我们就论域 U 为有限集和无限集两种情况介绍几个常用的模糊度的计

算公式．
1．5．1　有限论域上的模糊度

定理 1．5．1　设 U ＝｛u １ ，u ２ ，…，un ｝，考虑映射

　　D：F （U） ［０，１］
　　　　A ｜ D（A） ＝g（ ∑n

i ＝１
c i f i （A（ui ）））， （１．５．１）

其中 ci 为正实数，而 f i ：［０，１］ ［０， ＋∞）满足

（１） x∈［０，１］， f i（ x） ＝f i （１ －x）；
（２） f i （０） ＝０；
（３） f i （ x）在［０，０．５］上严格递增．

记 a ＝∑n
i ＝１

ci fi （０．５）， g：［０，a］ ［０，１］严格递增，且 g（０） ＝０，g（a） ＝１．则 D

为 F （U）上的模糊度函数．
证明　由条件（１）和（２）知， i∈｛１，２，…，n｝， 有 f i （０） ＝fi （１） ＝０，且若 A∈

P （U），则 A（ui ） ＝０ 或者 １．故
D（A） ＝g（ ∑n

i ＝１
c i f i （A（ui ））） ＝g（０） ＝０．
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反之，若 A∈F （U），且 D（A） ＝０，则必有

∑n

i ＝１
ci fi （A（ui ）） ＝０，

从而i∈｛１，２，…，n｝，A（ui ） ＝０ 或者 １，即 A∈P （U），于是，清晰性成立．
设u∈U， A（u） ＝０．５，则

D（A） ＝g （ ∑n

i ＝１
ci f i （０．５）） ＝g（a） ＝１．

反之，若 D（A） ＝１，则
∑n

i ＝１
ci f（A（ui）） ＝a ＝∑n

i ＝１
ci fi （０．５），

从而i∈｛１，２，…，n｝，A（ui ） ＝０．５．于是，模糊性也成立．
同理可证单调性、对称性和可加性．　□
下面我们利用定理 １．５．１ 给出几种常用模糊度的计算公式．
例 1．5．1　设 U ＝｛u １ ，u ２ ，…，un ｝，A∈F （U）且
　　Dp （A） ＝ ２n １ ／p ∑

n

i ＝１
｜A（ui ） －A０ ．５ （ui ） ｜p １ ／p ， （１．５．２）

其中 p ＞０，则 Dp （A）为 A 的模糊度．
证明　设i∈｛１，２，…，n｝，ci ＝１，且

f i（ x） ＝ ０．５ －｜０．５ －x｜p ，
则 f i （１ －x） ＝fi （ x）且 fi （０） ＝０．因x１ ，x２ ∈［０，０．５］且 x１ ＜x２ ，有

fi （ x１ ） ＝（ x１ ） p ＜（ x２ ） p ＝f（ x２ ） ，
故 f i （x）在［０， ０．５］上严格递增．又 f i （０．５） ＝１／２ p ，从而

a＝∑n

i ＝１
fi （０．５） ＝n／２ p．

令 g（ x） ＝２ x
n

１ ／p
，则 g（０） ＝０，而 g（a） ＝１，故 g：［０， a］ ［０， １］严格递

增．于是，由定理 １．５．１知 Dp （A）为 A 的模糊度．
　　通常称由式（１．５．２）确定的 Dp （A）为 A 的 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ模糊度．特别地， 当 p ＝１
时，称

D１ （A） ＝２n ∑
n

i ＝１
A（ xi ） －A０ ．５ （x i） （１．５．３）

为 A 的 Ｈａｍｍｉｎｇ模糊度，或称为 Ｋａｕｆｍａｎｎ模糊指标．
当 p ＝２ 时，称

D２ （A） ＝ ２n １ ／２ ∑
n

i ＝１
A（ xi） －A ０．５ （ xi ） ２ １ ／２ （１．５．４）

为 A 的 Ｅｕｃｌｉｄ 模糊度．
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　　例 1．5．2　设 U ＝｛u１ ，u ２ ，u ３ ，u ４ ｝ ，A ＝（０．６， ０．９， ０．７， ０．４）为 U 上的模糊集，
求 A 的 Ｈａｍｍｉｎｇ模糊度和 Ｅｕｃｌｉｄ 模糊度．

解　因 A０ ．５ ＝（１， １， １， ０），故由式（１．５．３）知
　　　D１ （A） ＝２４ （ ｜０．６ －１｜＋｜０．９ －１｜＋｜０．７ －１｜＋｜０．４ －０｜）

＝１２ （０．４ ＋０．１ ＋０．３ ＋０．４） ＝０．６．
而由式（１．５．４）得
　　　　　　 D２ （A） ＝２４（｜０．６ －１｜

２ ＋｜０．９ －１｜２ ＋｜０．７ －１｜２ ＋｜０．４ －０｜２ ） １ ／２

＝（０．１６ ＋０．０１ ＋０．０９ ＋０．１６）１ ／２ ≈０．６４８．
一般说来，用 Ｈａｍｍｉｎｇ 模糊度计算较为简单，但误差较大，而用 Ｅｕｃｌｉｄ 模糊度

计算虽然复杂些，但较精确．
　　１９７４年法国学者 Ｄｅｌａｃａ利用 Ｓｈａｎｎｏｎ函数

S（x） ＝ －xｌｎx －（１ －x） ｌｎ（１ －x）， 　　x∈（０，１），
０，　 　　　　　　　　　　 　x＝０， １ （１．５．５）

给出了刻画模糊集的模糊程度的另一个数量指标如下．
定理 1．5．2　设 U ＝｛u １ ，u ２ ，…，un ｝，A∈F （U），则

D（A） ＝H（A） ＝ １nｌｎ２ ∑
n

i ＝１
S（A（ui ）） （１．５．６）

为 A 的模糊度，H（A）通常称为 A 的模糊熵，其中 S（ x）为 Ｓｈａｎｎｏｎ 函数．
证明　在定理 １．５．１ 中，令 ci ＝１， f i（ x） ＝S（ x）（i ＝１，２，…，n），x∈［０，１］，

而 g（u） ＝ u
nｌｎ２即可证之．　□

例 1．5．3　设 U ＝｛u １ ，u ２ ，u ３ ，u ４ ，u ５ ｝，A ＝（０．１， ０．３， ０．７，０．８， ０．５）为 U 上的

一个模糊集，求 A 的模糊熵 H（A）．
解　由式（１．５．５） 得

S（A（u １ ） ） ＝－０．１ｌｎ（０．１） －（１ －０．１） ｌｎ（１ －０．１） ＝０．３３，
S（A（u ２ ） ） ＝－０．３ｌｎ（０．３） －（１ －０．３） ｌｎ（１ －０．３） ＝０．６１，
S（A（u ３ ） ） ＝－０．７ｌｎ（０．７） －（１ －０．７） ｌｎ（１ －０．７） ＝０．６１，
S（A（u ４ ） ） ＝－０．８ｌｎ（０．８） －（１ －０．８） ｌｎ（１ －０．８） ＝０．５０，
S（A（u ５ ） ） ＝－０．５ｌｎ（０．５） －（１ －０．５） ｌｎ（１ －０．５） ＝０．６９，

从而由式（１．５．６）知 A 的模糊熵为

H（A） ＝ １５ｌｎ２（０．３３ ＋０．６１ ＋０．６１ ＋０．５ ＋０．６９）≈０．７９．
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1．5．2　无限论域上的模糊度

设 U ＝R ＝（ －∞， ＋∞），A∈F （U），则 A 的模糊度可由下式给出：
D（A） ＝∫＋∞－∞ ｜A（u） －A０ ．５ （u） ｜ｄu （１．５．７）

或者

　　　 D（A） ＝∫∞－∞ （ －A（u） ｌｎA（u） －A′（u） ｌｎA′（u））ｄu， （１．５．８）
其中由式（１．５．７）确定的 D（A）称为 A 的模糊指标，记作 K（ A） ＝D（A），而由式

（１．５．８）确定的 D（A）称为 A 的模糊熵，记作 H（A） ＝D（A）．
一般地，若 U＝Rn， A∈F （U），则

D（A） ＝∫R n ｜A（u） －A０ ．５ （u） ｜ｄu， （１．５．９）
或者

D（A） ＝∫R n （ －A（u） ｌｎA（u） －A′（u） ｌｎA′（u））ｄu． （１．５．１０）
例 1．5．4　设 U ＝（ －∞， ＋∞）， A 为 U 上的正态模糊集，即

A（u） ＝ｅ －（ u －μα ） ２ ，　　 －∞＜u＜＋∞．
则 A０ ．５ ＝［μ－α ｌｎ２， μ＋α ｌｎ２］，故由式（１．５．７）得

D（A） ＝∫A ０．５ １ －ｅ －（ u－μ
α ） ２ ｄu ＋∫A′０．５ ｅ－（ u －μα ） ２ｄu．

令 t＝ ２u －μα ， 则

D（A） ＝２α ｌｎ２ －∫ｌｎ ２

－ ｌｎ ２
α
２ ｅ

－１２ t２ ｄt ＋∫A′０．５ α２ ｅ －１２ t２ ｄt

＝２α ｌｎ２ －２ ∫ｌｎ ２

－ ｌｎ ２
α
２ ｅ

－１２ t２ｄt ＋α π∫＋∞－∞ １
２πｅ

－１２ t ２ｄt
＝２α ｌｎ２ －２α ２π（２Φ（ ｌｎ４） －１） ＋α π
＝α（２ ｌｎ２ ＋３ π－４ πΦ（ ｌｎ４））．

查标准正态分布函数表，可得

Φ（ ｌｎ４） ＝Φ（１．１７７） ＝０．８８０５，
故

D（A） ＝α（２ ｌｎ２ －０．５２２ π） ＝０．７４α．
注 1．5．1　关于模糊熵的其他计算公式，读者可参考范九伦的专著枟模糊熵理

论枠 ［ ４８ ］ ，这里不再详述．
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