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内 　 容 　 简 　介

　 　本书是一本关于数据包络分析（DEA）方法 、模型和理论的专著 ，是作者
十几年工作的总结 ．第一章详细地讨论了 DEA模型 C２R ；第二章讨论了微
观经济学中的效率和生产可能集 ，为以后各章的讨论做微观经济方面的准
备 ；第三章使用具有取值 ０和 １的三个参数的综合 DEA模型 ，统一形式地
讨论了“经典”的 DEA模型 C２R ，BC２ ，FG和 ST ；第四章给出了综合 DEA模
型对应的生产可能集的（弱）生产前沿面的特征 、结构及构造方法 ；第五章研
究了决策单元的规模收益和“拥挤”迹象分析 ；第六章研究了综合 DEA模型
的对策论背景 ；第七章研究了具有无穷多个决策单元的 DEA模型 ；第八章
使用 DEA方法进行技术进步评估 ；第九章研究非参数的 DEA最优化模型 ；
第十章和第十一章分别研究了具有“偏好锥”和“偏袒锥”的综合 DEA模型
及其性质和作用 ．

本书可供与决策 、评价和优化有关的经济 、管理 、数学等领域的科研与
应用工作者阅读 ，也可作为大学高年级学生 、研究生和教师的参考书 ．
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前 　 　 言

数据包络分析（data envelopment analysis）简称 DEA ，是数学 、运筹学 、数理经
济学和管理科学的一个新的交叉领域 ．它是由 A ．Charnes和 W ．W ．Cooper 等人于
１９７８年开始创建 ，并被命名为 DEA［１］ ．DEA是使用数学规划（包括线性规划 、多目
标规划 、具有锥结构的广义最优化 、半无限规划 、随机规划等等）模型进行评价具有
多个输入 、特别是多个输出的“部门”或“单位”（称为决策单元（decision making
unit） ，简记 DMU）间的相对有效性（称为 DEA有效） ．根据对各 DMU 观察的数据
判断 DMU 是否为 DEA 有效 ，本质上是判断 DMU 是否位于生产可能集的“生产
前沿面”上 ．生产前沿面是经济学中生产函数向多产出情况的一种推广 ．使用 DEA
方法和模型可以确定生产前沿面的结构 、特征和构造方法 ，因此又可将 DEA 看做
是一种非参数的统计估计方法 ；由于 DEA 具有“天然”的经济背景 ，因此 ，依据
DEA方法 、模型和理论 ，可以直接利用输入和输出数据建立非参数的 DEA 模型 ，
进行经济分析 ；同时 ，使用 DEA 对 DMU 进行效率评价时 ，可得到很多管理信息 ．
因此 ，DEA领域的研究吸引了众多的学者［２ ，３］ ．

在科学研究当中 ，由某个新的“生长点”发展成为一个研究领域（或分支） ，是需
要经过许许多多的人长期共同努力去完成的 ．就 DEA 领域来说 ，２５ 年来众多的学
者在以下几方面做了一系列奠基性的工作 ：

（i） 完成大量应用的成功案例 ，说明 DEA 应用的广泛性和适用性 ．
（ii） DEA模型的扩充和完善 ．例如 C２R 模型［１］之后 ，最具代表性的“经典”模

型 ：BC２ 模型［４］ ，FG模型［５］和 ST 模型［６］ ；加法模型 C２GS２ ［７］ ；具有无穷多个 DMU
的半无限规划的 DEA 模型 C２W［８］ ；具有 “偏好锥”和 “偏袒锥”的 DEA 模型
C２WH［９］和综合 DEA模型［１０］ ；Log 型的 DEA模型［１１］ ；随机 DEA 模型［１２ ～ １４］ ；具有
不可控因素的 DEA 模型［１５］ ；逆 DEA 模型［１６ ～ １８］ ，等等 ．这方面的工作对 DEA领域
来说尤为重要 ．

（iii） DEA 模型和方法的经济背景和管理背景研究 ，确立 DEA 在经济学和管
理科学中的地位 ．

（iv） DEA所依据的数学理论研究 ．包括凸分析 、数学规划 、对策论中与 DEA
有关的基础理论研究 ．

（v） DEA模型的计算研究和 DEA软件的研制 ．这方面的工作对于 DEA 方法
和模型的实际应用同样是很重要的 ．

中国学者从事 DEA 的研究始于 １９８６ 年 ．Charnes教授 １９８６ 年访问中国时曾



在北京 、上海等地做过多次 DEA方面的演讲 ．随后不久 ，陈珽教授和他的学生周泽
昆发表了中国学者关于 DEA 的第一篇文章［１９］ ．当 Charnes教授在中国访问时 ，我
正在他领导的美国 Texas 大学（Austin）经济控制研究中心（Center for Cybernetic
Studies ，简称 CCS）访问 ，并与他合作研究 ．当时他已近 ７０ 岁高龄 ，但仍在孜孜不倦
地工作着 ．我亲眼目睹了他对自己从事的事业的执著 、对学生父辈般的关爱 、对自
己及学生和合作者们研究成果的孩童般的喜悦 ；也目睹过他“脾气”之大 ．当时
DEA 是他极为重要的研究领域之一 ，我以从事于非线性规划和多目标规划的研究
背景和工作积累有幸参与 DEA领域的研究 ，与 Charnes教授和 Cooper教授合作研
究 ，于 １９８６年底和 １９８７年初分别得到了第一个具有无穷多个决策单元的 DEA 模
型 C２W 和第一个具有锥结构的锥比率模型 C２WH（最后一位作者黄志民是我的硕
士毕业生 ，Charnes的博士毕业生） ．１９８７年徐利治教授到 Austin访问 ，他鼓励我写
一本小书作为运筹学小丛书之一出版 ．当我回国后 ，我的老师许国志教授也对我计
划写 DEA小书倍加鼓励 ．１９８８ 年底 ，我将 DEA 领域的一些代表性的文章内容重
新加工整理 ，用自己当时对 DEA的理解和认识 ，大胆地写了 DEA领域的第一本专
著枟评价相对有效性的 DEA 方法 ——— 运筹学的新领域枠（魏权龄著 ，中国人民大学
出版社 ，１９８８年 １１ 月）［２０］ ．该书严格 、系统地论述了 DEA 方法和模型 ，给出了
DEA的理论框架 ，其中也包括了作者与 Charnes教授和 Cooper 教授的合作研究成
果 ．该书以中文出版 ，深受国内同行欢迎 ，成为 DEA 文章的广为引用的文献之一 ．
同时我收到台湾学者的信函索取 ．个别国外指导中国学生的教授也曾向作者“求
购” ．因此 ，作为作者 ，我深感欣慰 ．

对 DEA领域的深入研究需要经济学背景 ．幸运的是 ，自 １９８１年开始我由中国
科学院系统科学研究所（前身是数学所 ，现在是数学与系统科学研究院）调到了中
国人民大学任教 ，以人文 、社科为主的大学为我提供了接近经济学的良好条件和学
习的愿望 ．经济学的知识使我对 DEA 的理解和认识有很大的提升 ．１９９１ 年我又到
Texas大学 CCS中心 ，与主任 GYu（于刚）教授合作研究 DEA ，取得较大进展 ．自
１９９７ 年开始 ，我一直与香港理工大学 HYan（阎洪）教授等合作 ，取得颇丰成果 ．此
外 ，我与很多学者都有接触和合作 ，在 DEA领域 ，他们帮了我 ，我也帮助了很多人 ．

在我亲自指导的学生当中 ，从事 DEA 论文写作和研究的有 ２７ 人 ，他们是 ：黄
志民 、岳明 、卢刚 、崔宇刚 、白薇 、陆剑受 、肖志杰 、庞信帮 、李其荣 、郎庆红 、戚荣 、罗
庆兴 、李淑云 、苟文怀 、徐春香 、韩松 、汪俊 、熊琳 、佟鑫 、韩梅 、王兵 、娄惠兰 、史健 、马
赞甫 、李颖 、邓明玉 、亻儿小宁 ．在教与学的过程中 ，我深深地体会到了“教学相长”的
乐趣 ．

正是由于从事于 DEA的研究工作积累 ，加之我的老师 、同行 、朋友的鼓励和支
持 ，我于今年开始着手准备并完成了全部书稿 ．

本书是一本关于 DEA 方法 、模型和理论的专著 ，全书近百分之八十都是我们
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自己的研究工作 ．与国外已出版的最具代表性的专著相比［２１ ～ ２３］ ，这本书尤其注重
DEA 的数学理论的严格性和完整性 ，以及经济背景中数学叙述的准确性和结论证
明的严谨性 ．同时 ，对有管理背景的某些结果 ，也给予严格的论证 ．本书共有 １１章 ：
第一章 DEA模型 C２R ．这一章沿袭作者的第一本 DEA 小书的理论框架［２０］ ，详细
地讨论了 C２R模型的足够多的性质 ．这不仅仅是因为它是第一个 DEA 模型 ，更为
重要的是 ：对 C２R 模型的许多性质和定理 ，乃至讨论和证明的技巧 ，在 DEA 其他
模型的研究中极具代表性 ，甚至某些类似的结论 ，只要回顾一下 C２R 模型 ，就会不
证自明 ．第二章微观经济学中的效率和生产可能集 ．该章先汇总讨论生产函数 ，再
讨论多输入 、特别是多输出情况下的生产可能集和生产前沿面等 ．该章将为以后各
章涉及微观经济学做必要的准备 ．第三章综合 DEA 模型（C２R ，BC２ ，FG ，ST） ．该章
用统一的观点（引进带有取值 ０ 和 １ 的三个参数 δ１ ，δ２ ，δ３）将最具代表性的“经

典”DEA 模型 C２R ，BC２ ，FG和 ST 统一为综合的 DEA 模型 ．进而对综合模型讨论
了 DEA 有效与 Pareto解的等价关系 ；输入和输出 DEA模型下的弱 DEA有效与弱
Pareto之间的关系 ；关于（弱）DEA 有效的恒等式 ；决策单元的增减对有效性的影
响 ．第四章生产可能集的（弱）生产前沿面的特征 、结构与构造方法 ．该章首先利用
把凸多面锥由“交形式”转化成“和形式”的方法 ，将通常由“和形式”给出的生产可
能集转化为“交形式” ．进而对生产可能集的弱生产前沿面给出了完整的结构和特
征 ；对生产前沿面也讨论了其结构特征 ．第五章决策单元的规模收益和“拥挤”迹象
分析 ．首先引进了一个新的 DEA模型（NEW） ．在此基础上 ，给出了使用 C２R模型 、
FG 模型 、ST 模型和 BC２ 模型判断决策单元为规模收益递增 、不变 、递减的充分必
要条件 ；给出了分析决策单元呈现“拥挤”迹象的充分必要条件 ．并且由新的 DEA
模型（NEW）对上述三种规模收益状况和呈现“拥挤”迹象 ，统一给出了判别的充分
必要条件 ．同时 ，也讨论了呈现弱“拥挤”迹象的充要条件 ．第六章综合 DEA模型的
对策论背景 ．该章针对综合 DEA模型给出了（弱）DEA 有效的一种对策论的解释 ，
这实际上给出了用 DEA 模型评价决策单元有效性的对策论背景支持 ．第七章具有
无穷多个决策单元的 DEA模型 ．该章给出的是含有 ３个参数的具有无穷多个决策
单元的 DEA模型 ，由于决策单元个数可以是无穷多 ，所以 DEA模型是一个半无限
规划 ．在此基础上 ，研究一种特例 ，给出单一输出的“生产前沿面”与生产函数曲面
之间的关系和相关的一些经济特性 ．该章的结果为利用 DEA模型进行技术进步评
估（第八章）和建立非参数的 DEA 最优化模型（第九章） ，提供了理论依据 ．第八章
DEA 方法与技术进步评估 ．基于第七章的结果 ，以生产函数为背景 ，直接使用“企
业”（或部门）的投入 、产出数据建立 DEA 模型 ，通过各“企业”技术进步状况 ，来评
估整个“行业”的技术进步速度 ．同时对各“企业”给出技术进步速度和相对的超前
或滞后年限 ．就此而言 ，该章给出的方法不但具有宏观意义 ，也具有微观意义 ．第九
章非参数的 DEA最优化模型 ．该章同样基于第七章的结果 ，以微观经济学的生产
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理论中的优化模型为例 ，直接使用输入和输出数据建立最优化模型并进行经济分
析 ．可以证明 ：由这些非参数的最优化模型得到的最佳配置是位于生产可能集的生
产前沿面或弱生产前沿面上 ．同时 ，该章也讨论了资源配置问题 ，给出了相应的非
参数最优化模型 ，该模型是一个线性规划 ，是可计算的 ，这就从另一个角度应答了
经济学历史上关于“社会主义是否可行”的经济学大论战 ．第十章具有“偏好锥”和
“偏袒锥”的综合 DEA模型 ．所谓综合 DEA模型 ，仍然是指模型中含有三个取值为
０和 １的参数 ，参数的不同取值可以得到 ４ 个当今最具代表性的 DEA 模型 C２R ，
BC２ ，FG和 ST ．而且 ，该章的综合 DEA 模型中含有表明对输入 、输出各项指标重
要性的“偏好锥” ，以及表明对某个或某些个决策单元侧重（“喜好”）的“偏袒锥” ．该
章详尽地讨论了综合 DEA模型 ，例如 ，严格证明了 DEA有效性与相应的多目标规
划的非支配解的等价关系 ；综合 DEA 模型与相应的具有锥结构的“加法模型”的等
价性 ，等等 ．第十一章综合 DEA模型中“偏好锥”和“偏袒锥”的性质和作用 ．该章研
究了“偏好锥”（包括“偏好锥”为多面锥的场合）的一些性质及实际应用 ．同时对“偏
袒锥”的性质和作用进行了深入研究 ．特别是给出了一种特殊的用“初等偏袒矩阵”
构成的“偏袒锥” ．使用这种“偏袒锥”可以研究决策单元之间的位置关系和生产前
沿面的结构 ，并给出构造方法（由于篇幅所限 ，该章只用一个具体例子指出了构造
方法 ，一般的讨论见文献［２４］） ．本书最后给出了四个附录 ，主要是讲述本书讨论中
用到的有关凸集 、锐锥 ；线性不等式相容性定理和线性规划对偶理论（包括线性规
划的存在性定理 、“松紧定理”和“紧松定理”等等） ；凸多面锥的“交形式”和“和形
式”间的相互转化方法 ；具有锥结构的线性规划对偶定理 ．统观全书可以看出 ：数
学 、经济学和管理科学是 DEA 这一学科形成的柱石 ，优化是其研究使用的主要方
法 ，而 DEA 的应用是它能得以迅速发展的动力 ．从中还可以发现 ，Charnes 和
Cooper始于 ２０ 世纪 ５０ 年代在运筹学 、经济学和管理科学中诸多领域的研究工作
对 DEA 的影响和推进 ．

感谢所有帮助过我的老师 、同行 、同学 、朋友和合作者 ．我的学生韩松 、汪俊 、史
健 、马赞甫 、李颖和邓明玉 ，他们在学习和讨论本书的过程中 ，对某些内容提出过很
好的意见和建议 ，在此表示感谢 ．

最后 ，我要特别感谢我的妻子刘木兰教授对我研究工作的一贯支持 ．
本书的出版得到中国科学院科学出版基金的资助 ，深表谢意 ．同时还要感谢国

家自然科学基金 １９８９ ～ ２００６ 年连续对 DEA 研究的支持 ，以及国家社科基金 、教育
部人文社科基金的基金支持 ．感谢科学出版社对本书的出版给予大力帮助和支持 ．

作 　 者
２００３年
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第一章 　 DEA模型 C2R
１９７８年 A ．Charnes ，W ．W ．Cooper和 E ．Rhodes给出了评价决策单元相对有效

性的数据包络分析方法（data envelopment analysis）［１］ ，即 DEA ．自第一个 DEA 模
型 C２R出现 ① ，至今已形成关于效率 、生产可能集 、生产前沿面等概念的完整的理
论 、方法和模型的 DEA研究领域 ．

初始的 DEA 模型 C２R是一个分式规划 ，当使用 １９６２ 年由 Charnes 和 Cooper
给出的 C２ 变换（即 CharnesCooper 变换 ，见文献［２５］） ，可将分式规划化为一个与
其等价的线性规划问题 ．该分式规划是将科学 工程效率的定义推广到多输入 、多
输出的系统的相对效率的概念 ；由线性规划的对偶理论 ，可以得到一个对偶规划 ，
该对偶规划是有其经济含义的 ，它与生产可能集和相应的生产前沿面相联系 ．判断
一个决策单元是否为 DEA有效 ，本质上是判断该决策单元是否落在生产可能集的
生产前沿面上 ．这里的生产前沿面 ，实际上是指由观察到的决策单元的输入数据和
输出数据的包络面的有效部分 ．这也是称谓数据包络分析的原因所在 ．从多目标规
划的角度看 ，如果以输入最小 、输出最大为目标 ，那么生产前沿面就是以生产可能
集做为约束集合的相应的线性多目标规划的 Pareto面 ，也即数据包络面的有效部
分 ．

生产可能集是由关于生产可能集的经济特性所决定 ，它是由反映经济特性的
公理体系惟一确定 ．C２R模型对应的生产可能集的公理体系中 ，假定生产可能集满
足“锥性公理” ，这就决定了在 C２R 模型之下的 DEA 有效既为“技术有效” ，也为
“规模有效”（相当于具有一个输出时的生产函数为规模收益不变的状态） ．在研究
多输入 、多输出（特别是多输出）的“生产”活动中 ，当公理系统给定后 ，往往要研究
有效“生产”的特征 ，给出关于有效性的一些条件 ．

在经济学界 ，关于生产 、效率和效率度量等方面的研究中 ，著名经济学家 R ．
W ．Shephard在研究生产成本的时候 ，曾引进了被称为“距离函数”的公式（见文献
［２６］ ，［２７］） ；M ．J ．Farrell随后给出的输入型技术有效性度量公式（见文献［２８］） ，
都与 C２R模型的对偶规划问题有着相似的形式 ．Charnes和 Cooper 等人的方法是
使用对每个决策单元的输入 、输出数据 ，直接建立 DEA模型 ，并利用线性规划的对
偶理论和使用非阿基米德无穷小的技巧 ，用一步计算去判别决策单元的 DEA有效
性 ，成功地实现了对有效性计算 ．

① C２R 是用 Charnes ， Cooper 和 Rhodes 三位作者的第一个英文字母命名的 ．



本章取材于本书作者 １９８８年公开出版的关于 DEA 的第一本专著枟评价相对
有效性的 DEA方法 ——— 运筹学的新领域枠［２０］的第二章 ．

比较而言 ，本书第一章的叙述较为详细 ．这不仅仅是因为 C２R 模型重要 ．实际
上 ，对 C２R 模型的许多性质和定理 ，以及讨论和证明的技巧 ，在 DEA 其他模型的
研究中极具代表性 ．甚至某些类似的性质 ，只要回顾一下 C２R 模型 ，就会不证自
明 ．

第一节 　 C２R模型和（弱）DEA有效性
假设有 n 个部门或单位（称为决策单元 ，decision making units） ，这 n 个决策

单元都是具有可比性的 ．每个决策单元都有 m 种类型的输入（表示该决策单元对
“资源”的耗费 ，类似于微观经济学中的生产要素）和 s 种类型的“输出”（它们是决
策单元在消耗了“资源”之后 ，表明“成效”的一些指标 ，例如经济效益指标及产品质
量的指标） ．我们对输入和输出的理解是 ：输入越小越好 ，而输出越大越好 ．各决策
单元的输入数据和输出数据由表 １１１给出 ．

表 111 　

v １ １

v ２ ２

 

v m m

１ ２ … j … n

x１１ x１２ … x１ j … x１ n

x２１ x２２ … x２ j … x２ n

   

x m１ x m２ … x mj … x mn

y１１ y１２ … y１ j … y１ n

y２１ y２２ … y２ j … y２ n

   

y s１ ys２ … y sj … y sn

１ u１

２ u２

 

s u s

表中（决策单元 j 记为 DMU j ，１  j  n）
xi j ＝ DMU j对第 i种输入的投入量 ，x i j ＞ ０ ；

yr j ＝ DMU j对第 r 种输出的产出量 ，yr j ＞ ０ ；

vi ＝ 对第 i种输入的一种度量（或称权） ；

ur ＝对第 r 种输出的一种度量（或称权） ，i ＝ １ ，２ ，… ，m ；j ＝ １ ，２ ，… ，n ；r ＝ １ ，

２ ，… ，s ．
为方便 ，记
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X j ＝ （ x１ j ，x２ j ，… ，xm j）T ，　 j ＝ １ ，… ，n ，
Y j ＝ （ y１ j ，y２ j ，… ，ys j）T ，　 j ＝ １ ，… ，n ．
v ＝ （ v１ ，v２ ，… ，vm）T ，
u ＝ （ u１ ，u２ ，… ，us）T ．

这里 ，X j 和 Y j 分别为 DMU j 的输入向量和输出向量 ，j ＝ １ ，… ，n ，均为已知数据 ，
它可以根据历史资料或统计的数据得到 ；v 和 u 分别为与 m 种投入和 s 种输出对
应的权向量 ，为变量 ．表 １１２是以向量形式给出的输入 、输出数据表 ．

表 112

１


m

１ ２ … j … n

X１ X２ … X j … X n

Y １ Y ２ … Y j … Y n
１


s

对于权系数 v ∈ Em 和 u ∈ Es ，决策单元 j（即 DMU j ，１ ≤ j ≤ n）的效率评价指
数

hj ＝
uT Y j
vT X j

，　 j ＝ １ ，… ，n ，

我们总可适当选取权系数 v 和 u ，使得
hj  １ ，　 j ＝ １ ，… ，n ．

效率评价指数 hj 的含义是 ：在权系数 v ，u 之下 ，投入为 vT X j ，产出为 uT Y j 时的
产出与投入之比 ．本书中 ，为书写方便总记（１ ≤ j０ ≤ n）

X０ ＝ X j
０
，　 Y０ ＝ Y j

０
．

现在 ，考查 DMU j
０
的效率评价问题 ：以 DMU j

０
的效率评价指数

hj
０
＝
uT Y０
vT X０

为目标 ，以所有的决策单元（ j ＝ １ ，… ，n）的效率指数（包括 DMU j
０
）

hj ＝
uT Y j
vT X j

 １ ，　 j ＝ １ ，… ，n

为约束 ，构成如下的分式规划问题（C２R模型）
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（C２R） I
max u

T Y０
v T X０

＝ V IP ，

uT Y j
v T X j

 １ ，　 j ＝ １ ，… ，n ，

u ≥ ０ ① ，　 v ≥ ０ ．
　 　分式规划问题（C２R） I 是具有工程方面的背景的 ，它是将科学 工程效率的定

义推广到多输入 、多输出系统的场合 ，下面是文章［１］中给出的例子 ．
例 111 　考虑由煤经过燃烧产生热量的某种燃烧装置 ．燃烧装置的效率是

用燃烧比 Er 来刻画 ：

Er ＝
Y r
Y R

，

其中

Y R ＝ 燃烧给定数量为 X 吨的煤（ X ＞ ０）所能产生的最大热量（所产生热量的

理想值） ；
Y r ＝ 某设计的燃烧装置 ，燃烧给定数量为 X 吨的煤 ，所产生的热量（产生热

量的实测值） ．显然有 Y r  Y R ，即 ０  Er  １ ．现在用 C２R 模型研究设计的燃烧装
置效率时 ，可以得出效率指数的含义就是燃烧比 Er ．实际上 ，我们有

（ 珚P）

max uY rvX ＝ V珚P ，

uY R
vX  １ ，

uY r
vX  １ ，

u ＞ ０ ，　 v ＞ ０ ．
设其最优解为 珔u ，珔v ．由 Y r  Y R ，以及

珔u Y R
珔v X  １ ，

可知

珔u
珔v 

X
Y R


X
Y r

．

因此 ，（ 珚P）的最优解 珔u ，珔v 满足
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① u ＝ （ u１ ，u２ ，… ，um） T ≥ ０ 表示对任意 i ＝ １ ，２ ，… ，m 均有 u i  ０ ，并且至少存在 i０（１  i０  m） ，

有 u i０ ＞ ０ ．也即 u ≥ ０ 等价于 u  ０ ，且 u ≠ ０ ．本书中符号“ ≥ ” 的使用 ，有相同的含义 ．



珔u
珔v ＝

X
Y R

，

而最优值为（效率指数）

V珚P ＝
珔u Y r
珔v X ＝

X
Y R

·
Y r
X ＝

Y r
Y R

＝ Er ．

　 　原始的 C２R模型（C２R） I 是一个分式规划 ，使用 C２ 变换可将其化为一个等价
的线性规划的形式 ．为此 ，令（这里由 v T X０ ＞ ０ ，知 t ＞ ０）

t ＝ １
v T X０

，　 ω ＝ t v ，　 μ ＝ tu ，

则目标函数为

uT Y０
v T X０

＝ μT Y０ ，

而约束为

μT Y j
ωT X j

＝
uT Y j
vT X j

 １ ，　 j ＝ １ ，… ，n ，

ω ≥ ０ ，μ ≥ ０ ．
而由

t ＝ １
vT X０

，

知它化为

ωT X０ ＝ １ ．

因此 ，分式规划问题（C２R） I 化为
max 　 μT Y０ ，
ωT X j － μT Y j  ０ ，　 j ＝ １ ，… ，n ，
ωT X０ ＝ １ ，

ω ≥ ０ ，　 μ ≥ ０ ．
不难看出 ：由 ωT X０ ＝ １ ，知满足

ωT X０ ＝ １ ，　 ω  ０

的 ω ，必有 ω ≥ ０ ；此外 ，由上述规划存在使目标数 μT Y０ ＞ ０的可行解 ，故上述规划
的最优目标值必大于 ０ ，因此可将约束条件中的 μ ≥ ０ 改写为 μ  ０ ．这样 ，可得到
如下的线性规划（ PIC２R） ：
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（ PIC２R）

max 　 μT Y０ ＝ V IC２R ，

ωT X j － μT Y j  ０ ，j ＝ １ ，… ，n
ωT X０ ＝ １ ，

ω  ０ ，μ  ０
　 　分式规划（C２R） I 与线性规划（ PIC２R）是等价的 ．由下面定理给出 ．

定理 111 　 分式规划问题（C２R） I 与线性规划（ PIC２R）在下述意义下等价 ：

（i） 　 若 v０ ，u０ 为（C２R） I 的最优解 ，则
ω０ ＝ t０ v０ ，　 μ０ ＝ t０ u０

为（ PIC２R）的最优解 ，并且二者的最优值相等 ，其中

t０ ＝
１
v０ T X０

；

　 　 （ii） 　若 ω０ ，μ０ 为（ PIC２R）的最优解 ，则 ω０ ，μ０ 也为（C２R） I 的最优解 ，并且二
者的最优值相等 ．

证 　 首先证（i） ．设 v０ ，u０ 为（C２R） I 的最优解 ．不难看出 ，（ PIC２R）的任意可行
解 ω ，μ ≠ ０都为问题（C２R） I 的可行解 ，故（注意 ωT X０ ＝ １）

u０ T Y０
v０ T X０


μT Y０
ωT X０

＝ μT Y０ ，

又由

u０ T Y０
v０ T X０

＝ t０（ u０ T Y０） ＝ μ０ T Y０ ，

故对（ PIC２R）的任意可行解 ω ，μ有（当 μ ＝ ０ 时 ，下式也成立）

μ０ T Y０  μT Y０ ．
而

ω０ ＝ t０ v０ ＝
v０

v０ T X０
，

μ０ ＝ t０ u０ ＝
u０

v０ T X０
为（ PIC２R）的可行解 ，因此 ω０ ，μ０ 为（ PIC２R）的最优解 ，并且问题（C２R） I 和（ PIC２R）的
最优值相等 ．

以下证（ii） ．设 ω０ ，μ０ 为（ PIC２R）的最优解 ．可知 ω０ ≥ ０ ，μ０ ≥ ０ ，并且 ω０ ，μ０ 为

问题（C２R） I 的可行解 ．此外 ，对于问题（C２R） I 的任意可行解 v ，u ，令
t ＝ １

vT X０
，　 ω ＝ t v ，　 μ ＝ tu
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不难看出 ，ω ，μ为（ PIC２R）的可行解 ，于是有

μ０ T Y０  μT Y０ ＝
uT Y０
v T X０

，

因为 ω０ T X０ ＝ １ ，故

μ０ T Y０
ω０ T X０

＝ μ０ T Y０ ，

所以 ，对于问题（C２R） I 的任意可行解 v ，u ，有
μ０ T Y０
ω０ T X０


uT Y０
v T X０

，

因此 ，ω０ ，μ０ 为问题（C２R） I 的最优解 ，并且问题（C２R） I 和（ PIC２R）的最优值相等 ．
证毕 ．

线性规划（ PIC２R）的对偶规划为

（ DIC２R）

min θ ，


n

j ＝ １
X jλj  θX０ ，


n

j ＝ １
Y jλj  Y０ ，

λj  ０ ，　 j ＝ １ ，２ ，… ，n ．
有如下定理 ．

定理 112 　 线性规划（ PIC２R）和对偶规划（ DIC２R）都存在最优解 ，并且最优值

V IC２R  １ ．

　 　证 　 对于线性规划（ PIC２R） ，令

珔ω ＝
X０

‖ X０ ‖ ２ ，

珔μ ＝ （ 珔μ１ ，０ ，… ，０）T ∈ Es ，
其中

珔μ１ ＝ min
１ ≤ j ≤ n

珔ω T X j
y１ j

＞ ０ ，

显然有 珔ω ≥ ０ ，珔μ ≥ ０ ，并且
珔ω T X０ ＝ １

以及（ j ＝ １ ，２ ，… ，n）
珔ω T X j － 珔μT Y j ＝ 珔ω T X j － 珔μ１ y１ j  ０ ，

因此 珔ω ，珔μ 为（ PIC２R）的可行解 ．

·７·第一节 　 C２R模型和（弱）DEA有效性



对于线性规划（ DIC２R） ，令

珋θ ＝ １ ，　 珔λ ＝ （０ ，… ，０ ，１
j
０

，０ ，… ，０）T ∈ En ，
显然 珋θ ，珔λ为（ DIC２R）的可行解 ．由线性规划最优解存在性定理 ，知（ PIC２R）和（ DIC２R）
都存在最优解 ，并且最优值相等 ．并且由

μT Y０  ωT X０ ＝ １ ，

知

V IC２R  １ ．

证毕 ．
由定理 １１１知 ，当使用效率评价指数

h０ ＝
uT Y０
v T X０

时（即应用分式规划（C２R） I） ，与使用线性规划（ PIC２R）得到的最优目标函数值是相
同的 ，因此可以用线性规划（ PIC２R）和（ DIC２R）来定义决策单元的有效性 ．在文献［８］
中 ，首次给出了决策单元为弱 DEA有效的定义 ，这是因为由 Charnes 和 Cooper 等
定义的 DEA有效性与多目标规划的 Pareto 解等价 ，而弱 DEA 有效则与多目标规
划的弱 Pareto解等价（见第三节） ．

定义 111 　 若线性规划（ PIC２R） ，（ DIC２R）的最优值
V IC２R ＝ １ ，

则称 DMU j
０
为弱 DEA有效 ．

定义 112 　若线性规划（ PIC２R）存在最优解 ω０ ，μ０ 满足 ω０ ＞ ０ ，μ０ ＞ ０ ，并且
最优目标值

V IC２R ＝ μ０ T Y０ ＝ １ ，

则称 DMU j
０
为 DEA有效 ．

由定义 １１１ 和定义 １１２不难看出 ，若 DMU j
０
为 DEA 有效 ，则 DMU j

０
也为

弱 DEA 有效 ．
当输入和输出数据给定后 ，对 n 个决策单元进行评价 ，实际上是相对有效性

的评价 ，因为总会存在决策单元是 DEA 有效的 ．我们先给出一个引理 ．

引理 111 　 设 ω^  ０ ，μ^  ０ ，（ ω^T ，μ^T） ≠ ０ ，满足

ω^T X j － μ^T Y j  ０ ，　 j ＝ １ ，… ，n ．
若对某 j  （１  j   n）有

ω^T X j

－ μ^T Y j


＝ ０ ，

则 DMU j

为弱 DEA有效 ．特别地 ，若 ω^ ＞ ０ ，μ^ ＞ ０ ，则 DMU j


为 DEA有效 ．
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证 　 令（ ω^T X j

＞ ０）

－ω ＝
ω^

ω^ T X j


，　 　 －μ ＝
μ^

ω^ T X j


，

则 －ω  ０ ， －μ  ０ ，（ －ω T ， －μ T）T ≠ ０ ，且满足
－ω T X j － －μ T Y j  ０ ，　 j ＝ １ ，２ ，… ，n ，　 －ω T X j


＝ －μ T Y j


＝ １ ．

由于（ PC２R）的目标函数
μT Y j


 １ ，

故 －ω ， －μ 为（ PIC２R）的最优解 ，且

V IC２R ＝ －μ T Y j

＝ １ ，

由定义 １１１ ，DMU j

为弱 DEA有效 ．

当 ω^ ＞ ０ ，μ^ ＞ ０ 时 ，有 －ω ＞ ０ ， －μ ＞ ０ ，由定义 １１２ ，DMU j

为 DEA 有效 ．证

毕 ．
引理 112 　 存在 －ε ＞ ０ ，对  ε ∈ （０ ， －ε ） ，下面的线性规划存在可行解

（ Pε）

max μT Y０
ωT X j － μT Y j  ０ ，　 j ＝ １ ，… ，n ，
ωT X０ ＝ １

ω  εe^ ，　 μ  εe
其中

e^ ＝ （１ ，１ ，… ，１）T ∈ Em ，
e ＝ （１ ，１ ，… ，１）T ∈ Es ．

　 　证 　 令

ω^i ＝
x i０

‖ X０ ‖ ２ ，　 i ＝ １ ，… ，m ，

μ^r ＝ ε ，　 r ＝ １ ，… ，s ，
ε ∈ （０ ， －ε ） ，

其中

－ε ＝ min min
１ ≤ i ≤ m

ω^ i ，min
１ ≤ r ≤ s

ω^ T X j
eT Y j

，１ ．

可知

ω^  εe^ ，　 μ^  εe ，
ω^T X j － μ^T Y j ＝ ω^T X j － εeT Y j  ０ ，　 j ＝ １ ，… ，n ，
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ω^T X０ ＝ １ ，

即 ω^ ，μ^为上面线性规划的可行解 ．证毕 ．
定理 113（存在性定理） 　至少存在一个决策单元 ，它是 DEA 有效的 ．
证 　 考虑线性规划问题

（ PIε）

max μT Y０
ωT X j － μT Y j  ０ ，　 j ＝ １ ，２ ，… ，n ，
ωT X０ ＝ １ ，

ω  εe^ ，　 μ  εe ，
其中

e^ ＝ （１ ，１ ，… ，１）T ∈ Em ，　 e ＝ （１ ，１ ，… ，１）T ∈ Es ．
由引理 １１２ ，存在 ε ＞ ０使规划（ Pε）有可行解 ．由目标函数

μT Y０  ωT X０ ＝ １ ，

知（ Pε）存在最优解 ，设其最优解为 ω０ ，μ０ ．
（i） 　 若存在 j  （１  j   n） ，有

ω０ T X j

－ μ０ T Y j


＝ ０ ，

由引理 １１１ ，DMU j

为 DEA有效 ．

（ii） 　 若 对 j ＝ １ ，２ ，… ，n ，均有
ω０ T X j － μ０ T Y j ＞ ０ ，

令

α ＝ min
１ ≤ j ≤ n

ω０ T X j
μ０ T Y j

＝
ω０ T X j



μ０ T Y j


则 α ＞ １ ，并有
ω０ T X j － （ αμ０）T Y j  ０ ，　 j ＝ １ ，２ ，… ，n ，

ω０ T X０ ＝ １ ，

ω０  e^ ＞ ０ ，　 αμ０  αe ＞ ０ ，
因此 ω０ ，αμ０ 为（ P）的可行解 ，但却有

（ αμ０）T Y０ ＞ μ０ T Y０ ，
此与 ω０ ，μ０ 为（ P）的最优解相矛盾 ．故情况（ii）不可能 ．证毕 ．

因为 DEA 有效也为弱 DEA 有效 ，由定理 １１３ ，必存在至少一个决策单元 ，
它是弱 DEA有效的 ．

例 112 　考虑具有一种输入和一种输出的情况 ，其输入数据和输出数据由
表 １１３ 给出 ．不妨设（这里 X j ∈ E１ ，Y j ∈ E１ ，j ＝ １ ，… ，n）
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Y０
X０

＝ max
１ ≤ j ≤ m

Y j
X j

表 113

m ＝ １

１ ２ … j … n

X１ X２ … X j … X n

Y １ Y ２ … Y j … Y n s ＝ １

此时（ PIC２R）为（ ω ∈ E１ ，μ ∈ E１）

（ PIC２R）

max μY０ ，
ωX j － μY j  ０ ，　 j ＝ １ ，… ，n ，
ωX０ ＝ １ ，

ω  ０ ，　 μ  ０ ．
由于（ PIC２R）的最优解 ω０ ，μ０ 必满足 ω０ ＞ ０ ，μ０ ＞ ０ 故有

Y j
X j


Y０
X０


ω０

μ０
，　 j ＝ １ ，２ ，… ，n ．

而 ω０ X０ ＝ １ ，故知（ PC２R）的最优解为

ω０ ＝
１
X０

＞ ０ ，　 μ０ ＝
１
Y０

＞ ０ ，

而且 μ０ Y０ ＝ １ ，因此 DMU j
０
为 DEA 有效 ．由本例可以看出 ，那些产出与投入比最

大者（即“利率”最大者）必为 DEA有效 ．在几何上 ，是斜率最大者为 DEA 有效 ．见
图 １１１（其中 j ≠ j０） ．

图 １１１

如果输入和输出的量纲发生变化 ，例如数据由表 １１４给出 ，其中
ηi ＞ ０ ，　 i ＝ １ ，… ，m ，

ρr ＞ ０ ，　 r ＝ １ ，… ，s ．
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表 114

１

２



m

１ ２ … j … n

η１ x１１ η１ x１２ … η１ x１ j … η１ x１ n

η２ x２１ η２ x２２ … η２ x２ j … η２ x２ n

   

ηmx m１ ηmx m２ … ηmx mj … ηmx mn

ρ１ y１１ ρ１ y１２ … ρ１ y１ j … ρ１ y１ n

ρ２ y２１ ρ２ y２２ … ρ２ y２ j … ρ２ y２ n

   

ρsys１ ρsys２ … ρsy sj … ρsysn

１

２



s

此时由表 １１４ 给出的线性规划为

（ P^IC２R）

max 
s

r ＝ １
μr（ ρryr

０
） ，


m

i ＝ １
ωi（ ηi x i j） － 

s

r ＝ １
μr（ ρiyr j）  ０ ，　 j ＝ １ ，… ，n


m

i ＝ １
ωi（ ηi x i

０
） ＝ １ ，

ωi  ０ ，　 i ＝ １ ，… ，m ；　 μr  ０ ，　 r ＝ １ ，… ，s ．
有如下定理 ．

定理 114（有效性与量纲选取无关定理） 　 决策单元的弱 DEA 有效性和
DEA 有效性与输入和输出量纲的选取无关 ．

证 　 由（ PIC２R）和（ P^IC２R）可知 ，若 ω０ ，μ０ 为（ PIC２R）的最优解 ，令

ω^ ＝
ω０
１

η１
，
ω０
２

η２
，… ，

ω０
m

ηm

T
，

μ^ ＝
μ０１
ρ１

，
μ０２
ρ２

，… ，
μ０r
ρr

T
，

则 ω０ ，μ０ 为（ PIC２R）的最优解的充分必要条件是 ：ω^ ，μ^为（ P^IC２R）的最优解 ；ω０ ＞ ０ ，

μ０ ＞ ０的充分必要条件是 ：ω^ ＞ ０ ，μ^ ＞ ０ ．由弱 DEA 有效和 DEA 有效的定义 ，知定
理结论成立 ．证毕 ．

考虑由表 １１５给出的数据 ，其中 αj ∈ E１ ，αj ＞ ０ ，j ＝ １ ，… ，n ．表中 DMU j 由
（ X j ，Y j）同倍“增长”为（ αjX j ，αj Y j） ，j ＝ １ ，… ，n ．
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表 115

１


m

１ ２ … j … n

α１ X１ α２ X２ … α jX j … αnX n

α１ Y １ α２ Y ２ … α jY j … αnY n
１


s

定理 115（有效性与 DMU 同倍“增长”无关定理） 　决策单元的弱 DEA有效
性和 DEA有效性与决策单元对应的输入和输出的同倍“增长”无关 ．

证 　 由表 １１５ 给出的线性规划为（ α０ ＝ αj
０
）

max μT（ α０ Y０） ，

ωT（ αjX j） － μT（ αj Y j）  ０ ，　 j ＝ １ ，… ，n ，

ωT（ α０ X０） ＝ １ ，

ω  ０ ，　 μ  ０

由 αj ∈ E１ ，αj ＞ ０ ，j ＝ １ ，… ，n ，不难看出 ：上述规划等价于线性规划

（ 珚PIC２R）

max μT（ α０） Y０ ，

α０（ ωT X j － μT Y j）  ０ ，　 j ＝ １ ，… ，n ，

ωT（ α０ X０） ＝ １ ，

ω  ０ ，　 μ  ０ ．

由（ PIC２R）和（ 珚PIC２R）可知 ，若 ω０ ，μ０ 为（ PIC２R）的最优解 ，令

－ω ＝
ω０

α０
，　 －μ ＝

μ０

α０
，

则 ω０ ，μ０ 为（ PIC２R）的最优解的充分必要条件是 ： －ω ， －μ 为（ 珚PIC２R）的最优解 ； －ω ＞

０ ， －μ ＞ ０的充分必要条件为 ： －ω ＞ ０ ， －μ ＞ ０ ．由弱 DEA 有效和 DEA有效的定义 ，知

定理结论成立 ．证毕 ．

由定理 １１５ ，当只有一种输出的时候（即 s ＝ １） ，由表 １１２ 给出的数据 ，可

化为表 １１６的数据形式 ，由此可以给出关于 DEA 有效性判别的一种几何解释
（见例 １１３） ，其中 Y j ＝ y１ j ，j ＝ １ ，… ，n ．
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表 116

１


m

１ ２ … j … n

X１

y１１

X２

y１２
…

X j
y１ j

…
X n
y１ n

１ １ … １ … １ s ＝ １

例 113 　考虑由表 １１７给出例子 ：

表 117

１

２

１ ２ ３

２ ６ ９

６ ６ ３

２ １ ３ １

由定理 １１５ ，上面数据等价于由表 １１８给出的数据（见表 １１６） ．

表 118

１

２

１ ２ ３

１ ６ ３

３ ６ １

１ １ １ １

使用对偶线性规划（ DIC２R）时 ，有（１  j０ ≤ ３）

（ DIC２R）

min θ ，
λ１ ＋ ６ λ２ ＋ ３ λ３  θx１０ ，
３ λ１ ＋ ６ λ２ ＋ λ３  θx２０ ，
λ１ ＋ λ２ ＋ λ３  １ ，

λ１  ０ ，　 λ２  ０ ，　 λ３  ０ ．

　 　 （i） 　 集合 T１ 如图 １１２ 所示 ，其中

T１ ＝
x１
x２

λ１ ＋ ６ λ２ ＋ ３ λ３ ＝ x１ ，　 λ１ ＋ λ２ ＋ λ３ ＝ １ ，

３ λ１ ＋ ６ λ２ ＋ λ３ ＝ x２ ，　 λ１  ０ ，λ２  ０ ，λ３  ０
；

　 　 （ii） 　 集合 T２ 如图 １１３所示 ，其中
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图 １１２

图 １１３

T２ ＝
x１
x２

λ１ ＋ ６ λ２ ＋ ３ λ３ ＝ x１ ，　 λ１ ＋ λ２ ＋ λ３  １ ，

３ λ１ ＋ ６ λ２ ＋ λ３ ＝ x２ ，　 λ１  ０ ，λ２  ０ ，λ３  ０
；

　 　 （iii） 　集合 T３ 如图 １１４ 所示 ，其中

T３ ＝
x１
x２

λ１ ＋ ６ λ２ ＋ ３ λ３  x１ ，　 λ１ ＋ λ２ ＋ λ３  １ ，

３ λ１ ＋ ６ λ２ ＋ λ３  x２ ，　 λ１  ０ ，λ２  ０ ，λ３  ０
．

　 　现在取 j０ ＝ ２ ，即 x１２ ＝ ６ ，x２２ ＝ ６ ，对应的线性规划（ DIC２R）可表为（ θ０ 为（ DIC２R）
的最优值）
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图 １１４

min θ ＝ θ０ ，

θ
６
６

∈ T３ ．

由图 １１４可知效率指数

V IC２R ＝ θ０ ＝
１
３

＜ １ ，

故 DMU２ 不为弱 DEA 有效 ；类似地 ，DMU１ 和 DMU３ 相应的效率指数 V IC２R ＝ θ０

＝ １（实际上 ，DMU１ 和 DMU３ 均为 DEA有效） ．

以上讨论的都是具有输入倾向的 C２R模型（称为 InputDEA 模型） ，这由对偶
规划（ DIC２R）可以看出 ，决策者追求的倾向是输入的减少 ，即求 θ的最小 ．如果我们

将分式规划（C２R） I 改写成下面的形式 ：

（C２R）０
min v

T X０
uT Y０

＝ V０P ，

v T X j
uT Y j

 １ ，　 j ＝ １ ，２ ，… ，n ，

v ≥ ０ ，　 u ≥ ０ ．
现在使用 C２ 变换

t ＝ １
uT Y０

，　 ω ＝ t v ，　 μ ＝ tu ．

则可化为如下的等价的线性规划 ：
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（ P０C２R）

min ωT X０ ＝ V０
C２R

ωT X j － μT Y j  ０ ，　 j ＝ １ ，… ，n ，
μT Y０ ＝ １ ，

ω  ０ ，　 μ  ０ ，
以及它的对偶规划

（ D０
C２R）

max z ＝ V０
C２R


n

j ＝ １
X jλj  X０ ，


n

j ＝ １
Y jλj  z Y０ ，

λj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，… ，n ．
此时的目标函数值大于或等于 １ ．可以看出 ，决策者追求的是输出的增大 ，即求 z
的最大 ．与 InputDEA 模型对称地 ，称（ P０C２R）和（ D０

C２R）为 OutputDEA 模型（输出
倾向的 C２R模型 ，简称输出 C２R模型） ．不难看出 ，对于输出 C２R模型 ，也有类似于
输入 C２R模型的一些性质 ．特别值得指出的是 ：输出 DEA 模型在评估决策单元的
规模收益状况（returns to scale）和“拥挤现象”（congestion）时是非常有用的（见文
献［２９］ ，［３０］） ．

对于 C２R模型 ，InputDEA 模型（ PIC２R） ，（ DIC２R）和 OutputDEA 模型（ P０C２R） ，

（ D０
C２R）的最优解之间有如下的关系定理 ．

定理 116 　 考虑 C２R的输入模型（ PIC２R）和输出模型（ P０C２R） ：

（ PIC２R）

max μT Y０ ＝ V IC２R ，

ωT X j － μT Y j  ０ ，　 j ＝ １ ，… ，n ，
ωT X０ ＝ １ ，

ω  ０ ，　 μ  ０
和

（ P０C２R）

min ωT X０ ＝ V０
C２R ，

ωT X j － μT Y j  ０ ，　 j ＝ １ ，… ，n ，
μT Y０ ＝ １ ，

ω  ０ ，　 μ  ０ ，
则有

（i） 　 （ PIC２R）的（ P０C２R）的最优值满足 V IC２R ＝
１
V０C２R

；

（ii） 　 ω０ ，μ０ 为（ PIC２R）的最优解 ，且 μ０ T Y０ ＝ １（即 DMU j
０
为弱 DEA 有效）的
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充分必要条件是 ：ω０ ，μ０ 也为（ P０C２R）的最优解 ，且 ω０ T X０ ＝ １ ．

证 　 与（ PIC２R）等价的分式规划为

（C２R） I
max u

T Y０
v T X０

＝ V IP ，

uT Y j
v T X j

 １ ，　 j ＝ １ ，… ，n ，

u ≥ ０ ，　 v ≥ ０ ．

而与（ P０C２R）等价的分式规划为

（C２R）０
min v

T X０
uT Y０

＝ V０
P ，

vT X j
uT Y j

 １ ，　 j ＝ １ ，… ，n ，

u ≥ ０ ，　 v ≥ ０ ．
不难看出有

V０
C２R ＝ V０P ＝

１
VP I

＝
１
V IC２R

．

结论（i）证毕 ．
对于结论（ii） ，当 DMU j

０
为弱 DEA有效时 ，有

V IC２R ＝ μ０ T Y０ ＝ １ ，

由结论（i） ，

ω０ T X０ ＝ V０
C２R ＝

１
V IC２R

＝ １ ．

此时 ，ω０ ，μ０ 满足

ω０ T X j － μ０ T Y j  ０ ，　 j ＝ １ ，… ，n ，
ω０ T X０ ＝ μ０ T Y０ ＝ １ ，

ω０  ０ ，　 μ０  ０ ．

即 ω０ ，μ０ 也为（ P０C２R）的最优解 ．反之 ，若 ω０ ，μ０ 为（ P０C２R）的最优解 ，且 ω０ T X０ ＝ １ ，

类似可证明 ω０ ，μ０ 也为（ PIC２R）的最优解 ，且 μ０ T Y０ ＝ １ ．证毕 ．

定理 117 　 考虑 C２R的对偶输入模型和对偶输出模型 ：
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（ DIC２R）

min θ ＝ V IC２R ，


n

j ＝ １
X jλj  θX０ ，


n

j ＝ １
Y jλj  Y０ ，

λj  ０ ，　 j ＝ １ ，… ，n
和

（ D０
C２R）

max z ＝ V０
C２R ，


n

j ＝ １
X jλj  X０ ，


n

j ＝ １
Y jλj  z Y０ ，

λj  ０ ，　 j ＝ １ ，… ，n ．

则 λ０ ，θ０ 为（ DIC２R）的最优解的充分必要条件是 ：
λ０

θ０
，z０ ＝ １

θ０
为（ D０

C２R）的最优解 ．

证 　 若 λ０ ，θ０ 为（ DIC２R）的最优解 ，故必有 θ０ ＞ ０ ，且


n

j ＝ １
X jλ０j  θ０ X０ ，


n

j ＝ １
Y jλ０j  Y０ ，

λ０j  ０ ，　 j ＝ １ ，２ ，… ，n ，
也即


n

j ＝ １
X j

λ０j
θ０

 X０ ，


n

j ＝ １
Y j

λ０j
θ０


１
θ０
Y０ ，

λ０j
θ０

 ０ ，　 j ＝ １ ，… ，n ．

可知
λ０

θ０
，z０ ＝ １

θ０
为（ D０

C２R）的可行解 ．

设 λ ，z 为（ D０
C２R）的任意可行解 ，不妨设 z ＞ ０（因为（ D０

C２R）的最优值 V０D 

１ ＞ ０） ．不难看出
λ
z ，θ ＝

１
z 为（ DIC２R）的可行解 ，因 θ０ 为（ DIC２R）的最优值 ，故 θ０ 

θ ，也即有
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z０ ＝
１
θ０


１
θ

＝ z ．

因此
λ０

θ０
，z０ ＝ １

θ０
为（ D０

C２R）的最优解 ．

类似地可证 ：若
λ０

θ０
，z０ ＝

１
θ０
为（ D０

C２R）的最优解 ，则 λ０ ，θ０ 为（ DIC２R）的最优解 ．

证毕 ．

第二节 　具有非阿基米德无穷小的 C２R模型
在评价决策单元是否为 DEA有效时 ，如果利用原规划（ PIC２R）

（ PIC２R）

max μT Y０ ＝ V IC２R ，

ωT X j － μT Y j  ０ ，　 j ＝ １ ，… ，n ，
ωT X０ ＝ １ ，

ω  ０ ，　 μ  ０ ，
根据定义 １１２ ，需要判断是否存在最优解 ω０ ，μ０ 满足

ω０ ＞ ０ ，μ０ ＞ ０ ，V IC２R ＝ μ０ T Y０ ＝ １ ．

　 　我们注意到（ PIC２R）的对偶规划可以写为下面的形式

（ 珚DIC２R）

min θ ，


n

j ＝ １
X jλj ＋ S － ＝ θX０ ，


n

j ＝ １
Y jλj － S ＋ ＝ Y０ ，

λj  ０ ，　 j ＝ １ ，… ，n ，
S －  ０ ，　 S ＋  ０ ．

根据线性规划对偶理论中的“紧松定理”（实际上是线性规划“松紧定理”的逆定理 ，
有的教课书中也称其为严格的互补条件 ．见附录 B ．） ，需要判断（ 珚DIC２R）所有的最优
解 λ０ ，S － ０ ，S ＋ ０ ，θ０ 都满足

θ０ ＝ １ ，　 S － ０ ＝ ０ ，　 S ＋ ０ ＝ ０ ．
无论利用线性规划（ PIC２R） ，还是利用线性规划（ 珚DIC２R） ，直接判断 DEA 有效性都是
不容易的 ．

早在 １９５２年 ，Charnes在研究线性规划的“退化”情况时（见文献［３１］） ，以及在
Charnes和 Cooper的书中（见文献［３２］） ，通过引进非阿基米德无穷小的概念 ，成功
地解决了计算上和技术上的困难 ．
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