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前 　 　言

多相流是流体力学的一个重要分支 ，其中流固两相流是多相流的重要组成部
分 。所谓流固两相流是指气体或液体中含有固体颗粒所形成的混合物的流动 。流
固两相流涉及流相和固相 ，流相一般视为连续介质 ，满足相应的连续性方程 、运
动方程 、能量方程和本构方程 ；而固相所指的固体颗粒则包含三个重要参数 ：浓
度 、尺度和形状 。固体颗粒浓度的高低决定了是否要考虑颗粒间及颗粒与流相的
相互作用 。固体颗粒尺度的大小决定了控制颗粒运动的作用力模式 。而在一般流
固两相流中 ，固体颗粒的形状都视为圆球 。

尽管在很多的工程应用中 ，固体颗粒的形状近似为圆球 ， 将颗粒视为圆球 ，
既能使问题简化 ，又能满足必要的精度 。但是 ，在自然界和工程应用中 ，偏离圆
球形状的颗粒也极为常见 。实验结果表明 ，圆球与非圆球颗粒在流体中运动时的
阻力系数存在差异 ，差异的大小与偏离圆球的程度成正比 ，阻力系数的差异将导
致颗粒运动特征的改变 。因此 ，在这些情况下 ，若再采用圆球颗粒的假设 ，会带
来大的偏差 。

圆球颗粒形状的各向同性 ，其问题被处理起来也比较简单 ，非圆球颗粒一般
不具备各向同性的性质 。然而 ，在非圆球颗粒中 ，大量存在的是主轴上颗粒 ，其
中最为典型的是圆柱状颗粒 ，很多非圆球颗粒的形状可以由圆柱来近似 ，因而圆
柱状颗粒两相流具有广泛的应用前景 。

在材料科学中 ，复合材料日益受到重视 ，而呈圆柱状的短纤维材料在复合材
料中最常见 。短纤维复合材料的注塑成型过程就是圆柱状颗粒两相流的流动过
程 ，流动过程中由流动诱导的颗粒取向决定了成品的质量 。对单一材料而言 ，玻
璃制品成型时 ，玻璃纤维需用水进行喷淋以消除静电 ，消除的效果取决于水与玻
璃纤维的相互作用 。玻璃的易碎性来源于内部的应力集中 ，而应力集中则与玻璃
处于熔液状态时纤维的取向有关 。目前国际上一种新型的木质材料是将原木碎化
成木纤维 ，然后对木纤维在高压下进行重组 ，从而形成质地坚硬的材料 ，这种材
料可以取代现有的一些金属 。在木纤维的重组过程中 ，气流与木纤维的相互作用
起着关键的作用 。

在纺织工业中 ，纺织品的成型与加工是呈圆柱状的短纤维分组成束 、成片的
过程 ，纤维在气流中的指向 、 均匀度 、 绕卷度 、 扭曲度等直接决定了成品的质
地 、强度和手感 。在研究该两相流的流动特征及纤维运动和取向的基础上 ，就能
对其进行控制 ，从而获得满足要求的纺织品 。



在化学工业中 ，聚合物是常见的基质 ， 液态下的聚合物应力由本构方程描
述 ，推导该方程的主要手段是统计力学方法 ，该方法将聚合物视为离散的固体颗
粒与流体的混合物 ，而圆柱状颗粒代表了一大类聚合物 。颗粒在流体作用下的运
动与取向 、颗粒对流体的作用等决定了聚合物的宏观特性 。

在造纸工业中 ，纸浆流动是两相流 ，固相是呈圆柱状的木纤维 ，纸张的抗拉
性 、厚度 、质地 、渗水等特性极大地依赖于纸浆在各道工序的流动过程中木纤维
的浓度分布和取向分布 。

在输运工业中 ，气力或液力输送已经成为一种主要的输运方式 ，而被输送介
质有很多近似于圆柱状 ，如谷物 、胶囊 、木屑等 。由于圆柱状颗粒的阻力系数与
圆球颗粒不同 ，所以在系统的设计中 ，必须重新匹配开泵压力和给气 （液） 量 。

流动减阻是应用流体力学研究的一个分支 ，在牛顿流体中添加哪怕是低浓度
的圆柱状颗粒 ，也将改变流动的特性 ，颗粒取向与流体之间的耦合作用 ，能够起
到减少流动阻力的作用 。

此外 ，自然界中冰晶的形成及在大气中的迁移 ，圆柱状污染物的分布 、扩散
与沉降等 ，都说明圆柱状颗粒两相流具有普遍性 。

与圆球颗粒相比 ，圆柱状颗粒多相流的研究难度更大 ，其主要原因有三 ：一
是颗粒几何形状上的非各向同性和存在主轴的特点 ，使得除了确定颗粒的位置之
外 ，还要确定颗粒的取向 ，这增加了描述颗粒运动的方程数量以及求解的难度 ；
二是在相同的体积浓度下 ，圆柱状颗粒比圆球有更大的影响半径 ，因而颗粒间的
相互影响以及颗粒与流体的作用更为明显 ；三是流体与圆柱状颗粒之间的相互作
用力 、混合物的应力与应变率的关系更加复杂 。

对圆柱状颗粒两相流的研究涉及多相流动力学 、流变学 、湍流理论 、流动稳
定性理论 、统计力学 、多体动力学等多个学科分支 。在圆柱状颗粒两相流的流动
过程中 ，流体介质与颗粒相互影响 ，而颗粒之间也存在相互作用 。颗粒的存在及
运动改变了流体的特性 ，而颗粒在流体的作用下 ， 也在不断地进行平移和转动 。
可见 ，圆柱状颗粒两相流构成了一个复杂的动力系统 。虽然对这一流动系统的研
究已取得了一定的成果 ，但是仍有大量问题没有得到解决 。因此 ，对其进行研究
不仅有学术价值 ，而且对相关的应用领域具有指导意义 。

近十年来 ，作者与课题组成员一道对圆柱状颗粒两相流体动力学进行了系
统 、深入 、广泛的研究 ，发展了 Jeffery 轨道理论 ， 完善了圆柱颗粒沉降理论和
含圆柱颗粒流场稳定性理论 ，建立了湍流场颗粒取向平均分布函数理论 ；深化了
圆柱状颗粒动力学拉格朗日模型 ，提出了一般流场颗粒取向分布求解模型 ，建立
了颗粒间持续接触作用模型 ；发现了沉降颗粒相互作用模式和最可几 T 形结构 ，
构造了颗粒间持续接触作用综合参数 ，揭示了多种圆柱状颗粒两相流场中的颗粒
运动规律和流变特性 ，确定了流动条件 、颗粒参数与失稳特性的关系 。本书是以
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常用基本符号说明

英文符号 量的含义

a ： 颗粒半径

aij ： 二阶取向张量分量

aij k l ： 四阶取向张量分量

A ： 面积

c ： 颗粒体积分数 ， c ＝ πnL d２ ／４
Cd ： 阻力系数

d ： 颗粒直径 ，涡核直径 ，水力直径
D ： 扩散系数

e ： 单位矢量

f ： 分布函数 ，频率
F ： 流体作用在颗粒上的力

F ： 流体作用在颗粒上的力矢量

Fi ： 流体作用在颗粒上合力的张量形式

F′ ： 点力对流体的作用力

F′i ： 点力对流体作用力的张量形式

Fv ： 流场体积力

G ： 重力

g ： 重力加速度

I ： 转动惯量 ，冲量
J ： 角动量

k ： 湍动能

K ： 动量

l ： 颗粒半长

L ： 颗粒长度 ， Lagrange函数 ，周长
Lc ： 特征长度

m ： 质量

M ： 力矩

n ： 单位体积内的颗粒数目



N ： 颗粒总数

p ： 流体压力

p ： 颗粒主轴矢量

P ： 总压 ，概率
P ： 流体压力矢量

p· ： p的时间变化率 ，指颗粒的转动速度
Q ： 流量

（R ， 矱 ， z） ： 柱坐标

（ r ， θ， 矱） ： 球坐标

r ： 球半径

r ： 位置矢量

R ： 圆柱半径

t ： 时间

S ： 球面

T ： 温度

Tc ： 特征时间

u ， v ， w ： 笛卡儿速度分量

ui ： 速度的张量形式

U ： 速度

Uc ： 特征速度

u ： 流体速度矢量

up ： 颗粒速度矢量

vR ， v矱 ， v z ： 柱坐标速度分量

vr ， vθ ， v矱 ： 球坐标速度分量

vi ： 速度的张量形式

V ： 体积

V ∞ ： 均匀来流速度

W ： 流体涡度张量 ， W ＝ （ Δu － ΔuT ） ／２
x ， y ， z ： 笛卡儿坐标

x１ ， x２ ， x３ ： 坐标分量

枙 pp枛 ： 颗粒二阶取向张量

枙 pppp枛 ： 颗粒四阶取向张量

希腊字母 量的含义

β： 颗粒长径比 ，扰动频率
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ε： 湍流耗散率

ε： 流体应变率张量 ， ε＝ （ Δu ＋ ΔuT ）／２
矱 ： 颗粒体积分数

γ
·
： 剪切率

θ： 动量厚度

λ ： 颗粒长径比参数 ，等于 （a２ － １）／（a２ ＋ １）
μ ： 流体动力黏度

μp ： 颗粒附加黏度

μt ： 涡黏度

μ－ ： 悬浮流有效黏度系数

ν： 流体运动黏度

ρ： 比重

σ： 扰动增长率

σ ： 悬浮流总应力张量

σp ： 颗粒附加应力

τ： 弛豫时间 ，剪切应力
ω ： 频率

ω ： 旋转角速度

ω· ： 旋转角加速度

Ω ： 碰撞算子

φ ： 流函数

ψ （ p） ： 颗粒取向分布函数 ，流函数
Ψ ： 密度分布函数

ζ ： 球状系数

量纲为一的参数

Kn ： 克努森 （Knudsen） 数
Pe ： 佩克莱 （Peclet） 数 ， Pe ＝ γ

·
Δ ／D

Re ： 雷诺 （Reynolds） 数
Sr 施特鲁哈尔 （Strouhal） 数
St ： 斯托克斯 （Stokes） 数
下角符号 含义

p ： 颗粒

b ： 基本流

常用基本符号说明 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 · vii · 　



a ： 平均

上角符号 含义

－ ： 平均

′ ： 脉动量
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第一章 　圆柱状颗粒在流场中的受力分析

在圆柱状颗粒两相流中 ，经常把颗粒视为离散体 ，颗粒在流场中的运动轨迹 、
空间分布及取向分布取决于作用于颗粒上的力和力矩 ，可见流场作用在颗粒上的
受力分析非常重要 。由于一般的颗粒尺度比较小 ，而且绕颗粒的流动具有多样化
的特征 ，所以颗粒在流场中的受力比较复杂 。本章在对颗粒的受力分析中 ，假设颗
粒为没有变形的刚性体 。

１畅１ 　研 究 概 述

以往的研究在考虑颗粒受力时 ，往往忽略难以解析描述的外力 ，大多数研究只
考虑了颗粒与流体间的拖曳力 ，少数考虑了附加质量力和 Basset 力 ，而 Saffman
力 、Magnus力 、压力梯度力 、热泳力及高频振荡效应等则很少考虑 。

最早进行非圆球粒子受力研究的是 Jeffery［１］ ，他在速度梯度不变的低雷诺数
Stokes流场中 ，计算了流场作用在椭球颗粒上的合力和力矩 ，得到了简单剪切流
中椭球粒子的运动公式 。 Cox［２］发展了 Jeffery 理论 ，在低雷诺数 Stokes 流场中 ，
用一个级数来表示沿颗粒长度流体对颗粒作用力的分布 ，说明当以颗粒直径为特
征长度的雷诺数趋向于零时 ，作用在颗粒单位长度上的力正比于流体和颗粒的相
对速度 。

Youngren和 Acrives［３］ 数值模拟了绕圆柱状颗粒的 Stokes 流场 ，得到了
Stokes阻力 。 Loewenberg［４］用边界积分方法 ，计算了长径比在 ０畅０１ ～ １００的颗粒
在低频和高频振荡下 ，朝平行于和垂直于颗粒主轴的方向运动时的 Stokes 力 、附
加质量力和 Bessert 力 ，其中后两个力是首次得到 ，说明这些力与相同长径比下的
椭球所受到的力不同 。 Zhu等［５ ，６］推导得到了圆柱状颗粒朝平行于和垂直于颗粒

主轴的方向运动时受到的压力梯度力 、Magnus力 、Saffman力 、热泳力和静电力 。
圆柱状颗粒在流体中运动时 ，其主轴与流体运动方向的夹角直接影响到流体

作用在颗粒上的力 ，而夹角的变化与颗粒受力的关系研究得较少 。

１畅２ 　 Stokes力
两相流场中一般都存在颗粒与流体的相对运动 ，由于颗粒的几何尺度一般都

较小 ，且颗粒与流体的相对速度也较小 ，所以流体绕颗粒运动的流场雷诺数也较



小 ，于是流体的惯性力和黏性力相比可以忽略 。 １８５１ 年 ，英国力学家 Stokes 对于
圆球在流体中缓慢运动时产生的流场 ，推导出了忽略惯性力情况下的精确解 ，因而
就有了所谓的 Stokes流动 。要得到圆柱状颗粒在流体中缓慢运动的解 ，有必要先
了解 Stokes流动 。

1畅2畅1 　 Stokes方程

不可压缩牛顿流体满足的连续性方程和运动方程分别为

Δ· u ＝ ０ （１畅２畅１）
抄u
抄 t ＋ （u · Δ）u ＝ Fv － １

ρ

Δp ＋ ν Δ２ u （１畅２畅２）

式（１畅２畅 ２）左边第一项为流场局部速度随时间的变化 ，称非定常项 ；第二项为非均
匀流场中因流体微团迁移而引起的流体惯性作用 ；右边三项分别表示质量力 、压力
和黏性力的作用 。将式中的非定常项 、惯性力项以及黏性力项进行比较 ，用特征时
间 Tc 、特征长度 Lc 和特征速度 Uc 将这些项化为量纲为一的量 ，并用带“′”的量表
示 ，于是有

非定常力
黏性力

∝

抄u
抄 t

ν
Δ２ u ＝

Uc
Tc

抄u′
抄 t′

νUc
L２
c

Δ

′２ u′
∝ L２

c
νT c ＝ St （１畅２畅３）

惯性力
黏性力

∝ （u ·

Δ

）u
ν Δ２ u ＝

U２
c
Lc （u′ ·

Δ′）u′
νUc
L２
c

Δ

′２ u′
∝ Uc Lc

ν ＝ Re （１畅２畅４）

式（１畅２畅 ４）当 Re很小时 ，意味着惯性力远小于黏性力而可以忽略 ，于是式（１畅 ２畅２）
可以简化为

抄u
抄 t ＝ Fv － １

ρ

Δp ＋ ν Δ２ u （１畅２畅５）

定义宏观流动的特征时间 Lc ／Uc 与非定常的特征时间 Tc 之比为施特鲁哈尔
（Strouhal）数 Sr ，于是根据式（１畅２畅 ３）和式（１畅２畅４）有

Lc
Uc Tc ＝ St

Re ＝ Sr

由上式可知 ，若 S r为一有限值 ，则当 Re趋向于 ０时 ，St也应当趋向于 ０ ，即可以忽
略非定常项 ，于是式（１畅 ２畅５）可以进一步简化为

Δp ＝ ρFv ＋ μ Δ２ u （１畅２畅６）
该方程称为 Stokes方程 ，满足该方程的流动称为 Stokes流动 。

·２· 超常颗粒多相流体动力学 ———圆柱状颗粒两相流



1畅2畅2 　点力

对无界区域中的 Stokes流动 ，在忽略质量力的情况下 ，Stokes方程（１畅２畅６）可
以简化为

Δp ＝ μ Δ２ u （１畅２畅７）
根据 Stokes流的唯一性定理 ，对无界区域 ，无穷远处的速度应当趋向于零 ，即

r → ∞ ， u（ r） ＝ O １
r （１畅２畅８）

对于不可压缩流体 ，将方程（１畅２畅７）两边取散度得

Δ· Δp ＝ Δ２ p ＝ Δ· μ Δ２ u ＝ μ Δ２ Δ· u ＝ ０
即

Δ２ p ＝ ０ （１畅２畅９）
可见在忽略质量力且不可压缩的 Stokes流动中 ，压力 p满足 Laplace方程 。

在无穷远处的 p趋于零时 ，由数理方程理论可以得到 Laplace方程（１畅２畅９）的
一般解为

p ＝ ∑
∞

n ＝ ０
∑
n

m ＝ ０

１
rn＋ １ Pm

n （cosθ）［Cnm cosm矱 ＋ Dnm sinm矱］ （１畅 ２畅１０）

图 １畅２畅１ 　球坐标系

式中 r 、θ、矱是图 １畅 ２畅１ 所示坐标系的三个坐标 ，Pm
n

是第一类连带 Legendre 多项式 ，Cnm 、Dnm 是任意

常数 。
若取 n ＝ ０ ，则式（１畅２畅 １０）为

p ＝ １
r P

０
０ （cosθ）C００

将其代入式 （１畅２畅 ７）可知 ，当 r → ∞ 时 ， u（ r） ＝
O（ln r） ，不满足式（１畅２畅８）的唯一性条件 。
若取 n ＝ １ ，则可以得到满足式（１畅２畅８）的速度

u（ r） 。　

１畅 n ＝ １ ，m ＝ ０的情形

在式（１畅２畅１０）中取 n ＝ １ ，m ＝ ０ ，可得

p ＝ １
r２ P

０
１ （cosθ）C１０ （１畅２畅１１a）

根据图 １畅２畅 １ 的坐标系 ，式中 Legendre 多项式 P０
１ （cosθ） ＝ cosθ ＝ z／ r ，将常系数

C１０记作 ２μC ，则式（１畅２畅１１a）为
p ＝ cosθr２ C１０ ＝ ２μC z

r３ （１畅２畅１１b）
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将式（１畅 ２畅１１b）代入式（１畅 ２畅７） ，用 u 、v 、w 表示沿 x 、y 、z 三个方向的速度分量 ，
可得

Δ２ u ＝ － ６C x z
r５ ，　 Δ２ v ＝ － ６C y z

r５ ，　 Δ２ w ＝ C ２
r３ － ６ z２

r５

以上方程的一个特解是［７］

u ＝ C x z
r３ ，　 v ＝ C y z

r３
，　 w ＝ C z２

r３

或用矢量表示为

u ＝ C z
r２ er

但该特解不满足不可压流体的连续性条件

Δ· u ＝ ０ 。 因此 ，为寻求既满足连续性
条件又满足 Stokes方程（１畅２畅７）的解 ，可设

u ＝ C z
r２ er ＋ u′ （１畅 ２畅１２）

于是只要 u′满足 Δ · u′ ＝ － Cz／ r３ 和 Δ２ u′ ＝ ０ ，u 就满足连续性条件和方程
（１畅２畅７） 。 可以证明 ，当 u′ ＝ － Ce z ／ r 时能够满足以上两个条件 ，将其代入式
（１畅２畅１２）得

u ＝ C z
r２ er ＋ １

r e z （１畅 ２畅１３）

式（１畅 ２畅１１b）和（１畅２畅 １３）构成了 Stokes流动的一个特解 ，该解在原点 r ＝ ０ 处有一
个奇点 。以原点为中心 ，r为半径做一个球 ，球面为 S ，球内的奇点对周围流体的作
用力 F′与球面 S 外侧所受的流体合力平衡 ，即

F′ ＝ － 促
S 　

er · Pd S （１畅 ２畅１４）

根据球面 S上流体的压力分布特征和球坐标与柱坐标的关系 ，式（１畅２畅１４）可
化为［７］

F′ ＝ － 促
S 　

－ p ＋ ２μ 抄 vr抄 r e r d S ＝ ８πCμe z （１畅 ２畅１５）

可见 n ＝ １ ，m ＝ ０的特解对应于一个点力 ，该力的指向与图 １畅２畅１ 的 z 轴相同 ，因
而又称为 z方向的 Stokes流子 。用相同的方法可以证明 ，r ＝ ０处的奇点对周围流
体作用的力矩为 ０ 。

２畅 n ＝ １ ，m ＝ １的情形

在式（１畅２畅１０）中取 n ＝ １ ，m ＝ １有

p ＝ １
r２ P

１
１ （cosθ）［C１１ cos 矱 ＋ D１１ sin 矱］ （１畅 ２畅１６）
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该式由两项组成 ，采用与前面相同的方法 ，可知这两项分别对应于指向为 x 方向
和 y 方向的点力［７］ 。

将式（１畅２畅１５）中的 C用 F′表示 ，即 C ＝ F′／８π μe z ，然后将其代入式（１畅２畅 １３） ，
就可以得到指向为 z方向的点力所产生的速度和压力表达式（１畅２畅１７a） 。 类似地 ，
指向为 x 方向和 y 方向的点力所产生的速度和压力的表达式 （１畅２畅１７b） 、
（１畅２畅１７c）也可以得到［７］

u ＝ F′z
８π μ

z
r２ er ＋ １

r e z ；　 p ＝ F′z
４π

z
r３ （１畅２畅１７a）

u ＝ F′x
８π μ

x
r２ er ＋ １

r e x ；　 p ＝ F′x
４π

x
r３ （１畅２畅１７b）

u ＝ F′y
８π μ

y
r２
er ＋ １

r e y ；　 p ＝ F′y
４π

y
r３ （１畅２畅１７c）

式中 F′x 、F′y 、F′z 分别表示 F′沿 x 、y 、z方向的分量 ，式（１畅２畅１７a） ～ （１畅 ２畅１７c）的张
量形式为

vi ＝ F′j
８π μ

δij

r
＋

xi x j

r３
；　 p ＝

F′j
４π

x j

r３
（１畅 ２畅１８）

1畅2畅3 　点力法

点力法是计算圆球颗粒在无界的 Stokes 流场中受力的一种近似方法 。 当一
个圆球在流场中运动或流体绕过一个静止的圆球时 ，圆球对流场会产生扰动 ，从而
引起流场速度和压力分布的变化 ，这种扰动可以用一个位于圆球球心的点力的扰
动来代替 ，通过圆球球面的边界条件便可以确定点力的大小 。

点力法最初由 Burgers［８］提出 ，半径为 a的圆球位于无界的流场中 ，均匀来流

的速度为 V ∞ ，方向与 z方向相同 ，假设在圆球的球心有一个大小待定的点力 F′ ，
该力产生的扰动速度 u由式 （１畅 ２畅１７）表示 ，则流场的实际总速度为 ut ＝ V ∞ ＋ u 。
然而 ，不管点力 F′如何取值 ，都不可能使球面上每一点的速度 ut 满足无滑移条件 。

因此 ，为了使得点力扰动能够更逼近圆球的真实扰动 ，Burgers提出在球面上 ut 的
平均值应满足如下无滑移条件

∫r ＝ a
ut d S ＝∫r ＝ a

（V ∞ ＋ u）d S ＝ ０

由上式可以求得式（１畅２畅１７a） ～ （１畅２畅１７c）中的 F′x ＝ ０ ，F′y ＝ ０ ，F′z ＝ － ６π μV ∞ a 。由
于 F′是表示点力对流体的作用力 ，那么其反作用力就是周围流体对圆球的合力

F ＝ ６π μV ∞ a （１畅 ２畅１９）
该式与解析解给出的 Stokes阻力公式相同 。
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１畅３ 　细长体理论

在圆柱状颗粒两相流中 ，流场通常也属于 １畅 ２ 节中所描述的 Stokes 流动 ，即
流体的惯性力与黏性力相比可以忽略 ，但 １畅２ 节中描述的是圆球颗粒的运动 。 为
了描述圆柱状颗粒的运动 ，首先将颗粒视为如图 １畅３畅１ 所示的细长体 。 所谓细长
体指的是与主轴垂直的截面尺度远小于长度的物体 ，圆柱状颗粒通常可以视为细
长体 。一个细长体在流场中运动或流体绕过一个静止的细长体时 ，流场的速度和
压力分布将发生变化 。

图 １畅３畅１ 　细长体示意图

1畅3畅1 　细长体引起的流场扰动速度及流体对细长体的合力

Batchelor［９］于 １９７０年提出了细长体理论 ，即在无界区域中流体绕细长体运动
或细长体在无界区域中运动时 ，细长体对流场的扰动可以用沿细长体长度适当分
布的点力所引起的流体运动来近似 ，而点力及其点力法已在 １畅 ２畅２ 节和 １畅 ２畅３ 节
中叙述 。

如图 １畅 ３畅１所示 ，细长体的长度为 ２ l ，其主轴方向为 x（定义为 x１ ）方向 ，坐标
原点位于细长体的几何中心点 ，细长体沿主轴方向的坐标区域为 － l ≤ x ≤ l 。 细长
体与主轴垂直的截面可以是任意形状 ，截面上的任意一点由（ 矱 ，R）描述 ，其中 R ＝

x２２ ＋ x２３ ，细长体表面上的任意一点表示为
R ＝ R０ （ 矱 ，x） （１畅３畅１）

考虑细长体以速度 up ＝ up i ei 平移的情形 ，把坐标轴固定在细长体上 ，此时来
流速度就为 － up 。根据式（１畅２畅１７） ，位于原点的点力在无界区域流场中引起的流
场的扰动速度为
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vi ＝
F′j
８π μ

δi j
r

＋
x i x j

r３
（１畅３畅２）

那么在整个细长体 － l ≤ x ≤ l上 ，密度分布为 F′j （ x′）的点力所引起的流场的扰动
速度为［９］

vi（x） ＝ １
８π μ∫

l

－ l

F′i （x′）
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］１／２ ＋

（ x i － x′i ）（ x j － x′j ）F′j （x′）
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２ d x′

（１畅３畅３）
根据图 １畅３畅１的坐标系 ，式中 x′１ ＝ x′ ，x′２ ＝ ０ ，x′３ ＝ ０ 。 为了满足流体沿细长体表面
的无滑移条件 ，必须适当选择未知函数 F′j （x′） ，使得在物面上满足

vi ＋ （ － up i） ＝ ０ （１畅３畅４）
当 F′j （x′）确定后 ，就可以通过式（１畅３畅３）求解由细长体引起的流场的扰动速度 。

１畅 F′j （x′）为常数的情形

Batchelor 证明 ，若式（１畅３畅３）中的 F′j （x′）取常数 ，可以得到近似满足边界条件

（１畅３畅４）的扰动速度 vi（x） 。首先 ，当 F′j （x′）为常数时 ，式（１畅３畅３）可以化为

vi（ x） ＝ １
８π μ F′i∫

l

－ l

d x′
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］１／２ ＋ F′１∫

l

－ l

（ xi － x′i ）（ x１ － x′１ ）d x′
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２

＋ F′２∫
l

－ l

（ xi － x′i ）（ x２ － x′２ ）d x′
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２ ＋ F′３∫

l

－ l

（ x i － x′i ）（ x３ － x′３ ）d x′
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２

（１畅３畅５）
为了积分式（１畅３畅５） ，Batchelor提出了渐进求解方法［９］ ，即对于积分

I ＝∫
l

－ l

d x′
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］１／２ ，　 I′n ＝∫

l

－ l

R２ － n（ x － x′）n d x′
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２ 　 （n ＝ ０ ，１ ，２）

（１畅３畅６）
当 R／ l 虫 １ ，且在不靠近细长体两端的区域有

I ≈ ２ln ２ l
R 倡 ＋ ２ln （１ － x２ ／ l２ ）１／２

R／R 倡

I′０ ≈ ２ ，　 I′１ ≈ ０ ，　 I′２ ≈ I － ２
（１畅３畅７）

式中 R 倡
是表征细长体截面的一个当量半径 ，I 、I′０ 、I′２ 的误差为 R２ ／ l２ 阶 ，而 I′１ 的

误差为 R／ l阶 。
将式（１畅３畅６）的第一式代入式（１畅３畅５） ，考虑到 x′１ ＝ x′ ，x′２ ＝ ０ ，x′３ ＝ ０ ，且式

（１畅３畅５）右边第二项中 xi 的 i取 ２和 ３时有 I′１ ＝ ０ ，那么式（１畅 ３畅５）可化为

vi（x） ＝ １
８π μ IF′i ＋ F′１∫

l

－ l

（ x１ － x′）２ d x′
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２
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＋ F′２∫
l

－ l

（ xi － x′i ） x２ d x′
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２ ＋ F′３∫

l

－ l

（ xi － x′i ） x３ d x′
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２ （１畅３畅８）

根据式（１畅３畅６）的第二式以及式（１畅 ３畅７） ，式（１畅３畅８）右边第二项对应 I′２ ≈ n － ２ ，右
边后两项中 x i 的 i取 １时为 I′１ ＝ ０ ，因此 i只剩下取 ２和 ３ ，而 x′２ ＝ x′３ ＝ ０ ，令 Ri ＝
δi２ x２ ＋ δi３ x３ ，则式（１畅 ３畅８）可化为

vi（x） ＝ １
８π μ IF′i ＋ δi１ F′１ （ I － ２） ＋ F′２∫

l

－ l

R i x２ d x′
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２

　 ＋ F′３∫
l

－ l

R i x３ d x′
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２

＝ １
８π μ IF′i ＋ δi１ F′１ （ I － ２） ＋ F′２ Ri x２

R２ ∫
l

－ l

R２ d x′
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２

　 ＋ F′３ Ri x３

R２ ∫
l

－ l

R２ d x′
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２

＝ １
８π μ

IF′i ＋ δi１ F′１ （ I － ２） ＋ ２ Ri x２

R２ F′２ ＋ ２ Ri x３

R２ F′３

＝ １
８π μ

IF′i ＋ δi１ F′１ （ I － ２） ＋ ２
RiR j

R２ F′j

＝ １
８π μ

I（F′i ＋ δi１ F′１ ） － ２δi１ F′１ ＋ ２
RiR j

R２ F′j （１畅３畅９）

Batchelor 定义了一个特征小量
ε ＝ ln ２ l

R 倡

－ １

（１畅 ３畅１０）

于是 ，将式（１畅３畅 ７）和式（１畅 ３畅１０）代入式（１畅３畅９）得［９］

vi（x） ＝ １
４πμ

１
ε ＋ ln （１ － x２ ／ l２ ）１／２

R／R倡 （F′i ＋ δi１ F′１ ） － δi１ F′１ ＋
RiR j

R２ F′j 　 j ＝ ２ ，３

（１畅 ３畅１１）

２畅 F′j （x′）为 x的线性函数的情形

当 F′j （x′）为 x的线性函数时 ，与 F′j （x′）为常数类似 ，对于积分

J ＝∫
l

－ l

x′d x′
（ x － x′）２ ＋ R２ １／２ ，　 J′n ＝ １

l∫
l

－ l

R２ － n（ x － x′）n x′d x′
（ x － x′）２ ＋ R２ ３／２ 　 （n ＝ ０ ，１ ，２）

（１畅 ３畅１２）
当 R／ l 虫 １且不靠近细长体两端时 ，可以得到［９］
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J ≈ x
l ２ln ２ l

R 倡 ＋ ２ln （１ － x２ ／ l２ ）１／２

R／R 倡 － ２

J′０ ≈ ２ x／ l 　 J′１ ≈ ０ ，　 J′２ ≈ J － （２ x／ l）
（１畅 ３畅１３）

式中 J 、J′０ 、J′２ 的误差为 R２ ／ l２ 阶 ，而 J′１ 的误差为 R／ l阶 。
由于 F′j （x′）为 x的线性函数 ，式（１畅３畅 ３）的右边第一项可写为

∫
l

－ l

F′i （x′）d x′
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］１／２ ＝ F′i （ x） I ＋∫

l

－ l

F′i （x′） － F′i （ x）
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］１／２ d x′

（１畅 ３畅１４）
式中的 I见式（１畅 ３畅６）和式（１畅３畅 ７） 。 Tuck［１０］发现 ，当 R／ l 虫 １时 ，可以近似地将式
（１畅３畅１４）右边第二项分母中的 R２

去掉 ，于是将式（１畅３畅７）代入式（１畅３畅１４）得

∫
l

－ l

F′i （x′）d x′
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］１／２

≈ F′i （ x） ２
ε ＋ ２ln （１ － x２ ／ l２ ）１／２

R／R 倡 ＋∫
l

－ l

F′i （x′） － F′i （ x）
x － x′ d x′

（１畅 ３畅１５）
与 F′j （x′）为常数的情形类似 ，式（１畅３畅３）右边第二项的积分可写为

∫
l

－ l

（ x i － x′i ）（ x j － x′j ）F′j （x′）
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２ d x′

＝∫
l

－ l

（ x i － x′i ）（ x１ － x′１ ）F′１ （x′）
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２ d x′ ＋∫

l

－ l

（ x i － x′i ）（ x２ － x′２ ）F′２ （x′）
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２ d x′

＋∫
l

－ l

（ x i － x′i ）（ x３ － x′３ ）F′３ （ x′）
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２ d x′

因为 x′１ ＝ x′ ，x′２ ＝ ０ ，x′３ ＝ ０ ，且 F′j （x′） ～ x′ ，上式右边第一项中 x i 的 i 取 ２和 ３时
为 J′１ ＝ ０ ，右边后两项中 x i 的 i 取 １ 时为 J′１ ＝ ０ ，这样 i只剩下取 ２ 和 ３ ，令 Ri ＝
δi２ x２ ＋ δi３ x３ ，则上式可化为

∫
l

－ l

（ xi － x′i ）（ x j － x′j ）F′j （x′）
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２ d x′

＝∫
l

－ l

（ x１ － x１′）２ x′
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２ d x′ ＋∫

l

－ l

r i x２ x′
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２ d x′

＋∫
l

－ l

r i x３ x′
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２ d x′

由式（１畅 ３畅１２）和式（１畅３畅１３） ，再结合式（１畅 ３畅１５） ，上式化为［９］

∫
l

－ l

（ xi － x′i ）（ x j － x′j ）F′j （x′）
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２ d x′

＝ δi１ lJ′２ ＋
Ri x２

R２ ∫
l

－ l

R２ x′
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２ d x′ ＋

Ri x３

R２ ∫
l

－ l

R２ x′
［（ x － x′）２ ＋ R２ ］３／２ d x′
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＝ δi１ （ lJ － ２ x） ＋ δi２
Ri x２

R２ lJ′０ ＋ δi３
Ri x３

R２ lJ′０

＝ δi１ lJ － ２ xδi１ ＋ δi２
Ri x２

R２ ２ x ＋ δi３
Ri x３

R２ ２ x

＝ δi１∫
l

－ l

F′１ （ x′）d x′
（ x － x′）２ ＋ R２ １／２ － ２δi１ F′１ （ x） ＋ ２

RiR j

R２ F′j （ x）

＝ δi１ F′１ （ x） ２
ε ＋ ２ln （１ － x２ ／ l２ ）１／２

R／R 倡

＋ δi１∫
l

－ l

F′１ （ x′） － F′１ （ x）
x － x′ d x′ － ２δi１ F′１ （ x） ＋ ２

RiR j

R２ F′j （ x） 　 　（１畅 ３畅１６）

将式（１畅 ３畅１５）和式（１畅３畅１６）代入式（１畅 ３畅３）得

vi（x） ＝ １
８π μ F′i （ x） ２

ε ＋ ２ln （１ － x２ ／ l２ ）１／２

R／R 倡 ＋∫
l

－ l

F′i （x′） － F′i （ x）
x － x′ d x′

＋ δi１ F′１ （ x） ２
ε ＋ ２ln （１ － x２ ／ l２ ）１／２

R／R 倡

＋ δi１∫
l

－ l

F′１ （x′） － F′１ （ x）
x － x′ d x′ － ２δi１ F′１ （ x） ＋ ２

RiR j

R２ F′j （ x）

＝ １
４πμ

１
ε ＋ ln （１ － x２ ／ l２ ）１／２

R／R倡 ［F′i （ x） ＋ δi１ F′１ （ x）］ － δi１ F′１ （ x） ＋
RiR j

R２ F′j （ x）

＋ １
８π μ∫

l

－ l

F′i （x′） － F′i （ x）
x － x′ d x′ ＋ δi１∫

l

－ l

F′１ （x′） － F′１ （ x）
x － x′ d x′

＝ １
４πμ

１
ε ＋ ln （１ － x２ ／ l２ ）１／２

R／R倡 ［F′i （ x） ＋ δi１ F′１ （ x）］ － δi１ F′１ （ x） ＋
RiR j

R２ F′j （ x）

＋ １
８π μ（δi j ＋ δi１ δj１ ）∫

l

－ l

F′j （x′） － F′j （ x）
x － x′ d x′ （１畅 ３畅１７）

由式（１畅 ３畅１１）或式（１畅３畅１７） ，再根据细长体表面上的边界条件（１畅３畅 ４） ，就可以确
定 F j ，由于 F j 取代的是细长体的点力对流体的作用力 ，所以其反作用力就是细长
体周围流体对细长体的合力 。

1畅3畅2 　细长体理论的意义及其局限性

细长体理论的建立对圆柱状颗粒两相流的研究具有重要意义 ，主要体现在以
下几个方面 。

１） 减少了计算量
一般而言 ，在圆柱状颗粒两相流中 ，颗粒的尺度远小于流场的特征尺度 ，如果

要直接计算流场和颗粒的运动 ，计算网格势必要很细 ，就算采用自适应的无结构网
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格 ，如果要模拟实际的流场 ，计算量也难以接受 。细长体理论的建立使得在颗粒雷
诺数很小以及可以忽略流体惯性项的前提下 ，能对颗粒的运动进行直接模拟 。

２） 为建立圆柱状颗粒两相流的本构方程打下了基础
如果把圆柱状颗粒两相流视为一种单一的连续介质 ，则必须要建立合适的本

构方程 。细长体理论为圆柱状颗粒两相流本构方程的建立奠定了基础 。
同时 ，细长体理论也有如下局限性 。
１） 无限长假设
细长体理论的基本假设是颗粒为无限长 ，尽管经过修正后也可以用于有限长

的情形 ，但在细长体端部附近流场得到的结果误差会大一些 ，而且圆柱状颗粒的这
种端部效应比椭球形颗粒更为明显 。

２） 极低雷诺数假设
该假设使得细长体理论不适用于颗粒尾流影响较大以及流体惯性影响不能忽

略的情况 。
３） 难以准确描述颗粒间的相互作用
当两个颗粒靠得很近时 ，可以通过引入润滑力 ，使由细长体理论得到的颗粒受

力情况趋于合理 ，同时也保证颗粒之间不会穿透 ，但润滑力的引入使得颗粒周围的
流场结构难以较好地描述 。

１畅４ 　阻 力 系 数

１畅３节中叙述了圆柱状颗粒在 Stokes流场中运动时流体作用在颗粒上的力 。
在实际应用中 ，往往也通过确定阻力系数来得到流体作用在颗粒上的力 ，其中最常
见的是对圆球的阻力系数进行修正 ，从而得到圆柱状颗粒的阻力系数 。

1畅4畅1 　与长径比无关的阻力系数

圆柱状颗粒在流体中运动的阻力系数一般是雷诺数和颗粒长径比 L／ d的函
数 ，但是当长径比远小于 １ 时 ，阻力系数与长径比无关［１１］ 。 Unnikrishnana 和
Chhabra［１２］认为 ，在 ０畅０５１３ ＜ L／ d ＜ ２的范围内 ，阻力系数与长径比无关且表示为

Cd ∞ ＝ １７畅５
Re ∞

（１ ＋ ０畅６８Re０畅 ４３∞ ） （１畅４畅１）

式中 Cd ∞ 、Re∞ 分别是圆柱颗粒在无界流场运动时的阻力系数和雷诺数 。

1畅4畅2 　以圆球情形为参考的阻力系数

圆柱状颗粒在流体中运动的阻力系数还可用圆柱颗粒与圆球颗粒在相同环境

下稳态沉降速度的比值来表示 ，即引进一个球状系数 ζ ，它表示与圆柱颗粒相同体
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积的圆球表面积与实际圆柱颗粒的表面积之比

ζ ＝ d２
e

dl ＋ d２

２

（１畅４畅２）

式中 de 是与圆柱颗粒相同体积的圆球的直径 。圆柱颗粒运动时有一个迎风面积 ，
即颗粒在与运动方向垂直面上的投影面积 ，用 dn 表示与这一投影面积相同的圆面
积的直径 ，则圆柱颗粒与直径为 de 的圆球颗粒的稳态沉降速度之比为

K ＝ a ＋ b de
dn ζ

０畅 ５ ＋ c de
dn

２

ζ （１畅４畅３）

式中 a ，b ，c为待定常数 ，Unnikrishnana 和 Chhabra［１２］通过实验发现 ，在 ０畅６８ ≤
de ／ dn ≤ １畅４４范围内 ，这些待定常数为

a ＝ ０畅４５９ ± ０畅０３１ ；　 b ＝ ０畅４６８ ± ０畅０２７ ；　 c ＝ ０畅００８４ ± ０畅０００９３
Fuchs［１３］引进动力形状因子的概念 ，将形状因子乘上圆球的 Stokes 阻力系

数 ，得到与圆球具有相同体积的圆柱颗粒的阻力系数 ，而形状因子可以由下式
确定［１４］

K ＝ vse
vsc （１畅４畅４）

式中 vse是与圆柱颗粒相同体积的圆球颗粒的稳态沉降速度 ，vsc是圆柱颗粒的稳态
沉降速度 。

１畅５ 　压力梯度力

根据颗粒主轴方向与流动方向的关系 ，压力梯度力可以分为两种情况考虑 。

1畅5畅1 　颗粒主轴沿流动方向

假设长度为 ２ l 、半径为 a的颗粒在压力梯度为抄 p／抄 x的流场中运动 ，并且认为
在颗粒的周围抄 p／抄 x为常数 。设颗粒一端所在位置的压力为 p０ ，则另一端的压力
为 p０ ＋ ２ l 抄 p／抄 x ，于是流场作用在颗粒上的压力为

Fp ＝ π a２ p０ － πa２ p０ ＋ ２ l 抄 p
抄 x ＝ － ２πa２ l 抄 p

抄 x ＝ － Vp 抄 p
抄 x （１畅５畅１）

式中 Vp 是颗粒的体积 ，负号表示压力梯度力的方向与压力梯度相反 。

1畅5畅2 　颗粒主轴垂直于流动方向

同样假设抄 p／抄 x为常数 ，以颗粒中心为原点位置 ，颗粒的主轴为 y方向 ，流动
为 x方向 ，建立直角坐标系 Ox y z ，且设原点处的压力为 p０ ，则由于压力梯度引起
的颗粒表面的压力分布为
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p ＝ p０ ＋ acosθ 抄 p
抄 x （１畅５畅２）

式中 θ为颗粒表面任意点与 x 轴的夹角 ，a为颗粒半径 。 注意到颗粒表面沿平行
于 y方向的母线上的压力 p 相同 ，所以可以取微元 ２ ladθ，于是作用于微元上的力
在 x方向的分力为［５］

dFp ＝ p０ ＋ acosθ 抄 p
抄 x ２alcosθdθ

那么作用在颗粒上的压力梯度力为

Fp ＝ ２∫
π

０
p０ ＋ acosθ 抄 p

抄 x ２alcosθdθ ＝ － ２πa２ l 抄 p
抄 x ＝ － Vp 抄 p

抄 x （１畅 ５畅３）

该式与式（１畅５畅１）相同 ，说明压力梯度力与颗粒在流场中所处的方位无关 ，而仅仅
与颗粒所处位置的流场压力梯度值以及颗粒的运动速度线性相关 ，该力的方向为
压力梯度的反方向 。

１畅６ 　 Magnus力
颗粒在流场中转动时 ，将产生一个与流动方向垂直的 Magnus 升力 。 根据

Kutta唱Joukowski定理 ，Magnus升力为
FM ＝ ρ（ vi － vpi） Γ （１畅６畅１）

式中 vi 和 vpi分别是流体与颗粒的速度 ，Γ是沿颗粒表面的速度环量 。
Magnus升力可以分两种情况讨论 。

1畅6畅1 　颗粒主轴垂直于流动方向

这种情形如图 １畅６畅１所示 ，设颗粒绕其主轴以角速度 ω旋转 ，颗粒主轴沿 z方

图 １畅６畅１ 　颗粒主轴垂直于
流动方向的情形

向 ，颗粒与流体的速度差（ vi － vpi ）的反方向为 x 方向 ，
颗粒表面上任意点的矢径与 x 轴的夹角为 θ ，则颗粒表
面上的流场速度为

vis ＝ aω ＋ （ vi － vpi）sinθ （１畅 ６畅 ２）
这样 ，绕颗粒的环量为

Γ ＝ ２ l ·∮ vis d s ＝ ２ l ·∫
２π

０
［aω ＋ （ vi － vpi）sinθ］adθ

＝ ４πa２ lω
故 Magnus升力为

FM ⊥ ＝ ４π a２ lρω（ vi － vpi） （１畅 ６畅 ３）
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1畅6畅2 　颗粒主轴处于流场主流平面

对于图 １畅６畅２所示的一般情形 ，颗粒表面的流场速度矢径 u在 xOy 平面内 ，
颗粒主轴与流动方向的夹角为 θ０ 。 如图所示 ，将流场分成 ４ 个区域 ，不同区域中
xOy平面内矢径的模 r０ 、Ox y z坐标中矢径的模 r 、颗粒表面的微元 d S 、d S对应的
极角 矱 、d S处流场速度沿颗粒表面方向的分量 vis也不同 。

图 １畅６畅２ 　颗粒主轴处于流场主流平面的情形

１畅 － π － θ０ － arctan a
l ≤ θ≤ θ０ － arctan a

l 区域

r０ ＝ asin（θ０ － θ） ；　 r ＝ ［ r０ cos（θ０ － θ）］２ ＋ a２ － z２ ＝ a２ cot２ （θ０ － θ） ＋ a２ － z２

矱 ＝ θ０ － arctan a２ － z２
r０ cos（θ０ － θ） ＝ θ０ － arcsin a２ － z２

r
d S ＝ rdθd zsin（θ０ － 矱） ＝ a２ － z２ dθd z

vis ＝ ω rsin（θ０ － 矱） － （ vi － vpi）cosθ０ ＝ ω a２ － z２ － （ vi － vpi）cosθ０
２畅 θ０ － arctan a

l ＜ θ ＜ θ０ ＋ arctan a
l 区域

r０ ＝ acos（θ０ － θ） ；　 r ＝ r０ ；　 矱 ＝ θ；　 d S ＝ rdθd zcos（θ０ － 矱） ＝ ldθd z
vis ＝ ω rcos（θ０ － 矱） ＋ （ vi － vpi）sinθ０ ＝ ω l ＋ （ vi － vpi）sinθ０

３畅 θ０ ＋ arctan a
l ≤ θ ≤ π ＋ θ０ － arctan a

l 区域

r０ ＝ asin（θ０ － θ） ； r ＝ ［ r０ cos（θ０ － θ）］２ ＋ a２ － z２ ＝ a２ cot２ （θ０ － θ） ＋ a２ － z２
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矱 ＝ θ０ － arctan a２ － z２
r０ cos（θ０ － θ） ＝ θ０ ＋ arcsin a２ － z２

r

d S ＝ rdθd zsin（ 矱 － θ０ ） ＝ a２ － z２ dθd z
vis ＝ ω rsin（ 矱 － θ０ ） ＋ （ vi － vpi）cosθ０ ＝ ω a２ － z２ ＋ （ vi － vpi）cosθ０

４畅 π ＋ θ０ － arctan a
l ＜ θ ＜ π ＋ θ０ ＋ arctan a

l 区域

r０ ＝ acos（π ＋ θ０ － θ） ； 　 r ＝ r０ ；　 矱 ＝ θ；

d S ＝ rdθd zcos（π ＋ θ０ － 矱） ＝ ldθd z
vis ＝ ω rcos（π ＋ θ０ － 矱） － （ vi － vpi）sinθ０ ＝ ω l － （ vi － vpi）sinθ０

式中 a是颗粒的半径 ，将 ４个区域的沿颗粒表面方向的流场速度分量 vis代入速度
环量公式可得

Γ ＝ １
２４π ωa

３ － １
１２ ωa

３ arctan a
l ＋ ８ ωal２ arctan a

l （１畅６畅４）

于是 Magnus升力为
FM ∥ ＝ ρ（ vi － vpi） Γ

＝ ρ（ vi － vpi） １
２４π ω a３ － １

１２ ω a３ arctan a
l ＋ ８ ω al２ arctan a

l
（１畅６畅５）

对于大长径比颗粒的情形（ l／a ≥ １０） ，式（１畅６畅５）可近似为

FM ∥ ＝ ρ（ vi － vpi）８ ωal２ a
l ＝ ８a２ lωρ（ vi － vpi） （１畅６畅６）

将式（１畅６畅６）与式（１畅６畅３）比较可知 ：FM ∥ ／FM ⊥ ＝ ２／π ，可见颗粒平行于流场方
向和垂直于流场方向时受到的 Magnus 力的大小为同一量级 ，故式（１畅６畅６）和式
（１畅６畅３）可合并为

FM ＝ kπ la２ ωρ（ vi － vpi） ＝ kVp ωρ（ vi － vpi） （１畅６畅７）
式中 Vp 是颗粒的体积 ，k为常系数 。

圆柱颗粒在流场中由于旋转而产生的 Magnus 升力 ，无论是绕主轴旋转还是
绕垂直于主轴的某轴线旋转 ，均与旋转角速度 、流体密度和流体与颗粒的速度差成
正比 ，而且力的大小相差不大 ，但力的方向则不同 。 因此 ，当颗粒绕垂直于主轴的
某轴线旋转时 ，颗粒对流场的反作用远远大于绕主轴旋转时的情形 。

１畅７ 　 Saffman力
圆柱颗粒在有速度梯度的流场中运动时 ，由于颗粒上下部分的流体速度不同 ，
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颗粒将会受到一个沿垂直方向的作用力 ，当颗粒上部的速度大于颗粒下部的速度
时 ，该力为向上的升力 。

假设流场定常 、颗粒静止不动 ，流场来流速度为 V ∞ ＝ （ ky ＋ v０ ） e ，k为速度梯
度 ，v０ 是颗粒质心处流场的速度 ，则忽略质量力 、不可压缩流场的连续性方程和运
动方程为

Δ· u ＝ ０ （１畅７畅１）

（u · Δ）u ＝ － １
ρ

Δp ＋ ν Δ２ u （１畅７畅２）

可以从以下两种情况来考虑 Saffman力 。

1畅7畅1 　流场速度垂直于颗粒主轴的情形

采用图 １畅７畅 １ 所示的柱坐标系 ，则式（１畅７畅１）和（１畅 ７畅２）在该坐标系下的形
式为

图 １畅７畅１ 　流场速度垂直
于颗粒主轴的情形
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假设流场沿 z方向保持不变 ，且 v z ＝ ０ ，则式（１畅７畅３） ～ （１畅 ７畅５）化为
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·６１· 超常颗粒多相流体动力学 ———圆柱状颗粒两相流


