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超声波技术在无损探伤、医疗分析等领域得到了越来越广泛的应用。这些现
代技术是从机械波的基本物理原理发展而来的。

本书介绍了波的基本物理性质及其在现代科学中的一些应用。 首先是波传
播的一些基本原理，然后将其和超声波作用机制以及最近发展起来的导波技术
结合起来，应用于飞行器、电厂、化工厂等现役管道的检测。

本书通过力学、数学和建模建立起实际应用的框架，讨论的问题有：波在板、
杆、空心圆柱体、多层介质及复合材料中的传播，波的反射与折射，表面波与次表
面波以及水平剪切波。 书后附录提供了超声无损检测、弹性力学、复变函数以及
典型的波传播实验，并通过大量实例、实验和课后习题使课本内容得到巩固。

本书对在这一领域学习和研究的大学生、研究生、工程技术人员来说是很有
价值的参考资料。

Ｊｏｓｅｐｈ Ｌ．Ｒｏｓｅ
Ｕ ｌｔｒａｓｏｎｉｃ Ｗａｖｅｓ ｉｎ Ｓｏｌｉｄ Ｍｅｄｉａ
○ｃ　Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓ １９９９．

　图书在版编目（（（（ＣＩＰ））））数据
　固体中的超声波／（美）Ｊ．Ｌ．罗斯著；何存富，吴斌，王秀彦译．—北京：
科学出版社，２００４
　ＩＳＢＮ ７唱０３唱０１１６２０唱８
　Ⅰ畅固…　Ⅱ畅①罗… ②何… ③吴… ④王…　Ⅲ畅固体唱缺陷唱超声
检测　Ⅳ畅Ｏ４８３
　中国版本图书馆 ＣＩＰ 数据核字（２００３）第 ０５１８８９号
策划编辑：匡　敏／文案编辑：邱　璐　贾瑞娜／责任校对：刘小梅

责任印制：安春生／封面设计：陈　敬

科学出版社发行　各地新华书店经销
倡

２００４ 年 ３ 月第　一　版　　开本：７８７×１０９２ １／１６
２００４ 年 ３ 月第一次印刷　　印张：２３ ３／４
印数：１—２ ０００　　　　　　字数：５４２ ０００

定价：４８．００元
（如有印装质量问题，我社负责调换枙路通枛）

　 　 　 　 　 　 　
　 　

　

　

　 　

出版
北京东黄城根北街 １６ 号

邮政编码 ： １００７１７

h t tp ： ／／ w w w ． sciencep ． com

印刷



译　者　序
作为长期从事动力学、实验力学和现代测控技术研究的工作者，我们一直

对如何利用应力波（声波）理论解决工程结构问题，如细杆、板、圆柱壳、多层介
质等的波动响应、健康诊断及实时监控等问题颇感兴趣，而国内在这一领域的
相关专著并不多。现有的专著或者过于简单以致无法应用于实际问题，或者在
数学上太深奥而难于处理。近年来，利用频域分析与时域分析相结合的方法对
应力波进行分析不失为一种有效的方法。 这种方法最吸引我们的是如何利用
相同的分析框架预测实验结果，而利用超声导波技术对诸如管道等结构进行
长距离、大范围检测是其重要特征，并且这种方法可以对材料性能进行无损评
估，对关键结构中的缺陷进行检测和定位，它正逐步成为某些结构质量检测与
监控的有效工具。
Ｊ．Ｌ．罗斯是美国宾夕法尼亚州立大学工程与力学系设计与制造 Ｐａｕｌ

Ｍ ｏｒｒｏｗ 特聘教授。 他领导的课题组，经过长期的研究工作及大量的实验，在
理论和实际工程应用中都取得了令人瞩目的进展。他们的专著枟固体中的超声
波枠正是其研究的成果总结。 该书通过力学、数学和建模建立起实际应用的框
架，涉及的问题有波在板、杆、空心圆柱体、多层介质、复合材料及黏弹性材料
中的传播，波的反射与折射，表面波和次表面波，水平剪切波等；附录提供了无
损检测、弹性力学、复变函数的基本概念，并介绍了几个典型波传播的实验。该
书最大的特点是内容丰富，理论有深度，实用性强；特别是利用导波技术，对诸
如缺陷等问题的大范围检测，尤其是在恶劣条件下，比如在结构被隔离或结构
涂有外包层等的长距离检测提供了一种很好的解决办法。该书内容非常实用，
故而很想推荐给国内的同行及有志于从事应力波理论与应用的研究生和检测

工程师们，这也是我们翻译此书的初衷。
该书的整个翻译工作由我们课题组的全体成员及研究生共同完成。 何存

富教授、吴斌教授主持了整个翻译工作，并对初译稿进行了多次整理、校正，包
括错误公式的修正和文字的顺达工作。焦敬品博士翻译了第 １１章到第 １４章，
李龙涛博士翻译了第 １８章到第 ２０章及附录 Ｅ，金山硕士翻译了第 ７章到第
１０章及附录 Ａ，王智硕士翻译了第 ５章、第 ６章、第 １７章及附录 Ｂ、Ｃ，李涌硕
士翻译了第 １章到第 ４章、第 １６章及附录 Ｄ，于海群硕士做了大量的文字录
入工作，王秀彦副教授做了全书稿的排版、校对及打印工作。在翻译过程中，太
原理工大学应用力学研究所的杨桂通教授对全文进行了校审。在此，对他们一
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并表示衷心的感谢。本书的出版得到了国家自然科学基金、北京市自然科学基
金的资助，以及教育部高等学校骨干教师资助计划、北京市教委科技发展计划
的基金支持，同时也得到了北京工业大学机电学院和电控学院领导及同仁的
大力支持，这里也向他们表示深深的谢意。

由于时间及水平有限，译稿中的错误在所难免，请读者批评指正。
译　者

北京工业大学
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前　　言
作为一名从事波动力学研究 ３０多年的工作者，我被动力学、振动，特别是

波的传播等各种属性所强烈吸引。 一个典型例子是对两固支点间张紧弦的打
击或摩擦（如同钢琴、吉他或小提琴中的弦那样），如何揭示由于弦中张力改变
而引起的波速以及声调或频率的变化。对于给定的弦长，声调升高是弦上张力
增加的结果。 这种现象给我们展示了弦中脉冲从弦的一端传播到另一端的变
化情况和最后形成的驻波。 在金属、塑料、陶瓷以及复合材料的结构中也会产
生类似的传播现象。 然而，由于波传播的速度非常快，我们几乎无法用肉眼观
察到波的运动。

我致力于将波传播的概念用于安全评定及故障诊断方面的研究。 利用波
传播现象可以对材料性能进行无损评估，并对关键结构中的缺陷进行检测和
定位。这方面的研究工作已取得一定进展，并研制出了相关的设备。它正逐步
成为某些结构质量检测与监控的有效工具或在线检测方法。

关于超声波无损评价方面，人们早期所做的工作（１９７０～１９８５）除了基本
的脉冲回波实验和脉冲透射实验外，主要集中在信号处理和模式识别等方面。
新发展起来的层析（ＣＴ ）超声成像技术则是利用其图像的一些特征对缺陷进
行分类。这些技术补充或取代了标准的基于振幅的 Ｃ唱扫描。２０世纪 ７０年代末
期，超声波研究扩展到了医学应用领域。我开发了一套应用于实时医学成像的
线性相位阵列探头系统，并且进行了组织的分类工作，即从良性组织中分辨出
恶性组织。

大约在 １９８５年，出现了一种更快、更灵敏的新的超声检测方法。这一新方
法的出现归功于采用斜入射波法检测黏结件的研究工作。 进一步的研究揭示
了导波（ｇｕｉｄｅｄ ｗａｖｅ）（即沿着构件表面或沿着杆、管或板式结构传播的波）不
仅可以产生如同斜入射时的二维质点运动速度，而且比传统的点对点实验技
术更为有效。

关于导波的研究一直持续到今天。 现在导波技术已经扩展到用来检测发
电站的管道、化工厂的管线以及大型输油输气管道的安全性。由于其特殊的实
验模态（ｍｏｄｅ），导波技术可以用于细小缺陷的检测，尤其是在恶劣条件下，在
结构被隔离或结构涂有外包层等苛刻环境中的长距离检测，例如导波在商业
飞机机翼覆冰探测上的应用。除了电厂和飞行器方面的开发使用外，导波未来
的研究和应用方向还包括美国老化的基础设施和许多其他新的商业应用。

本书适用于从事超声无损评估工作的工程师、技术人员和学生。从事此项
工作的管理人员通过对本书的学习也会了解工程师、技术人员和学生所谈论

· ｉｉｉ·



的话题。 尽管本书中的数学推导比较详细且复杂，然而我们却常常可以从“黑
匣子”的角度去处理问题。 关于数据采集，我们则是通过输入参数得到合理的
输出结果，由此评估相速度、频散（ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ）曲线、群速度曲线以及进行波结
构分析。

总之，写这本关于波动力学的研究资料，目的在于利用导波力学的知识，
为解决超声无损评估诸多问题中所需的数据采集和信号处理建立一个框架。
因此，希望它能够成为从事超声波无损评估（ＮＤＥ）工作的各类人员的一本参考
书，能够成为大学高年级学生和研究生的一本教科书。 同时，希望本书对于扩大和
提高国内或国际导波技术水平有所帮助。

· ｉｖ·



致　　谢
在此，我深深地感谢过去十几年中在波动力学方面付出过努力和参加过

讨论并做出贡献的人士，并谨以此书缅怀在 １９９４ 年 １ 月 ６ 日去世的
Ａｌｅｋｓａｎｄｅｒ Ｐｉｌａｒｓｋｉ博士。 “Ｏｌｅｋ”作为访问学者曾在 １９８６～１９８８年和 １９９２～
１９９４年在Ｄｒｅｘｅｌ大学和宾夕法尼亚州立大学与我两次合作。他旺盛的精力和
热情的工作态度以及他在理论与实验上的贡献深深地影响了我们中的许多

人。 他是一位挚爱的朋友，我们永远怀念他。
特别感谢一位优秀的博士生 Ｊｏｈｎ Ｄｉｔｒｉ为本书做出的贡献，尤其是他在

编写本书第 １３、１４、１５和 １９章时付出的努力。同时还要感谢 Ｓａｍ Ｐｅｌｔｓ 在编写
本书第 ９、１１、１４和 １８章时做的工作。 感谢 Ｍｉｋｅ Ａｖｉｏｌｉ在复变函数（附录 Ｃ）
和绘图方面，Ｄａｌｅ Ｊｉａｏ 在第 ５章以及 Ｙｏｕｎｈｏ Ｃｈｏ 在第 １２章和第 ２０章中所
做的工作。还要感谢 Ｈｙｅｏｎ Ｊａｅ Ｓｈｉｎ、 Ｋｒｉｓ Ｒａｊａｎａ、 Ｄｅｒｒｉｃｋ Ｈｏｎｇｅｒｈｏｌｔ、Ｌｕｉｓ
Ｓｏｌｅｙ、Ｊｉａｎ Ｌｉ、Ｋｅｎ Ｌｏｈｒ、Ｍｉｋｅ Ｑｕａｒｒｙ 和 Ｊｉｍ Ｂａｒｓｈｉｎｇｅｒ 等的大力支持。

对 Ｊａｉｍｉｅ Ｒｏｓｅ在编辑工作中付出的艰辛劳动、Ａｎｎ Ｈｉｂｂｅｒｔ 的耐心和出
色的组织才能及录入排版工作表示深深的谢意。

最后要感谢的是 ２８年来在超声领域中付出努力和给予我支持的我的博
士生们，他们在我们的工作中以及在有关波动力学信号处理和模式识别过程
中起到了非常重要的作用。 我还要感谢宾夕法尼亚州立大学和这几年所有资
助我研究工作的人们，有了他们的支持，我才有可能完成此书。最后，感谢我的
爸爸、妈妈、儿子 Ｊｏｅ、女儿 Ｄｅｂｂｉｅ、Ｔ ｅｒｒｙ、Ｊａｉｍｉｅ 和 Ｋｒｉｓｔｉｎａ，尤其感谢夫人
Ｃａｒｏｌｅ多年来对我工作的支持。
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第 １章　绪　　论
１畅１　背　　景

　　与传统的超声波技术相比，利用超声导波在固体介质中的传播特性来检测材料和结
构的新技术具有更快捷、更灵敏、更经济的特点，是无损检测（ＮＤＴ ）领域中一个新近发展
的重要课题。 假如要检测一根附有隔离层的管子，我们可以在保证隔离材料完好的情况
下，通过用导波探头在管子一点处测定出一个波形就可检测整个管道的状况，而无需去掉
隔离层、用一个探头沿管子测出几千个波形来解决问题。这项技术的关键是必须掌握超声
导波在固体介质中的传播规律（如在多层圆柱体中导波分析时模态和频率的选择）。

固体介质中弹性波传播问题的研究不仅仅局限于超声波无损检测领域，其研究的主
要领域还包括：

１） 瞬态响应问题，包括动态冲击载荷。
２） 利用应力波研究材料的动态力学性质，如确定弹性模量和本构方程（即应力与应

变或应变率之间关系的方程，该方程可以从各种波的传播实验中得到的结果求得）中的其
他常数。

３） 工业、医学用超声或声发射无损检测分析。
波传播的研究同样有助于对振动分析的理解。 波传播问题是一个作用时间较长的有

限过程，其分析方法与振动分析中的各种方法相近似。弹性波传播理论既可解决振动中的
瞬态响应问题，也可处理稳态响应特征问题。 然而，振动问题的求解技术往往不能有效地
解决波传播问题。

波传播问题的研究引起了力学学者们的极大兴趣，其早期的研究工作由一些著名的
学者完成，如 Ｓｔｏｋｅｓ、Ｐｏｉｓｓｏｎ、Ｒａｙｌｅｉｇｈ、Ｎａｖｉｅｒ、Ｈｏｐｋｉｎｓｏｎ、Ｐｏｃｈｈａｍｍｅｒ、Ｌａｍｂ、Ｌｏｖｅ、
Ｄａｖｉｅｓ、Ｍ ｉｎｄｌｉｎ、Ｖｉｋｔｏｒｏｖ、Ｇｒａｆｆ、Ｍ ｉｋｌｏｗ ｉｔｚ、Ａｕｌｄ 和 Ａｃｈｅｎｂａｃｈ。 Ｇｒａｆｆ（１９９１）发表了一
篇关于波传播研究史的极为有趣的文章；假如想对波传播的历史和基本概念有所了解，请
参看 Ａｃｈｅｎｂａｃｈ（１９８４），Ａｕｌｄ（１９９０），Ｂｅｒａｎｅｋ（１９９０），Ｅｒｉｎｇｅｎ 与 Ｓｕｈｕｂｉ（１９７５），Ｅｗ ｉｎｇ、
Ｊａｒｄｅｔｓｋｙ 与 Ｐｒｅｓｓ （１９５７）， Ｆｅｄｏｒｏｖ （１９６８）， Ｋｉｎｏ （１９８７）， Ｋｉｎｓｌｅｒ 等 （１９８２）， Ｋｏｌｓｋｙ
（１９６３），Ｍ ｉｋｌｏｗ ｉｔｚ（１９７８），Ｍ ｕｓｇｒａｖｅ（１９７０），Ｐｏｌｌａｒｄ（１９７７），Ｒａｙｌｅｉｇｈ （１９４５），Ｒｅｄｗ ｏｏｄ
（１９６０）以及 Ｖｉｋｔｏｒｏｖ（１９６７）等的著作。 本书中也引用了许多其他非常有用的参考资料，
详见书后参考文献。

由于各领域最新技术、最新成果的不断交叉、渗透与吸收，使得人们重新对波传播的
问题进行研究并拓展了许多实际应用领域。 计算机软件的开发与利用解决了工程应用和
科学研究中遇到的许多难题。因此，超声无损检测领域在过去 ３０年取得的长足进步，而有
限元和边界元方法的发展，数学上对边界问题的精确处理和计算能力、效率的大大提高，
体波和导波传播问题得到进一步求解。 然而，纵使有无数个计算机软件包，我们也有必要
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对计算结果进行人工分析、修正，这样才能将其更好地应用到实际工程中。 科学家和工程
师需要编写计算机程序、建立新问题的物理模型，以及利用各种技术处理波动力学和材料
特性中的边值问题。

１畅２　内 容 要 览
虽然固体介质中的超声波有很多方面的应用，但本书的侧重点在于超声波的无损检

测，尤其强调对材料特性的分析。我们将从第 ２章的频散原理开始讨论。当波速是关于频
率或者传播方向的函数时，将会出现频散（ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ）的概念。 传统的超声波无损检测利
用了非频散波传播的知识，然而，频散现象在各向异性材料和导波技术中无处不在。

第 ３章描述了波在无限大各向同性和各向异性介质中的传播。 这一章里详细回顾了
Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ 方程，目的在于让我们了解波在各向异性介质中传播时特有的规律。 此时，波
速不再独立于传播方向，而随传播方向的不同有非常大的变化，会产生严重的干涉现象，
导致波在各个不同方向的群速度发生变化以及波在介质中传播时产生波束扭曲效应。 同
时，还给出了详细的数学推导和一些典型实例。

第 ４章研究了波的反射与折射。 首先介绍了各向同性介质的问题，接着介绍了 Ｓｎｅｌｌ
定律和波型转换。 使用不同模态、边界条件处理各种结构以及各向异性介质中的传播问
题，将在随后的章节中详细讨论。

第 ５章研究了斜入射时折射和反射的更普遍的问题，包括慢度面和临界角分析。 第 ６
章简要介绍了固体介质中波的散射原理。第 ７章介绍了表面波和次表面波，并且在介绍次
表面波的同时也详细介绍了著名的 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 表面波。 这些体波具有特殊的传播特征，对
无损评估有非常大的价值。 另外，还给出了相应的数学描述与实用方法。

第 ９章研究了界面波，包括 Ｌｏｖｅ 波、Ｓｔｏｎｅｌｅｙ 波和 Ｓｃｈｏｌｔｅ 波。 波在传播过程中遇到
两种介质的交界面时，在一定的物理条件和材料性质下，可以沿界面直接传播。 此部分内
容从理论上探讨了波传播特征和漏波现象，以期用于无损检测中。

第 １０章介绍了波在半空间上层结构中的传播问题。 它可以用来解决诸如密度梯度、
性能梯度及各向异性复合材料的问题，例如可以通过表面波的频散特性来评估材料性能
梯度随深度的变化。

第 ８、１１、１２章分别研究了板、杆和空心圆柱体中的波。 这些波实际上具有频散的性
质。 通过假设位移导出相应的求解行列式，进而计算出相速度、群速度及衰减随频率变化
曲线。 文中将用大量篇幅讨论分析技巧、模态选择和如何将这些信息应用到无损检测中。

多层介质中的导波是第 １３章要研究的内容，这在无损检测中是一项非常有用的建模
技术。 除了介绍胶结、扩散联结或复合材料等结构的数学建模情况外，这一章还详细讨论
了高阶行列式的确定和求根技巧。文中给出了许多实例结果，并就如何将这些技术应用于
材料特征的无损评估作了介绍。

第 １４章研究了导波中的波源影响问题。 当产生导波时，波源的影响将伴随着探头附
加载荷，且可影响相速度谱和频谱的控制。 这一点非常重要，但却往往被人们忽略。 利用
这一特性可在实验中产生高信噪比的模式。

第 １５章讨论了水平剪切波的传播。这种波的传播形式是质点振动方向与波的传播方
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向相垂直。波沿着粗糙表面传播时（如穿过焊缝等）会产生一些非常有趣的现象。另外，频
散曲线是由求解与该问题相关的行列式得到的，故在这一章中作了相应的物理解释。

第 １６章研究了波在各向异性介质层中的传播问题。 可以看到，频散曲线随传播方向
变化显著。这种现象有利于在无损评估中确定材料的特性。 另外，与第 １３章一样，本章再
次涉及典型问题行列式的确定和求根问题。

第 １７章介绍了在一系列波速测定的基础上如何确定弹性常数的问题。通过对不同的
体波和导波相关参数的测量，反过来计算出各向异性介质的弹性常数。这项工作无论对设
计工程师还是无损检测工程师都非常有用。

第 １８章研究了波在黏弹性介质中的传播问题。通过波在黏弹性介质层中传播的典型
问题引出了一些基本原理。从行列式中求解复常数得到相速度、群速度谱和衰减的频散曲
线，并对这些现象进行了物理描述。此时，相速度、群速度和衰减频散曲线明显地反映了黏
弹性材料的影响。 第 １９章研究了应力对波的传播的影响，同时也讨论了各种非线性因素
可能对波在结构中的传播和材料应力状态的影响。

第 ２０章介绍了边界元方法，尤其是处理导波传播问题的边界元方法。 我们发现应用
边界元技术的计算效率非常高，并且能很好地处理导波在结构传播中遇到各种形状缺陷
时的反射和透射因子。 这为超声波在无损评估中数据的采集、缺陷的探测、分类和大小的
确定提供了非常有价值的手段。

本书还包括 ５个附录。 附录 Ａ 介绍了在研究波的传播问题中涉及的一些背景知识和
基本概念，给出了在超声波无损评估中的一些基本素材以及在实践、分析和仪器方面的发
展动态。附录 Ａ 中还包括了诸如干涉现象、超声波场分析、近场、波束扩散、轴向和横向分
辨率以及演示技术等方面的介绍。 附录 Ｂ 介绍了弹性理论中的一些基本方程。 建议学生
在研究波传播问题之前，学一些弹性力学知识。 同时，具备材料力学知识可以使我们更有
效地利用附录 Ｂ 中的方程研究波在固体中的传播。 附录 Ｃ 给出了复变函数中的一些基本
方程，这对我们理解波在固体介质中的传播很有帮助。 然而，这部分附录只是给出了复变
函数的基本要点，并不能代替复变函数的教科书，学生需要时可以通过附录 Ａ 、Ｂ、Ｃ 迅速
查找相关知识。

附录 Ｄ 介绍了云纹成像和动光弹的知识，包括如何使不同材料中的波实现可视化，
以便演示贯穿于全书的波的传播原理。 附录 Ｅ 给出了几个重要的波的传播实验。 对于学
生来说，这也许是本书的核心点，因为这里给出了许多基本原理和波传播实验的实例，以
及进一步研究的建议。这些内容包括体波和导波速度的测量，用折射和斜探头对复合材料
中波束扭曲角的测量，波在板、杆和管中的传播特征等一些实验。 关于水平剪切波传播的
激发和接收的实验也包括在其中。

为了加深对书中一些要点的理解并进行总结，我们在各章节及附录后都准备了相关
的习题，它们对教师和学生都会有所帮助。

·３·



第 ２章　频 散 原 理
２畅１　引　　言

　　在研究应力波在诸如固体棒、杆、板、圆柱壳或多层介质等结构中的传播问题之前，先
回顾一下弦的波动和振动。本章首先介绍波在弦中传播的实质并引入频散原理，进而推广
到波在其他结构中的传播问题。 尽管对于各向异性介质（波速是传播方向的函数）要考虑
波的频散，但在这里，我们更主要的是强调由于结构几何特征而导致的频散。为此，引入某
些基本术语，如波速、波数、波长、物理频散、几何频散、相速度、群速度、衰减、截止频率、频
谱以及能量传播等，这对以后的研究非常有用。另外，本章也给出了相速度和群速度曲线。
更详细的内容参见 Ｇｒａｆｆ（１９９１）。

２畅２　张紧弦中的波
２畅２畅１　控制方程
　　为导出波在理想张紧弦中传播的控制方程，考虑弦的一个微分单元，如图 ２畅１ 所示。
首先分析无限长弦的情况，然后再加入特殊的边界条件进行研究。这里我们忽略由于张力
F 产生的位移，并引入如下记号

u，x x ＝ 矪２
u

矪x ２　　 u
．．＝ 矪２

u

矪t２ 　　u
′＝ 矪u矪x

图 ２畅１　张紧弦的微元段示意图
u 为位移；F 为张力；q（x ，t）为体力或单位长度上的外荷载；ｄs为弧长

　　根据牛顿第二定律 ∑F ＝ m a ，沿位移 u 方向的弦的运动方程为

－ F ｓｉｎθ＋ F ｓｉｎ θ＋ 矪θ矪x ｄx ＋ qｄs＝ ρｄs u．． （２畅１）
式中，ρ为线密度。 假设在小变形 ｄs≈ｄx，ｓｉｎθ≈θ，θ碖矪u矪x 下，得
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－ F θ ＋ F θ＋ 矪θ矪x ｄx ＋ qｄx ＝ ρｄx u
．．

化简后，得
　　　　　　　　　F

矪２
u

矪x ２＋q＝ρ u
．．① （２畅２）

此即为二阶双曲型偏微分方程。 如果外力 q＝０，则该方程是齐次的。 当无外力作用时，上
述方程可表示为

u，x x ＝ １
c
２０
u
．． （２畅３）

式（２畅３）为简单的一维、齐次波动方程。 这里，c０ 为波的传播速度，c０＝ F／ρ。
２畅２畅２　分离变量法求解

令 u（x，t）＝X （x）T （t），并代入式（２畅３）中，有
矪２
u

矪x ２ ＝ X
″
T 　　 矪２

u

矪t２ ＝ X T
″②　　T X

″＝ １
c
２０ X T

″

由于 X ＝X （x），T ＝T （t），故可写成如下形式
X

″

X
＝ T

″

c
２０T

＝ 常数 ＝－ k
２ （２畅４）

注意，为保证方程有解，式（２畅４）中的常数必须等于－k
２。 于是有

X
″＋ k

２
X ＝ ０　　T

″＋ k
２
c
２０T ＝ ０

这就是大家熟知的简谐波运动方程，相应的通解如下式
X （x） ＝ A １ｓｉｎkx ＋ A ２ｃｏｓkx　　T （t） ＝ A ３ｓｉｎkc０t＋ A ４ｃｏｓkc０t

通常情况下，选择＋k
２ 会产生双曲函数 ｓｉｎｈ 和 ｃｏｓｈ 的解。 它常用于导波研究中。

上述结果可解释如下：首先给出波数 k，相速度 cp ，圆频率 ω和波长 λ之间的关系
k ＝ ２πλ＝ ω

cp
（２畅５）

式中，ω＝２πf，cp＝fλ。 对于特殊情况 cp＝c０ 时，由于 ω＝kc０，可以给出通解为
u（x，t） ＝ X （x）T （t） ＝ （A １ｓｉｎkx ＋ A ２ｃｏｓkx）（A ３ｓｉｎωt＋ A ４ｃｏｓωt）

重新组合相乘，得
u（x，t） ＝A １A ４ ｓｉｎkx ｃｏｓωt＋ A ２A ３ｃｏｓkx ｓｉｎωt

＋ A ２A ４ ｃｏｓkx ｃｏｓωt＋ A １A ３ ｓｉｎkx ｓｉｎωt （２畅６）
考虑式（２畅６）中四项中的任意一项，对比图 ２畅２的描述，可知：图中波形没有移动，即产生
了驻波。

利用三角恒等式 ｓｉｎ（α＋β）＝ｓｉｎαｃｏｓβ＋ｃｏｓαｓｉｎβ，式（２畅６）变为

·５·
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矪２u
ｄx ２有误。 ——译者注

②　原文 矪２u
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图 ２畅２　驻波实例
u（x，t） ＝B １ｓｉｎ（kx ＋ ωt） ＋ B ２ｓｉｎ（kx － ωt）

＋ B ３ ｃｏｓ（kx ＋ ωt） － B ４ ｃｏｓ（kx － ωt） （２畅７）
考虑式（２畅７）中的一典型项：u（x，t）＝A ｃｏｓ（kx－ωt）。 由于 ω＝kc０，则

u（x，t） ＝ A ｃｏｓk（x － c０t） （２畅８）
该典型项表示对于特定的波长 λ，波是沿 x 的正方向传播的。 由于 k＝２πλ，因此可以绘出
u（x）唱t的关系曲线。 相位角　＝kx－ωt＝k（x－c０t），为 ｃｏｓ 函数的宗量。 注意，当时间 t增

加时，x 也增加 c０Δt，以便保持 　为一常数。 由 x＝c０Δt，有：
１） f（x－c０t）是沿 x 正方向传播的右行波。
２） f（x＋c０t）是沿 x 负方向传播的左行波。
为引入相速度 cp，我们考虑以常相位传播的波。 其物理解释如下：对于式（２畅８），为了

保持常相位，当 x 增加时 t也增加。 常相位波的传播速度为 c０，如图 ２畅３所示。 此处 Δt＝
t２－t１。

图 ２畅３　以固定相速度传播的扰动
可将式（２畅６）表达为指数形式，即

u ＝ A １ｅi（kx＋ωt） ＋ B １ｅ－ i（kx－ωt）

·６·



上式可简化为 u＝（A １ｅikx＋B １ｅ－ ikx）ｅiωt。 此式是利用欧拉公式 ｅiθ＝ｃｏｓθ＋iｓｉｎθ（附录 Ｃ）推
导的。
２畅２畅３　Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ解

现讨论式（２畅３）的另外一种解法。 一维波动方程的 Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ 解（早在 １７５０年就已
发表）为

u（x，t） ＝ f（x － ct） ＋ g（x ＋ ct） （２畅９）
只要满足一定的初始条件和边界条件，对于任意函数 f 和 g，式（２畅９）都能满足式（２畅３）。
另外，令 ξ＝x－ct，η＝x＋ct，则方程（２畅３）变为 矪２

u矪ξ矪η＝０。 两者具有相同的解，而且这些波
在传播过程中没有畸变，如图 ２畅４所示。

图 ２畅４　可能的波动形式
２畅２畅４　初值条件

现在考虑下列初值问题

u（x，０） ＝ U （x）　　u
　（x，０） ＝ V （x）

将上面两式代入 Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ 解式（２畅９），得
f（x） ＋ g（x） ＝ U （x）　　（当 t＝ ０时）

－ c０f′（x） ＋ c０g′（x） ＝ V （x）
由 u（x，t）＝f（x－c０t）＋g（x＋c０t）可得到 f 和 g 的表达式。

现在讨论弦有初始位移的传播情况。 这里 u （x，０）＝U （x ）＝＋１（－a＜x＜a），
U （x）＝０ （x＞a）。 其解为

u（x，t） ＝ １２ U （x － c０t） ＋ １２ U （x ＋ c０t）
结果如图 ２畅５所示。

图 ２畅６描绘了有限长弦初值问题的例子。其边界条件为 u＝０（x＝０，x＝l；t≥０），弦在
x＝０和 x＝l处被固定。 利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数可求得式（２畅６）。 在给定 ω＝kc０ 时，其通解为

·７·



图 ２畅５　有初值位移条件下弦中波的传播
注：由于 x＝c０t，到达 x＝a／２ 时对应的时间为 t＝a／２c０

图 ２畅６　初值问题
u（x，t） ＝ （A １ｓｉｎkx ＋ A ２ｃｏｓkx）（A ３ｓｉｎωt＋ A ４ｃｏｓωt）

当 t＝０ 时，u（x，０）＝（A １ｓｉｎkx＋A ２ｃｏｓkx）A ４。 再由边界条件知 A ２＝０，ｓｉｎkl＝０，则 k＝
nπ／l（n＝０，１，２，…），即

ω＝ kc０ ＝ nπ
l
c０

由初始条件 u
· （x，０）＝０，得 A ３＝０。

最后，所求解可以表示成如下形式
u（x，t） ＝∑∞

n＝１
anｓｉｎ nπx

l
ｃｏｓ nπc０t

l

由位移初始条件∑∞
n＝１

anｓｉｎ nπx
l

＝ f（x），我们可以解出 an。由 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数知，系数 an ＝
２
l∫l

０f（x）ｓｉｎ nπxl ｄx （n＝１，２，…）。 至此，u（x，t）全部解出。
２畅２畅５　特征线概念

考虑到 ξ＝x－c０t是在（x，t）平面内的一条直线，且沿该直线有 f（x－c０t）＝f（ξ）＝常
数。 类似地，η＝x＋c０t也是该平面内的一条直线，只是斜率相反，g （x＋c０t）亦为常数，这
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些线称为特征线。特征线概念在研究固体中波的传播的很多领域中非常有用，而这里引入
本概念的目的是想使读者对波在结构中的传播过程有大致的感性认识。

特征线是双曲型偏微分方程的特征之一，其通常情况为曲线。 在图 ２畅７中，我们仅考
虑特征线为直线的情况。 由直线的斜率以及直线与 y 轴的截距可确定直线的方程。

现在我们将目光移向另一类问题（这里仍旧使用特征线）。 设想一个物体冲击另外一
个物体时考虑波在两物体内的来回传播（图 ２畅７）。 在每一界面上的冲击都将产生新的反
射和透射波。 在（x，t）平面上波前传播示意图如图 ２畅８所示。

图 ２畅７　（x，t）平面上波前传播示意图

图 ２畅８　当一物体冲击另一物体时波传播的特征线
（只考虑一种类型的波，无波型转换）

２畅３　弹性基础上的弦
以下考虑另一类涉及波形畸变的问题：弹性基础上的弦，如图 ２畅９所示。 力和位移的

关系为

q（x，t） ＝－ K u（x，t） （２畅１０）
将式（２畅１０）代入式（２畅２）中，得
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T u，x x － K u ＝ ρ u
．．①

或①

u，xx － K

T
u ＝ １

c
２０
u
．． （２畅１１）

图 ２畅９　弹性基础上弦的微元段示意图

式中 c０＝ Tρ ②。 比较式（２畅１１）和式（２畅３）发
现：① 式（２畅１１）比式（２畅３）多一项。 ② f （x－
c０t）形式的解可能不适用。 ③ 波在传播过程中

存在畸变现象。
考察一个简谐波在传播过程中可能出现

的情况。 假设
u（x，t） ＝ A ｅi（kx－ωt） （２畅１２）

将式（２畅１２）代入式（２畅１１）中，有
矪u矪x ＝ A ｅi（kx－ωt）（ik） 矪２

u矪x ２ ＝ A ｅi（kx－ωt）（ik）（ik） ＝－ A ｅi（kx－ωt）
k

２

矪u矪t ＝ A ｅi（kx－ωt）（－ iω） 矪２
u

矪t２ ＝ A ｅi（kx－ωt）（－ iω）（－ iω） ＝－ A ｅi（kx－ωt）ω２

将上述各项代入式（２畅１１），有
－ A ｅi（kx－ωt）

k
２ － K

T
A ｅi（kx－ωt） ＝ １

c
２０
（－ A ｅi（kx－ωt）ω２）

－ k
２ｅi（kx－ωt） － K

T
ｅi（kx－ωt） ＝－ ω２

c
２０ ｅi（kx－ωt）

－ k
２ － K

T
＋ ω２

c
２０ ｅi（kx－ωt） ＝０

（２畅１３）

此表达式称为特征方程（亦称为频散方程、频率方程）。 对于一般的非平凡解，相应的频散
（ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ）方程为

－ k
２ － K

T
＋ ω２

c
２０ ＝ ０

　　上式有多种表示方法，如可以写成
ω２ ＝ c

２０ k
２ ＋ K

T
，　　其中 ω＝ ω（k） （２畅１４）

或

k
２ ＝ ω２

c
２０
－ K

T
，　　其中 k ＝ k（ω） （２畅１５）

注意到，在张紧弦的例子中，cp≠c０。 因此，给定 ω＝kcp ，由式（２畅１４）有
c
２
p ＝ c

２０ １ ＋ K

T k
２ （２畅１６）

当 k→∞时

·０１·

①
② 原文式中符号与原图 ２畅９ 不一致。 ——译者注
原文 u，xx－K u＝ρ ü有误。 ——译者注



ω＝ c０k １ ＋ K

T k
２ → c０k （２畅１７）

在式（２畅１４）中，当 K ＝０时可以得到同样的结果，而此时 cp＝c０［式（２畅１６）］。因此，c＝c（k）
或 k＝k（c）时，由式（２畅１６）有

k
２ ＝ K ／T（c２／c２０） － １

　　这将得到 ３个重要结论：
１） 波速是频率的函数。 因此，从 Ｆｏｕｒｉｅｒ 谐波分析观点考虑，一定会发生脉冲畸变。
２） 式（２畅１５）有两个实根

k ＝± ω２

c
２０
－ K

T

如果 ω２／c２０＞K ／T ，则波的传播方向可能向左，也可能向右，此时 u＝A ｅ－ i（± kx＋ωt）；另一种情
况，如果 ω２／c２０＜K ／T ，k 为虚数，则表示一个不能传播的扰动，此类情况不作考虑。 若使
k
珔２＝－k

２，则 u（x，t）＝A （ｅ± k
珔
x）（ｅ－ iωt），此时将产生驻波。

３） 对于 k＝０的特殊情况，由式（２畅１５）得ω２／c２０＝K ／T 。利用 k＝２π／λ，我们可以得到：
当 λ→∞（长波长极限）时，u＝A ｅ－ iω０t，并由式（２畅１４）知，这是一种匀速振动，且截止频率为
ω０＝c０ K ／T 。

因 cp＝ω０／k，故当 k值减小时，cp 增大；当 k 值趋近于零时，cp 趋近于无穷大。

２畅４　黏性基础上的弦
图 ２畅１０ 是一根在黏性基础上的弦。 这是一个高度频散和衰减系统，令 q（x，t）＝

图 ２畅１０　黏性基础上弦的模型

－C u
　（x，t）。如果考虑波动控制方程及可能的解时，

有

T u，x x － C u
　＝ ρ u

．． （２畅１８）
假设

u ＝ A ｅi（kx－ωt） （２畅１９）
将式（２畅１９）代入式（２畅１８），得①

k
２ ＝ i

CωΤ ＋ ω２

c
２０

①

由于 k为复数，所以不可能存在波的自由传播。
利用更为传统的标记法，我们考虑下列表达式，即将波数写成一个实部 kr 和一个虚

部的形式②

k ＝ kr ＋ iα②

将其代入式（２畅１９）和式（２畅１８），得 u＝A ｅ［i（kr＋ iα）x－ωt］，简化为如下形式：

·１１·

①
② 原文 k

珔＝kr＋iα有误。 ——译者注
原文 k２＝i

Cω
F

＋ ω２
c２０ 有误。 ——译者注



u ＝ A ｅ（－αx ）

表示衰减
部分

· ｅ i（k
r
x－ωt）

波动形式

２畅５　黏弹性基础上的弦
现在，我们考虑黏弹性基础上的弦。首先介绍在材料频散情况下黏弹性模型分析时的

一些基本概念。 在频散系统中，相速度 cp 是频率的函数。 图 ２畅１１（ａ）和图 ２畅１１（ｂ）给出了
黏弹性系统的模型。在 Ｋｅｌｖｉｎ 和 Ｍ ａｘｗ ｅｌｌ 的经典模型中，衰减作为频率的函数出现，这无
论在理论上还是实验中都很难处理。 图 ２畅１１（ｃ）和图 ２畅１１（ｄ）给出了试件应力、应变曲线
和与之对应的相速度曲线、衰减曲线（相速度和衰减均为频率的函数）。 这个问题将在第
１８章中更完整地讨论。

图 ２畅１１　黏弹性模型及响应函数

２畅６　频散系统的图解法
为了研究频散系统的一些基本概念，我们给出弹性基础上弦的结果的图解法。描述频

散特征的两种方法是频谱图和频散曲线。 先来看频谱图。
想像一个弹性基础上的弹簧，由式（２畅１４）有

ω２ ＝ c
２０ k

２ ＋ K

T

如果 k＝０，则ω为截止频率，ω＝ω０＝c０ K ／T ；当 k→∞时，ω＝c０k是一条直线（渐进线）。
现在考虑 kＲｅ、kＩｍ与 ω０ 的关系。 由式（２畅１５）得

·２１·



k
２ ＝ ω２

c
２０
－ K

T

由于 ω０＝c０ K ／T ，有 ω２０＝c
２０（K ／T ）或 K ／T ＝ω２０／c２０，则有
k

２ ＝ ω２

c
２０
－ ω２０

c
２０
　　k ＝ ω２

c
２０
－ ω２０

c
２０

当 ω＜ω０ 时，kＩｍ存在。 当 ω＞ω０ 时，kＲ ｅ存在。 在频谱图中，我们研究的是频率和波数的关
系，而在频散曲线中，研究的是相速度和波数的关系。

图 ２畅１２给出了频谱图的图解形式。 为了得到频散曲线，可以从频谱图中求出相速度
信息。 利用 ｔａｎθ＝ω／k＝cp 可从频谱图中推出相速度。 由图 ２畅１３可以看出，当 k→０时，
cp→∞。

图 ２畅１２　在弹性基础上的弦的典型频谱图

图 ２畅１３　典型相速度随波数变化的频散曲线
对于小波数 k 和长波长 λ，其截止频率为ω０（这里 cp→∞）时，产生均匀振动。 当 k冲１

和 λ虫１ 时，基础的影响达到最小，而有些波（如 Ｌａｍｂ 波）则具有多模态（ｍｏｄｅ）特征。
图 ２畅１４给出了应用于超声波评价的多模态频散曲线。为将频散曲线应用于板、棒、多层介
质和其他结构中，将在本书的后续章节中求得这些曲线。

·３１·



图 ２畅１４　cL＝６畅３ｋｍ／ｓ和 c
T
＝３畅１ｋｍ／ｓ时铝板中的相速度频散曲线

２畅７　群速度概念
群速度是关于一族频率相近的波的传播速度。Ｌｏｒｄ Ｒａｙｌｅｉｇｈ 曾说过：“群速度的概念

常用下面这个例子说明，即当一族波列到达一个静止水面时，波群的速度比它所包含的每
一个子波的速度都要小；这些子波仿佛通过波群前进，当达到其内部极限时而消失。”
（１９４５，卷 Ｉ，ｐ４７５）。 Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ 在波动力学中，用到了这样一个术语 “波包的速度”
（Ｓｅｒｗ ａｙ　１９９０）。

最简单的分析法（Ｓｔｏｋｅｓ　１８７６）是考虑两个振幅相同，频率 ω１ 和 ω２ 略有差异的谐

波的传播问题，有
u ＝ A ｃｏｓ（k１x － ω１t） ＋ A ｃｏｓ（k２x － ω２t） （２畅２０）

式中，k１＝ω１／c１；k２＝ω２／c２。 利用三角恒等式
A （ｃｏｓα＋ ｃｏｓβ） ＝ ２A ｃｏｓ α－ β２ ｃｏｓ α＋ β２

可以将式（２畅２０）改写为
u ＝ ２A ｃｏｓ １２ （k２ － k１）x － １２ （ω２ － ω１）t ｃｏｓ １２ （k２ ＋ k１）x － １２ （ω２ ＋ ω１）t

（２畅２１）
注意到余弦函数是一个偶函数，我们做如下代换

Δω＝ ω２ － ω１　　Δk ＝ k２ － k１

１２ （ω２ ＋ ω１） ＝ ωA V 　　 １２ （k２ ＋ k１） ＝ kA V

cA V ＝ ωA V

kA V

则

u ＝ ２A ｃｏｓ １２ Δkx － １２ Δωt
低频项

ｃｏｓ（kA V x － ωA V t）
高频项

（２畅２２）
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注意到低频项有一传播速度，群速度定义为
cg ＝ ΔωΔk

取极限为 cg＝ｄω／ｄk。 高频项同样有一传播速度，cp＝ω／k。
现在用另外一种方式定义群速度。对一个时间增量 t＝t０＋ｄt，我们将任一波分量的相

位变化表示成如下形式①

ｄP i ＝ ［ki（x ０ ＋ ｄx） － ωi（t０ ＋ ｄt）］ － （kix ０ － ωit０） ＝ kiｄx － ωiｄt①
为保持群速度不变，所有分量的相位变化应该相同，即 ｄP j－ｄP i＝０。关于相位角 kx－ωt，
有

（kj － ki）
ｄk

ｄx － （ωj － ωi）
ｄω

ｄt＝ ０
即

ｄxｄt ＝ ｄωｄk ＝ cg痴 ΔωΔk （２畅２３）
这就是群速度的经典定义。

进一步比较 cp＝ω／k 和 cg＝ｄω／ｄk，有如下形式
cg ＝ ｄ（kcp ）ｄk ＝ cp ＋ k

ｄcp
ｄk （２畅２４）

式中，cp＝cp （k）。 在 ω唱k 的频谱图中可以绘出 cg＞０、cg＝０或 cg＜０三种情况。
频率相近的一族波的叠加导致了图 ２畅１５中的典型结果。不同的谐波以不同的相速度

cp 传播，但叠加起来之后的波群以群速度 cg 传播。实际上，我们遇到的往往是许多波的叠
加而不仅仅是前面提到的两个波的叠加。 因此

u ＝∑n

i＝１
A iｃｏｓ（kix － ωit） （２畅２５）

式中，ki和 ωi只略有差异。

图 ２畅１５　群速度实例

·５１·
① 原式 ｄP i＝［ki（x ０＋ｄx ）－ωi（t０＋ｄt）］－（kix ０－ω０t）有误，否则得不到 kiｄx－ωiｄt。 ——译者注



图 ２畅１６　群速度随相速度变化曲线

现在我们从频谱的观点研究相速度和群速度。如
图 ２畅１６ 所示，群速度作为频谱曲线上各点处的斜率
标在图上。 现分三种情况讨论：

１） cp＞cg——经典（正常）频散，如 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 例子
一样，起源于波群后面，向前移行，直至消失。

２） cp＝cg——无频散。
３） cp＜cg ——异常频散，发生在波群前面，向后

移行，而后消失。 从 cg 的表达式中也可以说明上述三

种情况。 由式（２畅２４）得
cg ＝ ｄ（kcp ）ｄk ＝ cp ＋ k

ｄcp
ｄk

注意到 λ＝２π／k＝２πk－１，则
cg ＝ cp ＋ k

ｄcp
ｄλｄλｄk ＝ cp ＋ ２πλ

ｄcp
ｄλ（－ ２πk－２） ＝ cp ＋ ２πλ－ ２π

（２π）２λ２ ｄcpｄλ＝ cp － λｄcpｄλ
因此

cg ＝ cp － λｄcpｄλ （２畅２６）

图 ２畅１７　由频谱转化为频散曲线过程

　　下面，我们研究群速度和能量传递的问题。 考虑一个简单波群
u ＝ ２A ｃｏｓ １２ Δkx － １２ Δωt ｃｏｓ（kx － ωt）

定义能量密度为

E^ ＝ ρu　２ ＝ ４ρω２
A

２ｃｏｓ２ １２ Δkx － １２ Δωt ｓｉｎ２（kx － ωt） ＋ …

·６１·



在几个周期 T 内，对于上式进行时间平均（在此期间，调制不会有很大变化），对于无损介
质，引用 Ｍ ｉｋｌｏｗ ｉｔｚ（１９７８），得

枙E^ 枛 碖 ２ρω２
A

２ｃｏｓ２ １２ Δkx － １２ Δωt
这意味着时间平均的能量密度的传播速度为

cE ＝ cg ＝ ｄωｄk （２畅２７）
即群速度就是能量传播的速度。

现在我们来看由频谱图转绘为工程中更为常见的频散曲线 cp （ω），如图 ２畅１７所示。欲
绘制 cp唱f 图，很容易将 ω唱k 的频谱图改为 k唱ω图［如图 ２畅１７（ａ）和（ｂ）所示］。 利用 cp＝ω／
k，可以由图 ２．１７（ｂ）通过点对点的方式来绘制曲线［图 ２．１７（ｃ）］。 图 ２畅１８给出了由相速
度频散曲线来绘制群速度频散曲线的过程。

图 ２畅１８　由相速度频散曲线求群速度频散曲线的过程图

２畅８　习　　题
１畅（ａ）长为 L 的吉他弦，欲使其频率增加一倍，求弦中张力增加的百分比。 （ｂ）欲使频

率加倍，则弦的横截面直径有何变化？
２畅（ａ）在上题中，如果张力增加一倍，求波速的改变；（ｂ）确定弦中波速的最大值。

·７１·



３畅推导黏弹性基础上的波动方程。
４畅给定一特殊频谱。 由频谱图导出频散曲线，同时确定群速度曲线。
５畅给定边界条件为 u（０，t）＝u（l，t）＝０，初始条件为 u（x，０）＝f （x），ｄuｄt│t＝０＝０，求解

弦中波的传播问题。
６畅试推导群速度作为相速度和频率函数时的表达式。
７畅在图 ２畅１９给定的模态下，估计 A 点的群速度值和曲线所示的截止频率。
８畅求解如图 ２畅２０所示的初值问题。 弦在 x＝０和 x＝１０两点处固定。 图 ２畅２０为 t＝

０时的位移函数。

图 ２畅２０　习题 ８图 ２畅１９　习题 ７
　　９畅确定图 ２畅７中的直线方程。

１０畅给定图 ２畅８中的特征线，画出钢撞击在已知厚度的有机玻璃上时的简图。
１１畅推导黏弹性基础上的弦的特征方程，并给出图解法。
１２畅已知一频谱图 ω（k），绘出 cp（k）图。
１３畅已知一频谱图 ω（k），绘出 cg（k）图。
１４畅已知频散曲线 cp （ω），绘出 cg（ω）群速度频散曲线。

图 ２畅２１　习题 １８

１５畅对于负的群速度，k（ω）或 ω（k）曲线会出现何种情
况？

１６畅对于负的群速度，cp （f）曲线会出现何种情况？
１７畅利用张力、密度、弹簧刚度的实际值，绘出类似于图

２畅１２的频谱图。
１８畅根据如图 ２畅２１ 所示的 ω唱k 的频谱曲线，试绘出相

速度和群速度与波数 k 的关系曲线。 （描绘出 k＝０、k 为较大
值时的两个点，然后指出两点间的大致走向）
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