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内 容 简 介

　 　本书为适应环境类专业“振动与噪声控制技术”及其相关课程的教学和
实践需要而编写 。

本书分为基础篇 、控制篇 、运用篇三大部分 。基础篇利用较少的篇幅 ，
简明扼要地介绍了振动基础和声学理论基础 ，以及振动与噪声控制的一般
过程 。本书的重点是振动控制技术和噪声控制技术 ，在控制篇 ，用五章的篇
幅 ，详细阐述了吸振 、隔振 、阻尼减振 、吸声 、隔声等专项控制技术 。在实际
工程运用中 ，每一种专项控制技术并不是孤立的 ，在运用篇中 ，介绍了消声
器与声屏障 ，它们是噪声控制各专项技术综合运用的典型例子 。

本书可作为高等院校环境类专业和声学专业及相关专业的广大师生和

工程技术人员的教材和参考书 。
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第二版前言

在过去几年中 ，我们已经看到 ，振动与噪声污染的危害日益受到人们的重视 ，
社会对振动与噪声控制技术的需求也日益增长 ，相关图书大量面世的情况前所未
有 ，振动与噪声控制行业正处在蓬勃发展阶段 。

本书第一版教材从 ２００１ 年出版以来 ，得到了广大读者的支持和厚爱 ，第二版
有幸入选“普通高等教育‘十一五’国家级规划教材” ，这是对我们的鞭策与鼓励 ，为
此作者深表感谢 ！

在第二版中 ，我们对教材内容做了部分修正 ，并将全书分为基础篇 、控制篇 、运
用篇三大部分 。 在基础篇里 ，将振动基础和声学基础加以浓缩 ，分别用一章的篇幅
加以介绍 ；在控制篇里 ，介绍了吸振 、隔振 、阻尼减振 、吸声 、隔声等专项控制技术 ；
在运用篇里 ，主要介绍了消声器与声屏障 ，它们是噪声控制各专项技术综合运用的
典型例子 。为便于读者查阅 ，本书附录收录了一些常用标准 ，并在第 １章列出了常
用符号与公式 。

振动与噪声控制技术发展到今天 ，凝结了大量科研人员 、工程技术人员的心
血 ，为此我们向为这一技术发展做出贡献的专家学者表示由衷的感谢 ，向为本书第
一版 、第二版提供无私帮助的人们表示衷心感谢 。 我们由衷希望本书能够对广大
学生和工程技术人员有益 ，同时也恳请各位读者对本书提出宝贵意见 。

在时间的长河中 ，六年只是一瞬间 ；对于作者而言 ，这是一段值得终生回味和
铭记的时光 。值此教材再版之际 ，请允许我表达一个心愿 ：愿人间少一点嘈杂与喧
嚣 ，多一分和谐与美好 。

盛美萍 　
２００７年 １１月



第一版前言

噪声污染是严重的环境污染之一 ，随着现代工业化程度的不断提高 ，噪声污染
也日益加剧 ，严重影响广大人民群众的身心健康 ，因此噪声控制已经成为环境保护
的一项重要内空 。大气污染 、水污染属于化学污染 ，它们对人体和环境的影响是长
期的 ；噪声污染属于物理污染 ，它的显著特点是几乎没有后效性 ，只要噪声停止 ，噪
声污染随即消失 ，因此采用消声 、吸声和隔声措施 ，可以有效消除噪声污染 。

振动是产生噪声的主要原因 ，因此振动控制不仅可以保护仪器设备和人员不
受振动危害 ，而且采用减振隔振措施也可以有效地控制噪声污染 。

从事噪声污染控制的专业人员必须具备振动和声学的基础知识 ，而目前高校
理工科专业课程设置中 ，机械或力学类专业一般都设置振动基础类课程 ，而声学工
程类专业一般只设置专业声学（如水声学 、建筑声学 、超声学等）或声学基础课程 。
本教材为适应环境噪声控制人员的需要而编写 ，主要包括振动基础 、声学基础 、声
和振动相互作用 、噪声和振动控制技术等基本内容 。 同时也为从事低噪声机械设
计人员提供了声和振动的基础知识 。

环境科学与工程学科是一个综合性学科 ，该学科不同专业的基础知识相差甚
远 。因此本教材的编写由浅入深 、由简单到复杂 ，以适合于从事环境规划和环境管
理的人员阅读 。

本教材不仅提供了声和振动的基础知识 ，而且为从事噪声和振动控制的工程
技术人员提供了噪声与振动控制技术和实际例子 ，同时还给出了有关材料的参数 。
因此本教材亦可作为噪声和振动控制手册使用 。

编写本教材的目的就是要为环境科学与工程类理工科大学生提供这样一本教

材 ，即通过对本教材的学习 ，广大大学生不但能够知其然 ，而且能够知其所以然 ；不
但能够运用现有噪声与振动控制技术 ，而且具备发展新的噪声与振动控制技术的
能力 。

本教材分为基础篇和应用篇两大部分 。 在基础篇里 ，将振动基础和声学基础
加以浓缩 ，分别以一章的篇幅出现 ；在应用篇里 ，介绍了各种振动和噪声控制技术 ，
其中大量地引用了本书作者和其他作者的论著 ，详细引用情况已在参考文献中列
出 ，在此作者向他们表示衷心感谢 。

作者衷心希望本教材能够对广大学生和工程技术人员有益 。但由于作者水平
有限及时间仓促 ，教材中难免存在一些差错或遗漏 ，恳请各位读者批评指正 。 最



后 ，作者要特别感谢武延祥教授在本教材的编写过程中给予的支持和帮助 。

作 　者 　
２００１年 ４月
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第 1章 　振动基础概述

声音的本质就是气体 、液体 、固体介质中的质点振动 ，声音的产生和传播都离
不开介质的力学振动行为 。一阵微风吹来 ，人们就会听到树叶运动而发出“沙沙”
的响声 。 音乐家轻轻拨动琴弦 ，提琴就会发出美妙的曲调 。 医生将听筒的一端置
于病人的心脏部位 ，就能从另一端听到心脏“嘭嘭”跳动的声音 。 这些都是振动产
生和传播声音的例子 。声音有有利的一面 ，也有有害的一面 。人们把不和谐的 、令
人反感的声音称为噪声 。要抑制噪声的发生和传播 ，就必须了解噪声产生的原因
和传播的规律 ，也就必须具备振动基本知识 。

在我们生活的这个世界中 ，振动现象是无处不在的 。 世界上所有的物质都处
在运动中 ，运动的方式千姿百态 ，而振动就是物体运动的一种十分重要和特殊的形
式 。物体在振动过程中 ，某些物理量（如位移 、速度 、加速度 、电流 、压力等）时大时
小 ，发生周期性变化 。 例如 ，钟摆的周期性摆动 、汽轮机主轴和叶轮在周期旋转过
程中由于微小的偏心而产生的振动 、汽车在凹凸不平的路面上行驶受到路面不断
激励所发生的振动 、高层建筑在风力作用下发生摇摆振动等 。

振动学的研究范围十分广泛 ，本章主要介绍与声学问题联系比较密切的一些
力学振动基础知识 。 １畅１ 节主要介绍质点振动学 ，１畅２ 节介绍一些典型弹性体的
振动 。

§ １畅１ 　质点振动学

所谓质点振动系统 ，就是假定 ：构成振动系统的物体 ，不论几何尺寸大小如何 ，
都可看作是一个物理量集中的系统 。 质点振动系统又称为集中参数系统 。 质点振
动系统的最基本构成就是质量块和弹簧 。 在质点振动系统中 ，质量块的质量可认
为是集中在一点上 ，整个弹簧的刚度是均匀的 ，也就是说弹性也可认为是集中在一
点上 ，由此构成的运动系统的运动状态是均匀的 。

任何物体都具有一定的几何尺寸 ，但是在一定的假设条件下 ，可以用质点振动
系统来描述 。判断实际振动系统是否可以简化为质点振动系统模型 ，就要看物体
的几何尺寸相比物体中传播的振动波的波长的相对值 。 如果物体的几何尺度大于
振动波的波长 ，这就意味着在某一个瞬时 ，物体上各个位置的振动状态是不一样
的 ，这种情况下振动系统不能用质点振动系统来描述 。 如果物体的几何尺寸与振



动波的波长相比小得多 ，那么振动物体上各个位置的振动状态就可以看成是近似
均匀的 ，这种情况下振动系统就可以近似为质点振动系统 。 需要特别强调的是 ：判
断实际物体的振动能否作为质点振动系统来近似 ，并不决定于它的绝对几何尺寸
大小 ，而要看它的几何尺寸与振动波波长的相对关系 。

在质点振动系统的假设下 ，实际振动物体的振动分析就变得较为简单 ，而研究
获得的振动规律也比较清晰和直观 。

§ 1畅 1畅 1　单自由度系统的自由振动

图 １ ．１ 　弹簧唱质量系统

一个振动系统的自由度是指在振动过程中任何瞬时

都能完全确定系统在空间的几何位置所需要的独立坐标

的数目 。 一个振动系统究竟有多少个自由度 ，不仅取决于
系统本身的结构特性 ，还要根据我们所研究的振动问题的
性质 、要求的精度 ，以及振动的实际情况等来确定 。 如图
１畅 １所示的弹簧唱质量系统 ，质量作为一个质点在空间有
三个自由度 ，但是如果它只是在垂直方向作上下振动 ，则

在振动过程中任何瞬时 ，系统的几何位置只需要一个独立坐标 x 就可以完全确
定 ，这时可视其为单自由度系统 。

最简单的单自由度振动系统就是一个弹簧连接一个质量块的系统 。我们把质
量块的质量记作 M ，把弹簧的刚度记作 K 。 在没有外力扰动的情况下 ，质量块受
到的重力与弹簧的弹力相平衡 ，系统处于相对静止状态 。 我们将静止状态下质量
块的位置称为平衡位置 。 以平衡位置为坐标原点 ，假设有一个外力突然在 x方向
推动或拉动质量块 ，使得弹簧产生拉伸或压缩 ，随即释放 ，此后质量块在弹簧弹力
的作用下 ，将在平衡位置附近作往复运动 ，也就是发生了振动 。如果外力仅在初始
时刻使物体产生一个初位置或初速度 ，而在振动过程中并无外力作用 ，那么这种情
况下质点振动系统的振动就称为自由振动 。

图 １畅２ 　振子受力分析

对于图 １畅１ 所示的单自由度自由振动系统进行受力
分析 ，如图 １畅２所示 。 当质量块离开平衡位置 ，沿 x轴正
方向产生位移 ξ时 ，弹簧也相应伸长 ξ，这时质点就受到了
弹簧的作用力 。 我们假设质点离开平衡位置的位移很小 ，
以致弹簧的伸长或收缩没有超出弹性变形的限度 ，按照胡
克定律 ，在弹性范围内 ，弹簧力的大小与变形量成正比 ，称
为线性恢复力 ，并可表示为

FK ＝ － Kξ （１畅 １畅１）
式中 ，比例系数 K就是弹簧的刚度系数 ，简称刚度 ，它等于使弹簧发生单位变形量
所需要的力 。有时也用其倒数来表示 ，刚度系数的倒数称为顺性系数 ，或简称力
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顺 ，它等于单位力产生的变形量 。线性恢复力的作用就是使离开平衡位置的质点
趋于恢复到平衡位置 ，因此线性恢复力的方向与质点位移的方向刚好相反 。

按照牛顿第二运动定律 ，质点在线性恢复力的作用下将产生加速度 ，有

M d２ ξ
d t２ ＝ － Kξ （１畅 １畅２）

　 　式（１畅１畅２）经过整理可以写成如下形式 ：
d２ ξ
d t２ ＋ ω２０ ξ ＝ ０ （１畅 １畅３）

式中 ，ω ０ ＝ K
M是引入的一个参量 ，称为振动圆频率 。 式（１畅１畅３）就是质点的自由

振动方程 。通过求解自由振动方程 ，就可以获得自由振动的一般规律 。 式（１畅 １畅３）
是对时间 t的齐次二阶常微分方程 ，其解的一般形式应是两个简谐函数的线性
叠加 ，

ξ ＝ Ccos（ ω ０ t） ＋ Dsin（ ω ０ t） （１畅 １畅４）
式中 ，C 、D为两个待定常数 ，由运动的初始条件确定 。 式（１畅１畅４）也可写成另一种
形式 ：

ξ ＝ ξA cos（ ω ０ t － 矱０ ） （１畅 １畅５）
式中 ，ξA 称为位移振幅 ；矱０ 为振动起始时刻的初相位 。

振动问题也可以通过复数解来表示 ，采用复数解可以简化数学处理 ，式
（１畅１畅３）的复数解为

ξ ＝ Ae jω ０ t （１畅 １畅６）
式中 ，系数 A由初始条件确定 。 当然采用复数解也有一些缺点 ，因为复数解不能
直接地描述物理问题的直观情况 ，在必要时还需对求解结果取实部（或虚部） 。

不管采用哪一种形式的解 ，获得振动位移之后 ，由振动位移可以方便地获得振

动速度 v ＝ dξd t和振动加速度 a ＝ d２ ξ
d t２ 。

运动自 t ＝ ０ 时刻开始 ，经过 t ＝ T 时间又恢复到原来状态 ，T 就是振动的周
期 。从式（１畅１畅 ５）可以得到 ，ω ０ T ＝ ２π ，即振动的周期为

T ＝ ２π
ω ０

（１畅 １畅７）

　 　振动分析中我们通常采用频率的概念 ，频率 f 与周期 T 互为倒数 ，频率 f ＝
１
T表示每秒振动的次数 ，频率的单位是赫兹 ，记作 Hz 。 频率 f 与圆频率 ω 满足如

下关系 ：

f ＝ ω
２π （１畅 １畅８）

　 　 对于上述的单自由度自由振动系统 ，频率 f 反映了系统振动的固有特性 ，因
此称为固有频率 ，固有频率一般以符号 f０ 表示 。 对于我们上述分析的自由振动系
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统 ，可以写出其固有频率为

f０ ＝ １
２π

K
M （１畅 １畅９）

　 　由式（１畅１畅 ９）可见 ：
（１） 当质点作自由振动时 ，其振动频率仅与系统的固有参量有关 ，而与振动的

初始条件无关 。 自由振动系统的这一特性 ，我们在日常生活中司空见惯 。例如 ，键
盘类乐器标定后 ，按动某一个琴键 ，不管你按动的轻重如何 ，琴键所发出的声音的
频率是一定的 ，按得轻或按得重仅影响声音的强弱 。

（２） 对于质点振动系统 ，质量越大 ，则系统的固有频率越低 ；刚度越大 ，则系统
的固有频率越高 。 这一规律在振动与噪声控制中具有重要意义 ：通过改变系统的
质量或刚度 ，就可以改变系统的固有频率 ，使之落于一定的频带范围之外 ，从而保
证在我们关心的频带范围内具有较小的振动或噪声 。

§ 1畅 1畅 2　有阻尼的自由振动
在前面所述的自由振动中 ，我们略去了运动的阻力 。 因此振动过程中机械能

守恒 ，系统保持持久的等幅振动 。但实际系统振动时不可避免地存在阻力 ，因而在
一定时间内振动逐渐衰减直至停止 。 阻力有多种来源 ，例如 ，两个物体之间的干摩
擦阻力 、气体或液体介质的阻力 、有润滑剂的两个面之间的摩擦力 、由于材料的黏
弹性而产生的内部阻力等 。在振动中这些阻力统称为阻尼 。

阻尼的存在将消耗振动系统中的能量 ，消耗的能量转变为热能和声能传播出
去 。有阻尼的自由振动也称为衰减振动 。

不同的阻尼具有不同的性质 。 两个平滑接触面之间的摩擦力 F ，与两个面之
间的垂直压力 N成正比 ，即我们熟知的

F ＝ αN （１畅 １畅１０）
式中 ，α称为摩擦系数 。 对于平滑接触面 ，摩擦系数 α为常数 ；如果这两个接触面
是粗糙的 ，则摩擦系数 α就与速度有关 ，速度越快摩擦系数 α越小 。

两个接触面之间如果有润滑剂的话 ，摩擦力决定于润滑剂的黏性和运动速度 。
两个相对滑动面之间存在一层连续油膜时 ，阻力与润滑剂的黏性和速度成正比 ，与
速度方向相反 ，即

F ＝ － cv （１畅 １畅１１）
式中 ，c称为黏性阻尼系数 。一个物体以低速在黏性液体中运动 ，或者像阻尼缓冲
器那样 ，使液体从很狭窄的缝里通过 ，阻力与速度成正比 ，属于黏性阻尼 。

黏性阻尼适合小振幅振动 ，如果物体以较大的速度（如 ３m／s 以上）在气体或
液体介质中运动 ，阻力将与速度的平方成正比 ，即

F ＝ βv２ （１畅 １畅１２）
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式中 ，β为常数 。
以上介绍了三种最基本的阻尼形式 。 振动分析中通常采用黏性阻尼作为基本

分析模型 。 黏性阻尼由于与速度成正比 ，因此又称线性阻尼 。 线性阻尼的假设使

图 １畅３ 　衰减振动系统

得求解过程大为简化 ，所以在有阻尼振动分析中一般都
以黏性阻尼为基本模型 。 而非黏性阻尼一般通过等效黏
性阻尼来近似 。

图 １畅 ３为衰减振动系统示意图 ，由于阻尼的存在使
得质量块在运动过程中比无阻尼自由振动系统多受一个

力 ，即阻力的作用 ，将阻力附加到式（１畅１畅２）中得到有阻尼自由振动系统的衰减振
动方程为

M d２ ξ
d t２ ＋ c dξd t ＋ Kξ ＝ ０ （１畅 １畅１３）

式（１畅１畅１３）可改写为
d２ ξ
d t２ ＋ ２δ dξd t ＋ ω ２

０ ξ ＝ ０ （１畅 １畅１４）

式中 ，δ＝ c
２M为引入的一个新参量 ，称为衰减系数 。 振动分析中常用的另一个表征

阻尼特性的参数就是损耗因子 η，令 η ＝ c
ω ０ M ，则损耗因子 η与衰减系数 δ和阻尼

系数 c之间满足如下关系 ：
c ＝ ２M δ ＝ M ω０ η （１畅 １畅１５）

　 　衰减振动方程也是一个二阶齐次常微分方程 。现在我们设其解为复数 ，
ξ ＝ e jγt （１畅 １畅１６）

式中 ，γ为待定常数 ，将此解代入方程（１畅 １畅１４）可得
（ － γ ２ ＋ j２δγ ＋ ω ２

０ ）e jγt ＝ ０ （１畅 １畅１７）
　 　要使式（１畅 １畅１７）对任意时刻 t都成立 ，则必须满足

－ γ ２ ＋ j２δγ ＋ ω ２
０ ＝ ０ （１畅 １畅１８）

　 　求解式（１畅 １畅１８）的二次代数方程可得

γ ＝ jδ ± ω ２
０ － δ２ （１畅 １畅１９）

　 　如果 δ≥ ω ０ ，则方程（１畅１畅１４）的解为

ξ ＝ Ae－ δ ＋ δ ２ － ω ２０
t ＋ Be－ δ － δ ２ － ω ２０

t （１畅 １畅２０）
　 　式（１畅１畅２０）是一个非振动状态的解 ，这种情况下质点仅仅是从非平衡位置恢
复到平衡位置 ，而不具备周期振动的特点 。我们更关心的是在 δ ＜ ω ０情况下 ，质点

的衰减振动 。当 δ＜ ω ０时 ，我们引入参数 ω′０ ＝ ω ２
０ － δ２ ，方程（１畅１畅１４）的解为

ξ ＝ Ae－ δ t e jω′０ t （１畅 １畅２１）
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　 　为了描述实际的衰减振动 ，应取式（１畅 １畅２１）的实部 。 式（１畅１畅２１）中 ，A由初始
条件确定 ，可以是复数 。 在以后的分析中 ，凡是采用复数解形式之处不再作一一
说明 。

图 １畅４ 　振动衰减曲线

比较式（１畅１畅 ２１）和式（１畅 １畅６） ，我们可以
发现衰减振动比无阻尼自由振动多了一项指

数衰减项 e － δ t ，这种情况下位移振幅不再是常
数 ，而是随时间作指数衰减 。 衰减系数越大 ，
振幅衰减得也就越快 。 为了度量衰减的快慢 ，

引入一个新的参量 τ，称为衰减模量 ，τ ＝ １
δ ，它

表示振幅衰减到初始值的 e － １所经历的时间 ，
单位为秒 。 质点衰减振动规律如图 １畅４ 所示 。

§ 1畅 1畅 3　质点的强迫振动

图 １畅５ 　强迫振动系统

由于阻尼的作用 ，一个自由振动系统的振动不能维持
很久 ，它要逐渐衰减直至停止 。 要使振动持续不停 ，就需
要不断地从外界获得能量 ，这种受到外部持续作用而产生
的振动就称为强迫振动 。

设有一个外力作用在一个单自由度振动系统上 ，如图
１畅 ５所示 。我们一般将外力称为强迫力 ，假定强迫力随时
间作简谐变化 ，即

F ＝ FA e jω t （１畅 １畅２２）
式中 ，FA 为强迫力的幅值 ；ω ＝ ２π f 为强迫力的圆频率 ；f 为强迫力的频率 。 将强
迫力加到质点振动系统 ，得到系统振动方程为

M d２ ξ
d t２ ＋ c dξd t ＋ Kξ ＝ FA e jω t （１畅 １畅２３）

或写成

d２ ξ
d t２ ＋ ２δ dξd t ＋ ω ２

０ ξ ＝ He jω t （１畅 １畅２４）

式中 ，H ＝ FAM为作用在单位质量上的外力幅值 。 方程（１畅１畅 ２３）和方程（１畅 １畅２４）都

是质点强迫振动方程 。
强迫振动方程是二阶的非齐次常微分方程 ，其一般解为该方程的一个特解与

相应的齐次方程一般解之和 。 我们已经获得了对应的自由振动方程的一般解 ，关
键就是寻找一个特解 ，假设特解的形式为

ξ１ ＝ ξF e jω t （１畅 １畅２５）
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式中 ，ξF 为待定常数 。 将式（１畅１畅２５）代入振动方程（１畅１畅２３）得到
ξF（ － Mω ２ ＋ jω c ＋ K） ＝ FA （１畅 １畅２６）

　 　由此确定

ξF ＝ FA
－ Mω ２ ＋ jω c ＋ K （１畅 １畅２７）

　 　引入一个新的参量 ZM ＝ FA
j ω ξF ，称为系统的力阻抗 。 力阻抗的实部称为力阻 ，

虚部称为力抗 。 式（１畅 １畅２７）用力阻抗来表示为

ξF ＝ FA
j ω ZM （１畅 １畅２８）

　 　获得非齐次方程的特解和对应的齐次方程的通解之后 ，可以得到方程
（１畅１畅２３）的一般解的形式为

ξ ＝ Ae－ δ t e jω′０ t ＋ ξF e jω t （１畅 １畅２９）
式中的第一项称为瞬态解 ，它描述了系统的自由衰减振动 ，仅在振动的开始阶段起
作用 ，当时间足够长以后 ，它的影响逐渐减弱并最终消失 。 第二项称为稳态解 ，它
描述了系统在强迫力的作用下进行强制振动的状态 ，因为它的幅值恒定 ，因此称为
稳态振动 。从式（１畅１畅 ２９）可以看到 ，当外力施加到质点振动系统以后 ，系统的振动
状态比较复杂 ，它是自由衰减振动和稳态振动的合成 ，这种振动状态描述了强迫振
动中稳态振动逐步建立的过程 。 当一定时间以后 ，瞬态振动消失 ，系统达到稳态
振动 。

对于大多数声学问题 ，研究稳态振动状态较有意义 ，下面就来重点分析一下稳
态振动的规律 。 设时间足够长以后 ，系统达到稳态 ，其位移可以表示为

ξ ＝ ξA e j（ ω t － θ） （１畅 １畅３０）
　 　 这是一种等幅简谐振动 ，这里振幅 ξA 是一个不随时间变化的实数 ，θ表示振
动位移与外力之间的相位关系 ，其振动频率就是外力的频率 f 。 振幅 ξA 与外力幅
值 F A 、外力频率 f 以及系统的固有参数 M 、K 、c有关 ，

ξA ＝ FA
ω | ZM | ＝ FA

ω c２ ＋ ωM － Kω
２

（１畅 １畅３１）

　 　 引入一个新的参量 Q ＝ ω ０ M
c ，称为力学品质因素 ，力学品质因素 Q与损耗因

子 η互为倒数 。 假设 ξA０ ＝ FAK 为 ω ＝ ０ 时的位移振幅 ，作归一化处理 ，引入参量

A ＝ ξA
ξA０

。此外 ，引入参数 z ＝ ω
ω０

＝ f
f ０ ，表示外力频率与系统固有频率之比 。 对式

（１畅１畅３１）作适当变换后 ，得到归一化的位移振幅 ：
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A ＝ ξA
ξA０

＝ Q
z２ ＋ （ z２ － １）２ Q２

（１畅 １畅３２）

　 　归一化的位移振幅与外力幅值无关 ，下面讨论在不同的品质因素下 ，归一化的
位移振幅随归一化的频率变化的规律 。 图 １畅６ 为归一化的位移频率特征曲线 ，也
称为归一化的位移共振曲线 。由图可见 ：在 z 虫 １ 的范围内曲线呈现一平坦区 ，A
值的极限值等于 １ ；在 z ＝ １ 附近曲线出现峰值 ，说明当外力频率接近系统固有频
率时位移振幅将超出静态位移 ，这种现象称为位移共振 。如果我们稍加注意 ，可以

发现位移共振仅在 Q ＞ １
２
时出现 ，Q越大则共振现象越显著 ，Q趋于无穷大时共振

极为强烈 。 品质因素 Q趋于无穷大的物理解释就是系统无阻尼 ，可见适当增大阻
尼有利于抑制位移共振 。 对式（１畅 １畅３２）求极值 ，可以得到位移共振频率为

f r ＝ f０ １ － １
２Q２ （１畅 １畅３３）

式（１畅１畅３３）仅在 Q ＞ １
２
情况下成立 ，当 Q ≤ １

２
时不发生位移共振 。

图 １畅６ 　归一化的位移共振曲线

振动和噪声控制中 ，除了对位移共振进行控制之外 ，有时还需对振动系统的速
度共振或加速度共振进行控制 ，下面简单介绍速度共振和加速度共振 。

式（１畅１畅３０）对时间求导 ，得到速度响应为
v ＝ ωξA e j ω t － θ ＋ π

２ （１畅 １畅３４）
　 　由此得到速度振幅为
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vA ＝ ωξA ＝ FA

c２ ＋ ωM － Kω
２

（１畅 １畅３５）

　 　同样地 ，我们引入一个常数 FA
ω ０ M对速度振幅进行归一化处理 ，并用参量 B来

描述 ：

B ＝ 　 vA 　
FA

ω ０ M
＝ z Q

z２ ＋ （ z２ － １）２ Q２
（１畅 １畅３６）

　 　归一化的速度振幅与外力幅值无关 ，图 １畅７ 为归一化的速度共振曲线 。 由图
可见 ：出现速度共振的条件是 z ＝ １ ，即外力频率恰好等于系统的固有频率 ， f r ＝
f０ ；发生速度共振时归一化的速度振幅恰好就等于系统的品质因素 ，即

Br ＝ Q

图 １畅７ 　归一化的速度共振曲线

　 　由速度共振曲线可以方便地获得振动系统的损耗因子 ，具体做法就是 ：在共振

峰左右两侧找到速度振幅为共振峰值
１
２
的两个归一化频率 z１ ＝ f １f ０和 z２ ＝

f２
f０ ，它们

的相对差值为 z２ － z１ ＝ Δ f
f ０ 。 频带宽度 Δ f 、品质因素 Q和损耗因子 η之间满足如

下关系 ：
Δ f
f ０ ＝ η ＝ １

Q （１畅 １畅３７）

　 　同样地 ，将速度响应对时间求导 ，可以得到系统的加速度响应 ：
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a ＝ ω ２ ξA e j（ ω t － θ ＋ π ） （１畅 １畅３８）

　 　引入一个常数 FAM对系统的加速度幅值 a A ＝ ω ２ ξA 进行归一化处理 ，并用参量

C来描述 ，FAM表示外力频率趋于无限大时的加速度极值 ：

C ＝ 　 aA 　
FA
M

＝ z２ Q
z ２ ＋ （ z２ － １）２ Q２

（１畅 １畅３９）

　 　图 １畅 ８为归一化的加速度共振曲线 。 由图 １畅 ８可见 ：当 z 冲 １时曲线呈现一平
坦区 ，其极限值为 １ ；在 z ＝ １ 附近出现加速度共振 ，对式（１畅 １畅３９）求极值可以得到
发生加速度共振的频率为

f r ＝ f０ ２Q２

２Q２ － １ （１畅 １畅４０）

图 １畅８ 　归一化的加速度共振曲线

　 　可以看出 ，只有当 Q ＞ １
２
时才发生加速度共振 ；当 Q ≤ １

２
时加速度共振现象

消失 。从图 １畅８ 可以发现 ：如果我们希望加速度共振曲线较为平坦 ，就应当将品质
因素 Q控制在 １附近 。

以上简单介绍了位移共振 、速度共振和加速度共振现象 ，并引入了一个重要参
量 ———品质因素 。 无论对于哪一类共振曲线 ，品质因素越大则共振峰就越高越尖
锐 ，品质因素越小则共振峰就越低越平坦 。 品质因素是质点振动系统的一个重要
参量 ，表示质点振动系统的力学品质 。
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§ １畅２ 　弹性体振动基础

在 １畅 １节中曾假设振动系统的质量集中在一点 ，弹簧的压缩与伸长均匀 ，描述
系统性质的固有参量与空间位置无关 ，这类系统称为集中参数系统 。 集中参数系
统的运动只要一个时间变量 t就可以完全描述 。 然而在实际问题中 ，物体总是有
一定的几何尺寸的 ，物体的质量 、刚度和阻尼在空间连续分布 ，并且物体的几何尺
寸大于物体中传播的波长 。这种情况下 ，质点的假设已不再适用 。 这样的振动系
统 ，被称为分布参数系统 ，或称为弹性体 。 实际物体通常具有比较复杂的结构形
式 ，因此其振动也是极其复杂的 。人们从大量复杂的实际物体中归纳和简化提取
出一些结构形式比较简单的典型结构 ，如弦 、梁 、膜 、板及其组合结构 ，对这些典型
结构的振动特性已有深入的研究 。 本节简单介绍几种典型的弹性体结构的振动
基础 。

§ 1畅 2畅 1　弦振动
理想振动弦是最简单的弹性体之一 。 所谓理想振动弦 ，就是指它具有一定的

长度 、弹性及以一定方式张紧的均匀细线 ，理想弦振动依靠张力作为弹性恢复力 。
图 １畅 ９所示为一根两端固定 、用张力 T０ 拉紧的弦 。 在静止状态下弦处于平

衡位置 ，假定某时刻有一瞬时的外力干扰作用于弦 ，于是弦的各部分就在张力作用
下开始垂直于弦长方向的振动 ，而振动的传播方向是沿着弦长方向 ，因此弦的这种
振动方式称为横振动 。

如图 １畅 １０ 所示 ，在弦上 x处取一个微段 d x ，由于弦的密度为 ρ而横截面积为
S ，因此微段的质量为 dm ＝ ρSd x 。任意瞬时作用在弦两端的张力大小相等而方向
不同 。假设张力与坐标系横轴之间的夹角为 θ ，则微段两端张力在纵轴方向的合

力为 dFx ＝ 抄（ T０ sinθ） x
抄 x d x 。

图 １畅９ 　理想弦示意图

　 　 　 　 　

图 １畅１０ 　弦微段受力分析

令 x处弦离开平衡位置的垂直位移为 ξ ，根据牛顿运动定律 ，得到
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dFx ＝ dm 抄２ ξ
　 抄 t２ 　 （１畅 ２畅１）

　 　我们假设 ξ很小 ，所以相应的夹角 θ也很小 ，因此近似关系 sinθ ≈ tanθ ≈ θ成

立 ，而 tanθ＝ 抄ξ
抄 x ，所以 dFx 可以近似简化为 dFx ≈ 抄 T０ 抄ξ

抄 x
抄 x d x ＝ T０ 抄２ ξ

抄 x２ d x ，代入式
（１畅２畅１）就可得到弦振动的运动方程为

T０ 抄
２ ξ

抄 x２ ＝ ρ S 抄
２ ξ
抄 t２ （１畅 ２畅２）

　 　引入参量 c ＝ T０
ρS ，它表示波沿弦的长度方向传播的速度 ，则波动方程又可写

为如下形式 ：

c２ 抄２ ξ
抄 x２ ＝ 抄２ ξ

抄 t２ （１畅 ２畅３）

　 　 在前面的集中参数系统振动分析我们已经知道 ，系统具有一定的 、与时间无
关的振动方式 ，连续系统也同样具有这种特性 。下面讨论弦的振动方式 。

我们采用分离变量法 ，假设式（１畅 ２畅３）解的形式为 ξ（ t ，x） ＝ T（ t） X（ x） ，代入方
程（１畅２畅３）可以得到

c２
X

d２ X
d x２ ＝ １

T
d２ T
d t２ （１畅 ２畅４）

式（１畅２畅４）的左边只与 x有关 ，而右边只与 t有关 ，而 x和 t都是独立变量 ，因此式
（１畅２畅４）必然等于一个与 x 和 t 都无关的常数 ，不妨令这个常数为 － ω ２ ，代入式
（１畅２畅４）就得到两个独立的方程 ：

d２ X
d x２ ＋ ω

c
２

X ＝ ０ （１畅 ２畅５）

d２ T
d t２ ＋ ω ２ T ＝ ０ （１畅 ２畅６）

　 　上述方程解的形式我们已经遇到过 ，如果用三角函数的形式表达就是

X ＝ A x cos ω x
c ＋ Bx sin ω x

c （１畅 ２畅７）

T ＝ A tcos ω t ＋ Bt sin ω t （１畅 ２畅８）
式中 ，系数 A x 、Bx 、A t 、Bt 为待定系数 。 式（１畅 ２畅 ７）称为振型函数 ，它描绘了弦以固
有频率 ω做简谐振动时的振动形态 ，即主振型 。 根据式（１畅 ２畅７）和式（１畅 ２畅８）得到
方程（１畅２畅３）的解的一般形式为

ξ（ t ，x） ＝ X（ x） T（ t） ＝ Acos ω x
c ＋ Bsin ω x

c cos（ ω t － 矱） （１畅 ２畅９）

式中 ，系数 A 、B和常数 矱仍为待定参数 ，分别由边界条件和初始条件确定 。 对于
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两端固定的弦 ，固定端的位移为零 ，即边界条件为
ξx ＝ ０ ＝ ξx ＝ l ＝ ０ （１畅 ２畅１０）

　 　根据边界条件我们得到 A ＝ ０ 和 Bsin ω l
c ＝ ０ ，如果 B ＝ ０ 就意味着弦不做振

动 ，因此唯一的可能就是

sin ω l
c ＝ ０ （１畅 ２畅１１）

式（１畅２畅１１）就是弦振动的频率方程 ，由频率方程可以求得无限多阶固有频率 ：
ω l
c ＝ nπ 　 　 （n ＝ １ ，２ ，３ ，… ） （１畅 ２畅１２）

　 　式（１畅２畅１２）表明 ：有一系列的 ω满足方程的解 ，我们将对应 n ＝ １ ，２ ，３ ，… 的一

系列的 ω记作 ω n ，则有 ωn ＝ ncπl ，引入一个新的参量 f n ＝ ω n
２π ，则式（１畅２畅 １２）改写为

f n ＝ nc２ l （１畅 ２畅１３）

　 　显然 ，f n 代表了弦的振动频率 ，它只与弦本身的力学参量有关 ，因此称为弦的
固有频率 。弦的固有频率有无穷个 。 由于弦的固有频率是以 １倍 、２ 倍 、３倍 、… …
的关系离散变化的 ，因此我们将第一阶频率称为弦的基频 ，而其他各阶固有频率称
为谐频 。 由于弦的固有频率都为谐频 ，因此弦乐器的声音听起来是和谐的 。 钢琴 、
月琴 、大扬琴等弦乐器就是根据弦的横振动原理设计的 。

将每一个固有频率 f n 代入式（１畅２畅 ７） ，就得到一个振型函数 ，我们将固有频率
对应的振型函数称为主振型 。各阶主振型均为如下形式的三角函数 ：

Xn（ x） ＝ Bn sin ２π f n x
c （１畅 ２畅１４）

式中 ，Bn 由初始条件确定 。 式（１畅２畅１４）表明 ：当弦作基频振动时 ，在弦的两端振幅

为零 ，而在 x ＝ l２处振幅最大 ，我们将振幅为零的位置称为波节 ，而将振幅最大的

位置称为波腹 。 对于二阶振型 ，对应地出现 ３ 个波节和 ２ 个波腹 ，以此类推 ，n阶
振型对应地出现 n ＋ １个波节和 n个波腹 。弦振动的前几阶振型参见图 １畅１１ 。 由
于弦的每一阶振型对应的波节和波腹的位置是固定的 ，因此将这种振动方式称为
驻波方式 。

由三角函数族的正交性 ，不难证明弦振动中不同主振型之间具有正交性 ，即对
于 m ≠ n的两个主振型 X m（ x）和 Xn（ x）之间满足如下关系 ：

∫
l

x ＝ ０
Xm（ x） Xn（ x）d x ＝ ０ （１畅 ２畅１５）

　 　一般情况下 ，弦的自由振动为无限多阶固有振动的叠加 ，引入新的参量

kn ＝ ω n
c ，它表示第 n阶主振型对应的波数 ，则弦的总位移为
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ξ（ t ，x） ＝ ∑
∞

n ＝ １
Bn sin（ kn x）cos（ ω n t － 矱 n） （１畅 ２畅１６）

图 １畅１１ 　弦的前几阶振动方式

现在来考虑初始条件对弦振动的影响 。 不失一般性 ，我们假设初始时刻弦的
位移和速度分别为 ξ（０ ，x）和 v（０ ，x） ，它们均为 x 的函数 。 将初始条件代入
式（１畅２畅１６）得到

ξ（０ ，x） ＝ ∑
∞

n ＝ １
Bn sin（ kn x）cos（ 矱 n） （１畅 ２畅１７）

v（０ ，x） ＝ － ∑
∞

n ＝ １
ω n B n sin（ kn x）sin（ 矱 n） （１畅 ２畅１８）

　 　利用弦的主振型的正交性 ，对式（１畅２畅１７）和式（１畅２畅１８）等号两边分别乘以
sin（ kn x）d x ，并从 ０ ～ l积分 ，得到

Bncos 矱 n ＝ ２
l∫

l

x ＝ ０
ξ（０ ，x）sin（ kn x）d x

Bn sin矱 n ＝ － ２
lω n∫

l

x ＝ ０
v（０ ，x）sin（ kn x）d x

（１畅 ２畅１９）

由此可以确定 Bn 和 矱n ，则弦的振动位移就可以完全确定 。

§ 1畅 2畅 2　 梁的纵振动
与弦振动不同的是 ，弹性梁依靠自身的劲度产生弹性恢复力 。 我们讨论的梁

为横截面均匀的 、细长的弹性梁 ，梁的横截面积为 S ，密度为 ρ，梁长度为 l ，梁材料
的弹性模量为 E ，弹性模量表示了材料劲度的大小 。根据弹性体的胡克定律 ，在讨
论单向拉伸或压缩时 ，在弹性范围内应力 σ和应变 ε满足 σ ＝ Eε，其中 σ为压应力 ，
而 ε为单位长度压缩变形量 。
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图 １畅１２ 　弹性梁的纵振动

如图 １畅 １２ 所示的弹性梁 ，假设在其一端施加
一个力 ，在这个力的作用下 ，梁上各点将发生纵向
振动 ，假设振动位移为 ξ（ t ，x） 。 取梁上 x 处的一
个微段 ，微段长度为 d x ，则任意时刻微段两端的
位移分别为 ξ（ t ，x）和 ξ（ t ，x ＋ d x） ，微段总的压缩

变形量为 ξ（ t ，x） － ξ（ t ，x ＋ d x） ＝ － 抄ξ（ t ，x）
抄 x d x ，对应的相对变形量即应变为

－ 抄ξ（ t ，x）
抄 x ，微段的伸缩变形将对相邻段产生力的作用 。同样 ，由于梁的劲度 ，相邻

段对微段产生纵向的弹性力 ，假设相邻段对该微段端部的作用力为 Fx ，则在微段

端部产生的单位面积上的压应力为 － FxS ，负号表示压应力方向与相邻段在微段上

的作用力方向相反 。 根据胡克定律得到

Fx ＝ ES 抄ξ（ t ，x）抄 x （１畅 ２畅２０）

　 　微段受到的沿 x方向的合力为 dFx ＝ Fx ＋ d x － Fx ＝ 抄 Fx
抄 x d x ，而微段沿 x轴正方

向的加速度则为
抄２ ξ（ t ，x）

抄 t２ ，根据牛顿运动定律得到

ES 抄ξ
２ （ t ，x）
抄 x２ d x ＝ ρSd x 抄２ ξ（ t ，x）

抄 t２ （１畅 ２畅２１）

　 　引入参数 c ＝ E
ρ ，它表示梁的纵振动传播速度 ，梁的纵波速只与材料有关而

与其他参数无关 ，它代表了材料的固有特性 。 式（１畅２畅 ２１）经整理得到
抄ξ２ （ t ，x）

抄 x２ ＝ １
c２

抄２ ξ（ t ，x）
抄 t２ （１畅 ２畅２２）

　 　这就是梁的纵振动方程 。 这个方程在结构形式上与弦振动方程完全一致 ，可
以通过分离变量法求解 ，解的一般形式为

ξ（ t ，x） ＝ ［ Acos（ kx） ＋ Bsin（ kx）］cos（ ω t － 矱） （１畅 ２畅２３）

式中 ，k ＝ ω
c 称为波数 。梁的纵振动的定解条件就是它的边界条件和初始条件 。 下

面讨论边界条件对梁振型的影响 。

图 １畅１３ 　两端固定弹性梁

如图 １畅 １３ 所示 ，对于两端固定的梁 ，其边
界条件是两端的位移为零 ，即

ξ（ t ，０） ＝ ξ（ t ，l） ＝ ０ （１畅 ２畅２４）
　 　将边界条件代入式（１畅２畅 ２３）可以得到 A ＝ ０
和 sin（ kl） ＝ ０ ，由此得到梁纵振动的固有频率为
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f n ＝ nc２ l （１畅 ２畅２５）

式中 ，f１ 称为基频 ，f n（n ＞ １）与 f １ 成整数倍 ，称为谐频 。
如图 １畅１４所示 ，对于两端自由的梁 ，两端不受应力作用 ，因此边界条件为

抄ξ
抄 x x ＝ ０

＝ 抄ξ
抄 x x ＝ l

＝ ０ （１畅 ２畅２６）

　 　经类似分析 ，发现它的固有频率与两端固定的梁的固有频率完全相同 。

图 １畅１４ 　两端自由弹性梁

　 　 　 　 　

图 １畅１５ 　悬臂梁

对于如图 １畅１５所示的悬臂梁 ，梁的一端满足固定边界条件 ，而另一端满足自
由边界条件 ：

ξ | x ＝ ０ ＝ ０

抄ξ
抄 x x ＝ l

＝ ０
（１畅 ２畅２７）

　 　将边界条件代入式（１畅２畅２３）可以得到 A ＝ ０ 和 cos（ kl） ＝ ０ ，则悬臂梁的固有
频率为

f n ＝ ２ n － １
４ × cl （１畅 ２畅２８）

图 １畅１６ 　有质量负载的悬臂梁

　 　很多情况下 ，梁的一端既非自由又非固定 ，而
有一定的力学负载 ，比如质量负载 。 如图 １畅１６ 所
示 ，梁的一端满足固定边界条件 ，而另一端有一质
量负载 M ，梁的负载端满足牛顿力学定律 ：

－ ES 抄ξ
抄 x x ＝ l

＝ M 抄２ ξ
抄 t２ x ＝ l

（１畅 ２畅２９）

　 　结合固定端的边界条件 ，并代入式（１畅 ２畅 ２３）得到一端固定一端有质量负载的
梁的频率方程为

tan（ kl） ＝ ESkMω ２ （１畅 ２畅３０）

　 　梁的纵振动满足 E ＝ ρc２ ，而梁的总质量为 m ＝ ρ l S ，因此式（１畅 ２畅３０）可改写为
cot（ kl）
kl ＝ Mm （１畅 ２畅３１）

　 　要直接获得这个方程的解析解十分困难 ，下面分几种情况分别讨论 ：
（１） 负载质量远小于梁的质量 ，即 M 虫 m的情况下 ，有近似关系 cot（ kl） ≈ ０ ，
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等价于 cos（ kl） ＝ ０ ，这与悬臂梁的纵振动频率方程一致 。此时 ，其振动状态近似于
悬臂梁 。

（２） 负载质量远大于梁的质量 ，即 M 冲 m的情况下 ，有近似关系 tan（ kl） ≈ ０ ，
等价于 sin（ kl） ＝ ０ ，这与两端固定的梁的频率方程一致 。此时 ，其振动状态近似于
两端固定的梁的纵振动 。

（３） 在梁的质量和负载的质量可以相比拟的情况下 ，用图解法可以得到方程

的近似解 。我们假设 x ＝ k l ，作一条直线 y ＝ Mm x 与一系列的曲线 y ＝ cot（ x）相
交 ，如图 １畅１７ 所示 。 每一个交点 xn 对应一个 kn ，由此可以获得一系列的固有频率

f n ＝ kn c２π 。当 f n（n ＞ １）与基频 f１ 不成整数倍关系时 ，则称 f n 为泛频 ，此时梁的纵

振动发出的声音不再和谐 。

图 １畅１７ 　有质量负载的悬臂梁纵振动的固有频率图解法

§ 1畅 2畅 3　梁的横振动
弹性梁除了纵振动方式之外 ，还可能产生弯曲振动 。 假设梁受到一个垂直于

梁轴方向的力的作用 ，梁发生弯曲形变 ，由于梁自身劲度的作用这种弯曲变形要恢
复平衡状态 ，由此引起垂直于梁轴方向的振动 。 由于弯曲振动中波的传播方向垂
直于振动方向 ，因此弯曲振动又称为横振动 。

图 １畅１８ 　弹性梁的弯曲振动
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图 １畅１９ 　弹性梁微段弯曲变形分析

我们还是选取一长为 l 、横截面积为 S 的
均匀弹性梁 ，假设梁受到一垂直作用力 。 如图
１畅１８ 所示在梁上 x 处取一微段 ，微段长度为
d x ，由于梁的弯曲将产生一弯矩 。 如图 １畅１９ 所
示 ，弯曲的微段上部被拉长 ，而下部被压缩 ，中
间存在一个既不拉长也不压缩的中性面 ，我们
将中性面在（ x ，y）平面上的投影称为中线 ，中线
的长度就是 d x 。 我们在距中线上方 d r处选取
一薄层 ，薄层的伸长量为 δ x 。 假设微段中线的
曲率半径为 r ，则根据几何相似关系得到

δ xd x ＝ d r
r （１畅 ２畅３２）

　 　 假设薄层的截面积为 d S ，根据弹性体的胡克定律 ，作用在 d S面上的纵向力（ x

方向的力）为 dFx ＝ － E d r
r d S 。 在中线以上 d r为正 ，因此产生的是拉力 ；在中线以

下 d r为负 ，因此产生的是压力 。纵向力 dFx 对中线的弯矩为 dMx ＝ d rdFx ＝ － Er
（d r）２ d S ，因此整个 x截面上的总弯矩为

Mx ＝∫S
dMx ＝ － Er∫S

（d r）２ d S ＝ － EIr （１畅 ２畅３３）

式中 ，积分 I ＝∫S
（d r）２ d S称为轴惯性矩 ，惯性矩只与横截面形状和大小有关 ，如

横截面高度为 H 、宽度为 B的矩形梁的惯性矩为 I ＝ B H
３

１２ ；而与之等高等宽的工字

形梁的惯性矩则为 I ＝ B H
３ － bh３
１２ ，这里 h为工字梁的肋高 ，工字梁横截面肋宽为

B － b 。半径为 a的圆形截面的惯性矩为 I ＝ πa４
４ ；而外径为 a 、内外径之比为 b的空

心圆形截面的惯性矩为 I ＝ πa４ （１ － b４ ）
４ 。

下面分析曲率半径 r与梁上各点的位移 ξ（ t ，x）之间的关系 。由高等数学知识

得到 r ＝
１ ＋ 抄ξ

抄 x
２ ３

２

抄２ ξ
抄 x２

，在弯曲变形比较小的情况下 ，抄ξ抄 x 虫 １ ，因此可以略去二阶以

上小量 ，得到曲率半径的近似式为

r ≈ 　 １ 　
抄２ ξ
抄 x２

（１畅 ２畅３４）
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　 　结合式（１畅 ２畅３３）得到弯矩为

Mx ＝ － EI 抄
２ ξ

抄 x２ （１畅 ２畅３５）

图 １畅２０ 　梁弯曲振动微段力矩与
弯矩平衡分析

　 　 微段的两端受到的弯矩方向相反 ，如图
１畅 ２０ 所示 ，设微段左边的邻段作用于 x 端的
弯矩为逆时针方向 M x ，微段右边的邻段作用
于 x ＋ d x端的弯矩为顺时针方向 － Mx ＋ d x ，则
微段受到的总的弯矩为

　 Mx － Mx ＋ d x ＝ － 抄Mx
抄 x d x 　 　 　 （１畅２畅３６）

　 　 弯曲变形除了引起弯矩之外 ，在每一个
截面上还产生剪切力 ，剪切力的方向垂直于 x
轴 。设微段的左边邻段作用于 x 端的剪切力
向上为 F y ｜ x ，而微段的右边邻段作用于 x ＋
d x端的剪切力向下为 － Fy ｜ x ＋ d x 。 根据动量
守恒定律 ，由纵向力引起的弯矩与由切向力

产生的力矩相平衡 ，即

Fy d x ＝ － 抄Mx
抄 x d x （１畅 ２畅３７）

　 　结合式（１畅 ２畅３５） ，得到

Fy ＝ － 抄Mx
抄 x ＝ EI 抄

３ ξ
抄 x３ （１畅 ２畅３８）

　 　式（１畅２畅３８）表明 ：横截面上的剪切力是 x的函数 ，在两端的剪切力的综合作

用下 ，dFy ＝ Fy x － Fy x ＋ d x ＝ － 抄 Fy
抄 x d x ＝ － EI 抄

４ ξ
抄 x４ d x ，微段产生加速度 ，根据牛顿

第二运动定律得到 ：

dFy ＝ ρSd x 抄２ ξ
抄 t２ （１畅 ２畅３９）

　 　将式（１畅２畅 ３８）代入式（１畅２畅３９）得到梁的横振动方程为

－ EI 抄
４ ξ

抄 x４ ＝ ρS 抄
２ ξ
抄 t２ （１畅 ２畅４０）

　 　梁的横振动比纵振动具有更复杂的特性 ，我们仍然采用分离变量法来求解 ，令
ξ（ t ，x） ＝ T（ t）Y（ x）代入式（１畅 ２畅４０） ，得到

－ EI
ρ SY

d４ Y
d x４ ＝ １

T
d２ T
d t２ （１畅 ２畅４１）

式（１畅２畅４１）左边是 x的函数 ，而右边是 t的函数 ，由两边相等即可推断它们等于恒
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定的常数 ，假设这一常数为 － ω２ ，并引入一个中间变量 α４ ＝ ω２ ρS
E I ，则得到两个独立

的微分方程 ：
d２ T
d t２ ＋ ω ２ T ＝ ０ （１畅 ２畅４２）

d４ Y
d x４ － α４ Y ＝ ０ （１畅 ２畅４３）

方程（１畅２畅４２）我们已经十分熟悉 。下面分析方程（１畅２畅４３）的一般解 ，我们假设其
解具有 Y（ x） ＝ eγ x的形式 ，代入式（１畅２畅４３）得到 Y（ x）的四个特解 eα x 、e － α x 、e jα x 、
e － jα x 。这四个特解经组合后可以得到三角函数与双曲函数如下 ：

sinθ ＝ e jθ － e－ jθ

２ j ，cosθ ＝ e jθ ＋ e－ jθ

２ ，sinhθ ＝ eθ － e－ θ

２ ，coshθ ＝ eθ ＋ e－ θ

２
因此方程（１畅２畅 ４３）的解的一般形式就可以表示成

Y（ x） ＝ A x cosh（α x） ＋ Bx sinh（α x） ＋ Cx cos（α x） ＋ Dx sin（α x）
（１畅 ２畅４４）

　 　考虑时间项 ，则梁横振动的一般解为
ξ（ t ，x） ＝ ［ Acosh（α x） ＋ Bsinh（α x） ＋ Ccos（α x） ＋ Dsin（α x）］cos（ ω t － 矱）

（１畅 ２畅４５）
式中 ，参数 A 、B 、C 、D由边界条件确定 ，下面对几种常见的边界条件进行讨论 。

图 １畅２１ 　两端固定弹性梁

如图 １畅 ２１ 所示 ，对于两端固定的梁 ，其固
定边界处位移为零 ，同时位移曲线在边界处的
斜率也为零 ，因此 ：

ξ | x ＝ ０ ，x ＝ l ＝ ０

抄ξ
抄 x x ＝ ０ ，x ＝ l

＝ ０
（１畅 ２畅４６）

由此可以方便地确定 C ＝ － A和 D ＝ － B ，以及
A［cosh（α l） － cos（α l）］ ＋ B［sinh（α l） － sin（α l）］ ＝ ０
A［sinh（α l） ＋ sin（α l）］ ＋ B［cosh（α l） － cos（α l）］ ＝ ０

（１畅 ２畅４７）

　 　要使式（１畅２畅４７）成立且满足 A 、B为非零解的条件 ，就必须使其系数行列式等
于零 ，即

cosh（α l） － cos（α l） 　 sinh（α l） － sin（α l）
sinh（α l） ＋ sin（α l） 　 cosh（α l） － cos（α l） ＝ ０ （１畅 ２畅４８）

　 　式（１畅２畅４８）可进一步简化为
cosh（α l）cos（α l） ＝ １ （１畅 ２畅４９）

　 　要直接获得这个频率方程的解析解是比较困难的 ，可用图解法求解获得一系

·２２· 噪声与振动控制技术基础


