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内　容　简　介
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性问题的变分原理，并将有关理论应用到板壳结构的非线性分析上，此外还
就与非线性弹性理论相关的张量、偏微分算子、正交曲线坐标等内容做了简
要的介绍。
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前　　言
自 １９９２年以来，我在武汉理工大学（原武汉工业大学）为研究生开设了“非线

性弹性力学基础”与“结构非线性分析”等课程，并编写了相应的讲义。 通过教学以
及进一步学习，使讲义不断更新和提高，逐步形成为本书的初稿。 ２００２年董文堂教
授参加本书的编写，重点编写了第 １ 章、第 ２ 章和第 ６ 章的 ６畅１、６畅５、６畅６ 三节，并
对第 ３章、第 ４章、第 ５章的部分内容进行了修改和充实。

本书主要介绍固体结构的非线性弹性理论的基本概念、基本理论和基本分析
方法。第 １章主要介绍与本书内容相关的数学基础，主要包括张量分析与微分几何
基础；第 ２章采用张量分析方法对线弹性力学理论进行了描述和回顾；第 ３章介绍
非线性弹性体的几何应变学基础理论；第 ４ 章介绍了非线性弹性体的应力描述与
基本方程；第 ５章介绍了线性与非线性弹性理论的变分原理和方法；第 ６章介绍了
板壳结构的非线性分析和部分求解方法。 书后附录 Ａ 中给出了 Ｒｉｅｍａｎｎ唱
Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ 张量的协变分量 R ikλμ表达式的推导过程，附录 Ｂ 给出四边简支板非线
性弯曲问题计算机求解程序。

在本书的编写过程中，参阅了有关著作和文献，受益匪浅，特在此向相关作者
表示衷心感谢！

本书既可作为相关研究生的教材，又可供有关科技人员参考。
由于水平有限，书中难免有误，恳请同行与读者批评指正。

李卓球
２００４年 ３月于武汉

　· ｉ· 　
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第 １章　应用数学基础
１畅１　张量分析基础

１畅１畅１　指标符号
　　在数学和物理学中，一个几何量或一个物理量常需要使用一组与坐标系有关
的标量函数来表示或确定，例如三维空间中一向量 P ，使用 ３个直角坐标分量（p x，
p y，p z）方可确定。 在弹性力学中，一点的应力状态 σ需要 ９ 个直角坐标分量（σxx，
σx y，σxz，σyx，σyy，σyz，σzx，σzy，σzz）来表示。显然，这些分量可以统一写成简洁的表达形
式σij（i，j＝１，２，３），但写法不同表达的意思不同。对于 n 个变量 x １，x ２，…，x n，若记
作 x i（i＝１，２，…，n），则称下标 i为指标，括号内标明 i的取值范围，则表示是一组
变量；若未标明 i的取值范围，只单写 x i，则只表示是一组变量中的某一个变量。因
此，使用指标符号时，必须指出其范围。 在笛卡儿直角坐标系中，指标 i只用下标。
运用指标符号，使几何、物理和力学量的表达十分简洁，如：ui（i＝１，２，３）表示一点
位移分量 u，v，w ；p i（i＝１，２，３）表示力矢Ｐ在三个坐标轴上分量 p x，p y，p z；σij（i，j
＝１，２，３）表示一点应力的 ９个分量；eij（i，j＝１，２，３）表示一点的应变分量，写成矩
阵形式有

e１１ e１２ e１３

e２１ e２２ e２３

e３１ e３２ e３３

＝
εxx １２ γxy

１２ γx z

１２ γyx εyy １２ γyz

１２ γzx

１２ γzy εzz
（１畅１）

类似地，一组 ２７个量可标识为αijk，一组 ８１个量可标记为 bijkl，如此类推。在数学分
析中，指标符号一般与坐标系没有对应关系；但在张量分析中，指标与坐标系是对
应的，指标被赋值，则所得的数组就是一几何量或物理量在坐标中的分量。
１畅１畅２　求和约定

在张量分析中，为了简洁地表示一个带有指标符号的表达式，常使用 Ｅｉｎｓｔｅｉｎ
求和约定。 即凡在表达式中的同一项内，同一种指标重复一次且仅重复一次，就表
示对该指标在它的取值范围内遍历求和，如：aix i（i＝１，２，…，n）表示 n 项的和，即

aix i ＝ a１x １ ＋ a２x ２ ＋ … ＋ anx n （１畅２）
·１·



式中 n 是 i的取值范围，是一个具体的数。 再如
aijbicj＝ a１１b１c１ ＋ a１２b１c２ ＋ a１３b１c３ ＋ a２１b２c１ ＋ a２２b２c２

　 ＋ a２３b２c３ ＋ a３１b３c１ ＋ a３２b３c２ ＋ a３３b３c３　（i，j＝ １，２，３） （１畅３）
σii ＝ σ１１ ＋ σ２２ ＋ σ３３　　（i＝ １，２，３） （１畅４）

　　上述诸式中的指标 i、j重复均表示求和，这种指标称为哑标，哑标适用于字母
指标，即它可任意由其他字母代替，如式（１畅４）可用 j代替 i，求和后便消失。数字指
标是确定的值，不存在求和运算，如 σ３３代表 σz，不能用 σ２２代替，也不允许换标。

Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 求和约定中，定义同一项出现两次以上指标重复为错误写法，运算规
则也不允许。 在实践运算中，这种标例又常出现，如两个求和项的乘积（σ１１＋σ２２＋
σ３３ ）（σ１１＋σ２２＋σ３３）等，处理这种等式要根据哑标的定义，将 σii· σii写成 σii· σjj即

妥，亦可做专门说明或注释求和与否。
在分式或求导记号中，求和约定法则仍然适用，如

σ１i，i ＝ 抄σ１i
抄x i

＝ 抄σ１１
抄x １ ＋ 抄σ１２

抄x ２ ＋ 抄σ１３
抄x ３ （i＝ １，２，３）

ai，i ＝ 抄a１
抄x １ ＋ 抄a２

抄x ２ ＋ 抄a３
抄x ３ （i＝ １，２，３）

bi，jj ＝ 抄 ２
bi

抄x ２１
＋ 抄 ２

bi

抄x ２２
＋ 抄 ２

bi

抄x ２３
（j＝ １，２，３）

（１畅５）

　　凡在同一项中不重复出现的指标，称作自由标。自由标号表示该组变量中任何
一项，如 σij（i，j＝１，２，３）表示 ９个应力分量中的任何一个。 在同一方程中，各项的
自由标号应当相同，且不能任意地用另一种自由指标代替。如弹性力学平衡方程可
写为式子

σij，j ＋ f i ＝ ０　　（i，j＝ １，２，３） （１畅６）
式中，j是哑标，i是自由标，此方程的形式在自由标变化范围内均可适用。 i代表一
个坐标方向，显然第一项的 i必须与第二项 i相同。 从上式可以看出，通过哑标可
以把多项式写成一项，通过自由指标又把多个方程缩写成一个方程，使书写变得十
分简洁；但许多重要含义往往表现在指标的细微变化上，不熟练就容易出错。
１畅１畅３　Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒδδδδij符号

δij 的定义为

δij ＝ ei · ej （１畅７ａ）
即

δij ＝ １　i＝ j

０　i≠ j
　（i，j＝ １，２，３） （１畅７ｂ）

上式表示 ９个量，其中
δ１１ ＝ δ２２ ＝ δ３３ ＝ １

·２·



δ１２ ＝ δ１３ ＝ δ２１ ＝ δ２３ ＝ δ３１ ＝ δ３２ ＝ ０
δij 可表示为单位矩阵

Ｉ＝ ［δij］ ＝
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

（１畅７ｃ）

　　δij 符号在数学分析中常会遇到，但它只是一种数学符号，其上的指标与坐标
系没有对应关系。 它的重要作用在于作为指标替换，简化表达式，在张量分析中有
广泛和重要的应用。 由定义可导出下列一系列关系式：

δijδij ＝ δii ＝ ３
δijδjk ＝ δik

δijδjkδkm ＝ δim

aijδik ＝ akj

aiδij ＝ aj

aijξj － λξi ＝ （aij － λδij）ξj

（１畅８）

抄aii

抄ajk

＝ δjk （１畅９）
上述关系式均可由定义和之前的求和约定得证。

在直角坐标系中，δij与坐标轴单位矢量有以下关系：
ｄx iｄx i ＝ δijｄx iｄx j

x i，j ＝ 抄x i

抄x j
＝ δij

（１畅１０）

１畅１畅４　Ｒｉｃｃｉ符号 eijk

置换符号 eijk的定义为

eijk ＝ e
ijk ＝

１， 当（i，j，k）为（１，２，３）的偶次置换
－ １， 当（i，j，k）为（１，２，３）的奇次置换
０， 当（i，j，k）中指标有重复时

（１畅１１）

　　eijk符号共有 ２７个分量，下标不重合的排列组合有 ３！ ＝６ 种，其中 i、j、k 成顺
时针排列的有三种，即（１，２，３）、（２，３，１）、（３，１，２），成逆时针排列的也有 ３ 种，即
（１，３，２）、（３，２，１）、（２，１，３），下标重复排列有 ２１种。 由定义有

e１２３ ＝ e２３１ ＝ e３１２ ＝ １
e１３２ ＝ e３２１ ＝ e１２３ ＝－ １
e１１１ ＝ e１１２ ＝ e１１３ ＝ … ＝ ０

（１畅１２）

eijk ＝ ejki ＝ ekij ＝－ eikj ＝－ ekji ＝－ ejik

eijkeijk ＝ ６ （１畅１３）
置换符号常用于简化表达式，例如三阶行列式

·３·



a ＝
a１１ a１２ a１３

a２１ a２２ a２３

a３１ a３２ a３３

＝ eijka１ia２ja３k ＝ eijkai１aj２ak３ （１畅１４）

或

a ＝ １６ ep qreijkaipajqakr　（i，j，k ＝ １，２，３；p ，q，r＝ １，２，３） （１畅１５）
eijk与 δij和基矢量有如下关系：

eijkep qk ＝ δip δjq － δjp δiq （１畅１６）
ｅi ×ｅj ＝ eijkｅk （１畅１７）

ｕ×ｖ＝
e１ e２ e３

u１ u２ u３

v１ v２ v３

＝ eijkｅｉujvk （１畅１８）

　　eijk符号在直角坐标中常用，指标与直角坐标系直接联系，此时它为张量。
１畅１畅５　坐标变换

设在三维欧式空间中任选两个新、老坐标系，x′
i 和 x j 是同一空间点 P 的新、

老坐标值，则方程组
x

′
i ＝ x

′
i（x j）　　（i，j＝ １，２，３） （１畅１９）

　　这个从老坐标向新坐标的坐标转换称为正变换，对应的逆变换为
x j ＝ x j（x′

i）　　（i，j＝ １，２，３） （１畅２０）
　　对式（１畅１９）微分

ｄx′
i ＝ 抄x′

i

抄x j
ｄx j （１畅２１）

　　抄x′
i

抄x j

可看作系数，故上式给出了由老坐标微分 ｄx j 确定新坐标微分 ｄx′
i的线性

变换。 若其系数行列式

抄x′
i

抄x j

＝

抄x′１
抄x １

抄x′１
抄x ２

抄x′１
抄x ３

抄x′２
抄x １

抄x′２
抄x ２

抄x′２
抄x ３

抄x′３
抄x １

抄x′３
抄x ２

抄x′３
抄x ３

＝ J （１畅２２）

处处不为 ０，则存在相应的逆变换，即可反过来可用 ｄx′
i唯一地确定 ｄx j。 由单值、

一阶偏导数连续且行列式 J 不为零的转换函数所实现的坐标变换称为容许变换；
当 J＞０则称为正常变换，它把一个右手坐标系变换成另一个右手坐标系；当 J＜０
则称为反常变换，它把一个右手坐标系转换成左手坐标系。张量分析中使用的变换

·４·



大都是正常变换。
在笛卡儿直角坐标系中，坐标变换常写成矩阵形式

｛x′｝ ＝ ［a］｛x｝
｛x｝ ＝ ［a］Ｔ ｛x′｝ （１畅２３）

其中［a］称为转换矩阵，有下列关系：

［a］ ＝
a１′１ a１′２ a１′３

a２′１ a２′２ a２′３

a３′１ a３′２ a３′３

（１畅２４）

［a］Ｔ ＝ ［a］－１ （１畅２５）
ai′j ＝ ｃｏｓ（ｅｉ′，ｅｊ）　　（i′，j＝ １，２，３）

１畅１畅６　笛卡儿张量的一般定义
力学中常用的量可分为三类：只有大小没有方向性的物理量称为标量，例如温

度 T 、密度 ρ、时间 t等；既有大小又有方向性的物理量称为矢量，如矢径ｒ、位移ｕ、
速度 ｖ、力 Ｆ等；具有多重方向性的更为复杂的物理量称为张量，例如一点的应力
状态 σ，其应力分量同时取决于截面的法线方向和应力分解方向，即具有双重方向
性。 任何表示某种物理实体的物理量，包括标量、矢量和张量都不会因人为选择不
同参数坐标系而改变其固有的性质。 然而矢量或标量的分量则与坐标选择密切相
关。例如力的大小和方向与坐标选择无关，但力的分量是随坐标转动而改变的。随
坐标转换而千变万化的分量间应该满足一定的转换规律才能反映矢量或张量与坐

标选择无关的不变性，体现这个转换规律的一类量被 Ａ畅Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 定名为张量。
满足确定的任意曲线坐标系变换的张量称为一般张量，满足笛卡儿直角坐标

系变换的张量定义为笛卡儿张量。张量分量中所含自由指标的数目叫张量的阶，在
三维 Ｅｕｃｌｉｄ 空间中，每一个指标变化从 １～３，故 n 阶张量将有 ３n 个分量。

对于标量，它不随坐标系不同而变化，故其只有一个分量，若用张量表示，未含
有自由指标，n＝０，即零阶张量，３n＝３０＝１。

对于矢量，它同时具有大小和方向，在每个坐标均有一个分量，在三维空间中
共有 ３个分量，这些分量在坐标变换时要产生变化，变化须服从如下转换规律：

x
′
i ＝ βi′jx j　　（i＝ １，２，３）

x j ＝ βi′jx′
i　　（j＝ １，２，３） （１畅２６）

其中，x′
i、x j 是 x 在新、老坐标系中的分量，βi′j＝抄x′

i

抄x j

是两个坐标系之间的转换系数。
上转换规则与一阶张量的定义相同，有一个自由指标，n＝１，具有 ３１＝３个分量。

对于每个坐标方向都有一个矢量的变量系，它在三维空间就具有 ９ 个分量
T ij，坐标变换时这些分量改变且满足如下转换规律：
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T
′
ij ＝ βi′m βj′nT m n （i，j＝ １，２，３）

T m n ＝ βi′m βj′nT ′
ij （m ，n ＝ １，２，３） （１畅２７）

式中，T ′
ij和 T m n是二阶张量 T 在新坐标系中的分量，βi′m 、βj′n是转换系数，自由指标

数目 n＝２。 任意二阶张量的分解式是
Ｔ＝ T １１ｅ１ｅ１ ＋ T １２ｅ１ｅ２ ＋ … ＋ T ２２ｅ２ｅ２ ＋ …
＝ T m nｅｍｅｎ

＝ T
′
ijｅ

′
ｉｅ

′
ｊ （１畅２８）

其中，ｅｉｅｊ称为基张量。 两个基矢量并写在一起只是作为一种记号，不作任何运算。
二阶张量有 ９个分量和 ９个基。 它们都随坐标转换而改变。

同理可定义高阶张量，如三阶张量
Ｔ＝ T

′
ijkｅ

′
ｉｅ

′
ｊｅ

′
ｋ＝ T m nlｅｍｅｎｅｌ （１畅２９）

用并矢表示为

Ｔ＝ａｂｃ＝ （aiｅｉ）（bjｅｊ）（ckｅｋ）
＝ aibjckｅｉｅｊｅｋ

＝ T ijkｅｉｅｊｅｋ （１畅３０）
可见，张量的阶数等于并矢的数目。

在 n 维空间中，n 维 k阶张量要用 n
k 个分量来确定。

１畅１畅７　张量代数
１畅加减

　　若有Ｔ＝T ijkｅｉｅｊｅｋ和Ｓ＝S ijkｅｉｅｊｅｋ，则
Ｂ＝Ｔ±Ｓ
B ijk ＝ T ijk ± S ijk

（１畅３１）
同维同阶的张量方可加减，其结果是一个同维同阶的新张量。

２畅数乘
若Ｔ＝αＳ，则有 T ij＝αS ij，α为一标量。
３畅点积
设矢量ａ与二阶张量Ｔ点乘，有：
（１） 矢左点乘

ａ·Ｔ＝ （akｅｋ） · （T ijｅｉｅｊ） ＝ T ijakδikｅｊ＝ T ijaiｅｊ＝ bjｅｊ＝ｂ （１畅３２）
　　（２） 矢右点乘

Ｔ·ａ＝ （T ijｅｉｅｊ） · （akｅｋ） ＝ T ijakｅｉδjk ＝ T ijajｅｉ＝ｂ （１畅３３）
其中

bi ＝ T ijaj

　　矢量与二阶张量点乘的结果是一个新的矢量。
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４畅叉乘
（１） 矢左叉乘
ａ×Ｔ＝ aiｅｉ× T jkｅｊｅｋ＝ aiT jk（ｅｉ×ｅｊ）ｅｋ＝ aiT jk（eijlｅｌ）ｅｋ＝ aiT jkeijlｅｌｅｋ

（１畅３４）
　　（２） 矢右叉乘

Ｔ×ａ＝ T jkｅｊｅｋ× aiｅｉ＝ T jkaiｅｊekilｅｌ＝ aiT jkekilｅｊｅｌ （１畅３５）
　　（３） 两矢叉乘

ｃ＝ａ×ｂ＝ （ajｅｊ） × （bkｅｋ） ＝ eijkajbkｅｉ＝ ciｅｉ （１畅３６）
易验证

ｅｊ×ｅｋ＝ eijkｅｉ

ｅｉ＝ １２ eijkｅｊ×ｅｋ （１畅３７）

５畅并乘
设有两个不同维的张量

Ａ＝ A ijkｅｉｅｊｅｋ，　Ｂ＝ B lmｅｌｅｍ

并乘则为

Ｔ＝ＡＢ＝ T ijklmｅｉｅｊｅｋｅｌｅｍ （１畅３８）
其分量关系为

T ijklm ＝ A ijkB lm

　　可以看出，并乘得到一新张量，张量的阶数等于原张量阶数之和，其指标结构
按 Ａ、Ｂ指标结构并乘次序顺排，并乘不满足交换率，先变换后并乘与先并乘后变
换结果一样。

６畅内积
设

Ａ＝ A ijｅｉｅｊ，　Ｂ＝ B klｅｋｅｌ

　　（１） 单点积
Ａ·Ｂ＝ （A ijｅｉｅｊ） · （B klｅｋｅｌ） ＝ A ijB klｅｉδjkｅｌ＝ A ijB jlｅｉｅｌ＝ C ilｅｉｅｌ　　　（１畅３９）

故

C il ＝ A ijB jl

　　二阶张量单点积的结果是一个新的二阶张量（i，l为自由指标），这种运算亦称
为缩并，比并乘低两阶。

（２） 串双点积
A ·· B ＝ （A ijｅｉｅｊ） ·· （B klｅｋｅｌ） ＝ A ijB klδjk（ｅｉ·ｅｌ） ＝ A ijB klδjkδil ＝ A ijB ji

（１畅４０）
运算顺序为“内内，外外”。
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（３） 并双点积
Ａ∶Ｂ＝ （A ijｅｉｅｊ）∶（B klｅｋｅｌ） ＝ A ijB kl（ｅｉ·ｅｋ）（ｅｊ·ｅｌ） ＝ A ijB klδikδjl ＝ A ijB ij

（１畅４１）
运算顺序为“前前，后后”。

７畅商判则
由内积运算引出的一个判别张量的准则。 它表示为：和任意矢量的内积为 k－

１阶张量的量一定是一个 k阶张量。
８畅常用特殊张量
（１） 零张量。 全部分量为零，记为 ０，在其他坐标系中也为零，即：若 Ｔ＝０，则

T ij＝０，T ′
ij＝０。

（２） 单位张量。 分量为 δij的二阶张量，记为 I，即
Ｉ＝ δijｅｉｅｊ＝ e１e１ ＋ e２e２ ＋ e３e３

I
′
ij ＝ βi′kβj′lIkl ＝ βi′kβj′lδkl ＝ βi′kβj′k ＝ δ′

i′j′＝ δij （１畅４２）
　　（３） 转置张量。 设二阶张量Ｔ＝T ijｅｉｅｊ，则定义

Ｔ
Ｔ＝ T ijｅｉｅｊ （１畅４３）

（１畅４３）式中的ｅｉ与ｅｊ的位置不能调换，否则相当于哑标换名，结果仍然是 Ｔ 。
设ａ为矢量，则

Ｔ·ａ＝ａ·ＴＴ，　T ijaj ＝ ajT
Ｔ
ji （１畅４４）

（Ａ·Ｂ）Ｔ＝ＢＴ ·ＡＴ
（ＡＴ）Ｔ＝Ａ （１畅４５）

　　（４） 对称张量。 转置后等于自身的张量的称为对称张量，即
Ｔ＝ＴＴ，　T ij ＝ T ji （１畅４６）

　　（５） 反对称张量。 转置后等于其负张量的张量称为反对称张量，即
Ｔ＝－ＴＴ，　T ij ＝－ T ji （１畅４７）

反对称张量有 T ii＝０。
（６） 球形张量。 主对角线为α其余分量为零的二阶张量，它是数α与单位张量

的数积，即
Ｓ＝ αＩ，　S ij ＝ αδij （１畅４８）

　　（７） 逆张量。 二阶张量Ｔ的逆张量Ｔ－１定义为

Ｔ·Ｔ－１ ＝Ｉ，　Ｔ－１ ·Ｔ＝Ｉ
T ijT

－１
jk ＝ δik，　　T

－１
ij T jk ＝ δik

（Ａ·Ｂ）－１ ＝Ｂ－１ ·Ａ－１
（１畅４９）

　　（８） 正交张量。 其定义为
Ｔ·ＴＴ＝ＴＴ ·Ｔ＝Ｉ （１畅５０）

显然满足Ｔ
－１＝ＴＴ。
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（９） 置换张量。 以 eijk为分量的三阶张量

ｅ＝ eijkｅｉｅｊｅｋ＝ e
′
ijkｅ

′
ｉｅ

′
ｊｅ

′
ｋ （１畅５１）

　　（１０） 各向同性张量。全部分量均不因坐标变换而改变的张量称为各向同性张
量。 标量、单位张量、球张量、置换张量均是各向同性张量。

一般的四阶各向同性张量分量 A ijkl具有下列形式：
A ijkl ＝ λδijδkl ＋ μ（δikδjl ＋ δilδjk） （１畅５２）

其中，λ和 μ为两个独立的标量。
９畅主方向与主分量
一个矢量ａ和张量 T 的点乘将是另一个矢量 b，即

Ｔ·ａ＝ｂ，　T ijaj ＝ bi （１畅５３）
矢量ａ、ｂ一般不同向。由此可知，二阶张量可定义为将矢量ａ变换为ｂ的线性变换
算子。 若选择ａ，使其通过 T 作线性变换后的ｂ恰好平行于ａ，则有

λａ＝Ｔ·ａ＝ｂ（λ为标量）
写成

（Ｔ－ λＩ）ａ＝ ０
或

（T ij － λδij）aj ＝ ０　　（i，j＝ １，２，３） （１畅５４）
上式中，λ和 aj 均为未知量。 aj 存在非零解的充分必要条件是│T ij－λδij│＝０，即

T １１ － λ T １２ T １３

T ２１ T ２２ － λ T ２３

T ３１ T ３２ T ３３ － λ
＝ ０ （１畅５５）

展开得到关于 λ的特征方程
λ３ －Ｉ１λ２ ＋Ｉ２λ－Ｉ３ ＝ ０ （１畅５６）

其中

Ｉ１ ＝ T ii

Ｉ２ ＝ １２ （T iiT jj － T ijT ji）
Ｉ３ ＝ eijkT １iT １jT ３k

（１畅５７）

特征方程（１畅５６）的三个特征根称为张量Ｔ的主分量。
当Ｔ是实对称张量时，存在三个实特征根 λ（k）（k＝１，２，３）。 将每个 λ（k）代回到

（T ij－λδij）aj＝０式，由单位矢量条件 aiaj＝１，可解出相应的方向余弦 aj（k），三个单
位矢量ａ（k）＝aj（k）ｅj 称为张量Ｔ的主方向。

１０畅加法分解
任何二阶张量Ｔ均可分解为对称张量Ｎ和反对称张量ΩΩΩΩ之和，即

Ｔ＝Ｎ＋ ΩΩΩΩ （１畅５８）
其中
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Ｎ＝ １２ （Ｔ＋ＴＴ）
ΩΩΩΩ＝ １２ （Ｔ－ＴＴ）

而对称张量Ｎ又可分解为球形张量Ｐ和偏斜张量Ｄ之和

Ｎ＝Ｐ＋Ｄ，　N ij ＝ P ij ＋ D ij （１畅５９）
其中

P ij ＝ １３ N kkδij，　D ij ＝ N ij － １３ N kkδij

１１畅乘法分解
设Ｔ为任意一个可逆的二阶张量，则它可以分解为

Ｔ＝Ｒ１ ·Ｕ＝Ｖ·Ｒ２ （１畅６０）
其中Ｒ１、Ｒ２ 为单位正交张量，Ｕ、Ｖ为正定对称张量。 可以证明Ｒ１＝Ｒ２＝Ｒ，Ｒ表示
旋转，Ｕ、Ｖ代表纯变形，Ｒ１· Ｕ称为右极分解，Ｖ· Ｒ２ 称为左极分解，于是 Ｔ对应
的线性变换可写为

Ｔ· α＝Ｒ·Ｕ· α＝Ｖ·Ｒ· α （１畅６１）
　　Ｒ· Ｕ· α表示先变形后转动，Ｖ· Ｒ· α表示先转动后变形。

１２畅笛卡儿张量的微积分
考虑笛卡儿张量

Ｔ＝ T m nｅｍｅｎ

对 x i求偏导数

抄Ｔ抄x i

＝ 抄T m m

抄x i
ｅｍｅｎ （１畅６２）

抄T m m

抄x i
可简写为 T m n，i。 当坐标转换时，若

T
′
rs ＝ βr′m βs′nT m n

则有

T
′
rs，j ＝ 抄T ′

rs

抄x′
j

＝ βr′m βs′n
抄T m n

抄x i

抄x i

抄x′
j

＝ βr′m βs′nβj′iT m n，i （１畅６３）
其中，由式（１畅２６），有

βj′i ＝ 抄x′
j

抄x i
＝ 抄x i

抄x′
j

引进 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子楚，其定义为
ｕ楚 ＝ 抄ｕ抄x i

ｅｉ＝ｕｉｅｉ＝ uj，iｅｊｅｉ （１畅６４）
楚ｕ＝ｅｉ抄ｕ抄x i

＝ｅｉ抄 iｕ＝ 抄 iujｅｉｅｊ （１畅６５）
在矢量场和张量场中，一般说来
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ｕ楚 ≠ 楚ｕ
　　对二阶张量

Ｔ楚 ＝ T m n，iｅｍｅｎｅｉ

楚Ｔ＝ 抄 iT m nｅｉｅｍｅｎ
（１畅６６）

张量微分运用规则常用的有

（Ａ±Ｂ）楚 ＝Ａ楚 ±Ｂ楚
楚（Ａ±Ｂ） ＝ 楚Ａ± 楚Ｂ
（λＡ）楚 ＝Ａ（λ楚） ＋ λ（Ａ楚）
楚（λＡ） ＝ （楚λ）Ａ＋ λ（楚Ａ）
（A ijB rs），p ＝ A ij，pB rs ＋ A ijB rs，p

（１畅６７）

式中，λ是坐标的函数。
单位张量Ｉ和置换张量ｅ都是与坐标无关的恒张量，求导时作为常量处理。

１畅２　正交曲线坐标
１畅２畅１　曲线坐标的概念
　　三维欧氏空间中任意点 M 的位置由三个笛卡儿坐标 x j（j＝１，２，３）唯一确定，
也可以用三个任意独立参数 αi（i＝１，２，３）作为参数坐标。 两组坐标之间的转换关
系为

x j ＝ x j（αi） （１畅６８）
或

αi ＝ αi（x j） （１畅６９）
　　为了使两坐标间有一一对应关系，须满足

J ＝ 抄αi

抄x j
≠ ０ （１畅７０）

图 １畅１　

　　设由空间点 M （α１，α２，α３）出发，让坐标 α１ 任意变化而 α２ 和 α３ 保持不变，可做
出一条过 M 点的空间曲线，即坐标线α１，同样可以得到坐标线α２ 和α３，如图 １畅１所
示。令α１ 和α２ 任意变化而α３ 保持不变，则相应的空间点的轨迹构成了坐标面α１α２，
同样可以得到坐标面α２α３ 和α３α１。 很显然，相邻
坐标面的交线就是坐标线，过每个空间点都有
三个坐标面和三根坐标线。 若在空间里的任意
一点处坐标曲线都相互正交，相应的各坐标曲
面也相互正交，这种坐标系称为正交曲线坐标
系。常用的直角坐标、极坐标、球坐标、柱坐标都
是它的特例。

·１１·



曲线坐标 α１、α２、α３ 上的切线单位矢量依次用 ｅ１、ｅ２、ｅ３ 表示，其正向分别指向
α１、α２、α３ 增加的一侧。 在曲线坐标系中，单位矢量随点 M 的变化而变化，这是与笛
卡儿直角坐标系的根本区别。

有了单位矢量ｅ１、ｅ２、ｅ３ 后，过 M 点的任一矢量ａ都可表示为

αααα＝ α１ｅ１ ＋ α２ｅ２ ＋ α３ｅ３ ＝ αiｅｉ （１畅７１）
１畅２畅２　坐标曲线的弧微分

考虑到图 １畅２ 中的两相邻点 M （α１，α２，α３）和 N （α１＋ｄα１，α２＋ｄα２，α３＋ｄα３），它
们的矢径分别是ｒ和ｒ＋ｄｒ，其中

ｄｒ＝ 抄ｒ抄αi
ｄαi ＝ 抄ｒ抄α１ｄα１ ＋ 抄ｒ抄α２ｄα２ ＋ 抄ｒ抄α３ｄα３ ＝ｇｉｄαi （１畅７２）

式中

ｇｉ＝ 抄ｒ抄αi

　　（i＝ １，２，３） （１畅７３）
ｇｉ为沿坐标线 αi的切线方向并指向坐标值增加一方的矢量，称为该曲线坐标的基
矢量。

图 １畅２　
从式（１畅７３）可以看出，矢径微分对基矢量ｇｉ分解所得到的分量就是曲线坐标

的微分 ｄαi。 在正交曲线坐标系中，三个基矢量ｇｉ互相垂直，但不一定是单位矢量，
它们与单位矢量的关系是

ｅｉ＝ ｇｉ
hi
　　（i非哑标） （１畅７４）

式中，hi称为 Ｌａｍé系数，其定义为
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hi ＝ │ｇｉ│＝ ｇｉ·ｇｉ （１畅７５）
在笛卡儿直角坐标中，ｅｉ＝ｇｉ，故有

ｇｉ·ｇｊ＝ 抄ｒ抄αi

抄ｒ抄αj
＝ 抄ｒ抄x k

抄x k

抄αi
· 抄ｒ抄x l

抄x l

抄αj

＝ 抄x k

抄αi

抄x l

抄αj
ｅｋ·ｅｌ＝ 抄x k

抄αi

抄x l

抄αj
δkl

＝ 抄x k

抄αi

抄x k

抄αj

　　　（k为哑标） （１畅７６）
　　令式（１畅７６）中 i＝j，再代入到式（１畅７５）展开，有

hi ＝ 抄x １
抄ai

２ ＋ 抄x ２
抄ai

２ ＋ 抄x ３
抄ai

２　　（i＝ １，２，３） （１畅７７）
与笛卡儿坐标系对应，正交曲线坐标系中单位基矢量亦有下列关系式：

ｅｉ·ｅｊ＝ δij

ｅｉ×ｅｊ＝ eijkｅｋ
（１畅７８）

将式（１畅７４）代入到式（１畅７２），得到
ｄｒ＝ｇｉｄαi ＝ 钞３

i＝１
hiｄαiｅｉ＝ ｄsiｅｉ （１畅７９）

其中

ｄsi ＝ hiｄai　　（i为自由指标） （１畅８０）
　　从式（１畅８０）可以看出，Ｌａｍé系数是当坐标改变时 αi曲线的弧长增量与 αi坐

标增量的比值。 当可以从几何上直接确定线元长度 ｄsi时，用式（１畅８０）求 Ｌａｍé系
数是很方便的。如笛卡儿坐标系中的 ｄsi＝ｄx i，所以 hi＝１（i＝１，２，３）对于平面极坐
标系，ｄs１＝ｄr，ｄs２＝rｄθ，因此 Ｌａｍé系数 h１＝１，h２＝r。 正交曲线坐标系中，线元长
度 ｄs的计算公式为

ｄs２ ＝ ｄｒ· ｄｒ＝ ｄsiｄsjδij ＝ ｄs２１ ＋ ｄs２２ ＋ ｄs２３ （１畅８１）
　　面元面积计算公式为

ｄA k ＝ ｄsiｄsj ＝ hihjｄαiｄαj　　（i≠ j≠ k） （１畅８２）
　　体元体积计算公式为

ｄV ＝ ｄs１ｄs２ｄs３ ＝ h１h ２h３ｄα１ｄα２ｄα３ （１畅８３）
１畅２畅３　单位基矢量的导数

１畅对异坐标的偏导数
　　正交曲线坐标系单位基矢量的长度处处为 １，方向随点移动而变，因而其对坐
标的导数一般不为零。 下面利用单位基矢量的一些性质推导对它求导数的一些法
则。 由

ｅｉ·ｅｉ＝ １ （１畅８４）
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上式中，i为自由指标，下同。
式（１畅８４）等号两边对坐标 αj 求导

抄ｅｉ抄αj

·ｅｉ＋ｅｉ· 抄ｅｉ抄αj

＝ ０ （１畅８５）
要满足此式，必须

抄ｅｉ抄αj
·ｅｉ＝ ０ （１畅８６）

由此可看出，正交曲线坐标系中任何单位基矢量的导数必与其本身正交。
由矢径连续条件

抄 ２
ｒ抄αi抄αj

＝ 抄 ２
ｒ抄αj抄αi

＝ 抄ｇｉ抄αj
＝ 抄ｇｊ抄αi

有

抄（hiｅｉ）抄αj
＝ 抄hi

抄αj
ｅｉ＋ hi

抄ｅｉ抄αj
＝ 抄hj

抄αi
ｅｊ＋ hj

抄ｅｊ抄αi
（１畅８７）

上式等号两边同乘ｅｊ，注意到式（１畅８６），得到
抄ｅｉ抄αj

·ｅｊ＝ １
hi

抄hj

抄αi
　　（j为自由标，下同） （１畅８８）

由

ｅｉ·ｅｊ＝ ０ （１畅８９）
　　上式等号两边对坐标 αk 求导，有

抄（ｅｉ·ｅｊ）抄αk
＝ 抄ｅｉ抄αk

·ｅｊ＋ｅｉ· 抄ｅｊ抄αk
＝ ０

即

抄ｅｉ抄αk
·ｅｊ＝－ｅｉ· 抄ｅｊ抄αk

（１畅９０）
　　由此式可看出，对换求导基矢量与另一基矢量的点积结果，二者差一负号。 在
式（１畅９０）中，令 k＝j，将式（１畅８８）代入，得到

ｅｉ· 抄ｅｊ抄αj
＝－ １

hi

抄hj

抄αi
　　（i≠ j） （１畅９１）

再将上式代入到式（１畅９０），得到
抄ｅｉ抄αj

＝ １
hi

抄hj

抄αi
ｅｊ　　（j为自由指标） （１畅９２）

用ｅｋ点乘式（１畅９２），有
ｅｋ· 抄ｅｉ抄αj

＝ ０ （１畅９３）
２畅对同坐标的偏导数
由ｅｉ＝ｅｊ×ｅｋ，等号两边对坐标取偏导数，注意到式（１畅９１），有
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抄ｅｉ抄αi
＝ 抄ｅｊ抄αi

×ｅｋ＋ｅｊ× 抄ｅｋ抄αi

＝ １
hj

抄hi

抄αj
ｅｉ×ｅｋ＋ｅｊ× １

hk

抄hi

抄αk
ｅｉ

＝－ １
hj

抄hi

抄αj
ｅｊ－ １

hk

抄hi

抄αk
ｅｋ （１畅９４）

与异坐标偏导数不同，同坐标偏导数一般不沿坐标轴方向。
正交曲线坐标系中的单位矢量ｅ１、ｅ２、ｅ３ 与笛卡儿直角坐标系中的单位矢量ｉ、

ｊ、ｋ之间的变换经常用到。 令
θi ＝ １

hi

抄x １
抄αi

，　βi ＝ １
hi

抄x ２
抄αi

，　γi ＝ １
hi

抄x ３
抄αi

（１畅９５）
二者之间方向余弦关系见表 １畅１。

表 １畅１　
ｉ ｊ ｋ

ｅ１ θ１ β１ γ１
ｅ２ θ２ β２ γ２
ｅ３ θ３ β３ γ３

这样

ｅｉ＝ θiｉ＋ βiｊ＋ γiｋ

ｉ＝ θmｅｍ，　ｊ＝ βmｅｍ，　ｋ＝ γmｅｍ

　　利用后边式（１畅９７）也可导出切线单位矢量对曲线坐标的导数公式。

１畅３　微分算子简介
１畅３畅１　场的概念
　　描述物理量在空间分布和变化规律用场的概念非常简便，这在数学、物理学当
中有详尽论述，这里只简介连续介质力学中用到的场论知识。

全部空间或部分空间里的每一个点都对应着某个物理量的一个确定值，在该
空间里就确定了物理量的一个场。物理量是标量就称这个场为标量场；物理量是矢
量就称这个场为矢量场。连续介质力学中的位移场、应力场都是矢量场。场中物理
量在各点处的对应值不随时间变化的场称为稳定场。 反之，称为不稳定场。
１畅３畅２　Ｈａｍｉｌｔｏｎ算子楚楚楚楚

场论的三个基本概念是梯度、散度和旋度。 简洁地表示它们要用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算
子楚。
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楚是一个微分计算的符号，同时也当作矢量看待，具有矢性和微分双重性质。
读作 Ｎａｂｌａ。 在笛卡儿坐标系中，它定义为

楚 ≡ｉ抄抄x １ ＋ｊ抄抄x ２ ＋ｋ 抄抄x ３ （１畅９６）
　　楚运算规则是

楚u ＝ 抄u抄x １ｉ＋ 抄u抄x ２ｊ＋ 抄u抄x ３ｋ （１畅９７）
楚 ·Ａ＝ 抄A １

抄x １ ＋ 抄A ２
抄x ２ ＋ 抄A ３

抄x ３ （１畅９８）

楚 ×Ａ＝
ｉ ｊ ｋ

抄抄x １
抄抄x ２

抄抄x ３

A １ A ２ A ３

（１畅９９）

式（１畅９７）中 u 是数性函数，式（１畅９８）、（１畅９９）中Ａ是矢性函数。
作为楚算子涵义的延伸，又可定义如下形式的算子

Ａ· 楚 ＝ A １ 抄抄x １ ＋ A ２ 抄抄x ２ ＋ A ３ 抄抄x ３ （１畅１００）
由此式，显然有

（Ａ· 楚）u ＝ A １ 抄u抄x １ ＋ A ２ 抄u抄x ２ ＋ A ３ 抄u抄x ３ （１畅１０１）
式（１畅１０１）中，u 为数性或矢性函数上式均成立，Ａ· 楚≠楚· Ａ。

楚与数性函数或矢性函数通过并乘、点乘和叉乘可组合成多种表达形式，其运
算规则建立在矢性函数的运算规则和楚算子的运算规则上，要特别注意“楚· ”，
“楚×”后只能跟矢性函数；楚后跟数性函数还是跟矢性函数结果将大为不同，也是
易出错的地方。

除了众所熟悉的公式外，下面再列出一些常用到的公式，其中 u 为数性函数，
Ａ、Ｂ为矢性函数，C 为常矢量。

（１） 楚· （uC ）＝楚u· Ｃ （１畅１０２）
（２） 楚×（uC ）＝楚u×Ｃ （１畅１０３）
（３） 楚· （uＡ）＝u楚· Ａ＋楚u· Ａ （１畅１０４）
（４） 楚×（uＡ）＝u楚×Ａ＋楚u×Ａ （１畅１０５）
（５） 楚（Ａ· Ｂ）＝Ａ×（楚×Ｂ）＋（Ａ· 楚）Ｂ＋Ｂ×（楚×Ａ）＋（Ｂ· 楚）Ａ

（１畅１０６）
（６） 楚· （Ａ×Ｂ）＝Ｂ· （楚×Ａ）－Ａ· （楚×Ｂ） （１畅１０７）
（７） 楚×（Ａ×Ｂ）＝（Ｂ· 楚）Ａ－（Ａ· 楚）Ｂ＋Ａ（楚· Ｂ）－Ｂ（楚· Ａ） （１畅１０８）
（８） 楚· （楚u）＝楚２

u，（楚· 楚）Ａ＝楚２
Ａ （１畅１０９）

（９） 楚×（楚u）＝０ （１畅１１０）
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（１０） 楚· （楚×Ａ）＝０ （１畅１１１）
（１１） 楚×（楚×Ａ）＝楚（楚· Ａ）－楚２

Ａ （１畅１１２）
算子楚本身并乘、点乘和叉乘构成的多重算子一般视为整体算子，作为一个符

号看待。如楚· 楚、楚×楚×、楚楚· 等，其后跟按单重算子所限定的函数。常用的
Ｌａｐｌａｃｅ 算子 Δ与 Ｈａｍｉｌｔ ｉｏｎ 算子楚的关系显示了楚· 楚作为整体算子的涵义，描
述电磁波理论的双旋度算子楚×楚×也反映了整体性的要求。 Ｌａｐｌａｃｅ 算子的定
义为

Δ＝ 抄 ２

抄x ２１
＋ 抄 ２

抄x ２２
＋ 抄 ２

抄x ２３
（１畅１１３）

　　两种算子之间的关系为
楚２ ＝ 楚 · 楚＝ ｉ

抄抄x １ ＋ｊ抄抄x ２ ＋ｋ 抄抄x ３ ｉ
抄抄x １ ＋ｊ抄抄x ２ ＋ｋ 抄抄x ３

＝ 抄 ２

抄x ２１ ＋ 抄 ２

抄x ２２ ＋ 抄 ２

抄x ２３

＝ Δ （１畅１１４）
　　楚由 Ｈａｍｉｌｔ ｉｏｎ１８４３ 年在建立四元数论中首次提出，后由 Ｊ．Ｃ．Ｍ ａｘｗ ｅｌｌ 在电
磁场理论研究中加以完善，它的数学定义使有关物理现象的描述非常简洁。由于应
用的延伸，其本身的表达形式及其物理含义也在逐步完善。
１畅３畅３　笛卡儿坐标系中的梯度、散度和旋度

１畅梯度
　　梯度是导数概念的推广。 笛卡儿坐标系中，梯度定义在标量场 u＝u（x １，x ２，
x ３），其表达式为

ｇｒａｄu ＝ 楚u ＝ 抄u抄x １ｉ＋ 抄u抄x ２ｊ＋ 抄u抄x ３ｋ （１畅１１５）
用楚算子和左右梯度表示

左梯度 楚u ＝Ｉｉ抄u抄x i

＝Ｉｉ抄 iu （１畅１１６）
右梯度 u楚 ＝ 抄u抄x i

Ｉｉ＝ u，iＩｉ （１畅１１７）
式中，u 是标量，但楚u 作为整体是一个矢量，它是相应点处方向导数的最大值。 标
量场左右梯度相同，楚u 具有两个重要的性质：

（１） 楚u 在ｖ方向的投影等于函数 u 在该方向的方向导数，即
抄u抄ｖ＝ｖ· 楚u

　　（２） 楚u 沿函数 u 等值面的法线方向，并指向 u 值增加的一方。
梯度的这两个性质表明了梯度矢量和方向导数以及数量场的等值面之间存在
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着一种确定的关系，这种关系有极为重要的应用。
数量场中每一点与该点的梯度一一对应起来就得到一个矢量场，这个矢量场

称为由数量场产生的梯度场。
梯度运算的基本公式如下：
　　楚C＝０　　　　（C 为常数）　　楚（uv）＝u楚v＋v楚u （１畅１１８）

楚（C u）＝C楚u （C 为常数） 楚 u

v
＝ １

v
２ （v楚u－u楚v） （１畅１１９）

楚（u±v）＝楚u±楚v 楚f（u）＝f′（u）楚u （１畅１２０）
２畅散度
散度定义是算子楚与一矢量的点积，它定义在矢量场Ａ＝Ａ（x １，x ２，x ３）。 矢量

Ａ的散度由式

ｄｉｖＡ＝ 楚 ·Ａ＝Ｉｉ· 抄Ａ抄x i
＝ 抄A i

抄x i

＝ 抄A １
抄x １ ＋ 抄A ２

抄x ２ ＋ 抄A ３
抄x ３ （１畅１２１）

给出，式中Ａ是矢量，楚· Ａ为标量，可见矢量场的散度是一个标量场。
将矢量场的散度的定义推广到张量场，由楚与一张量点积将得到一个降阶的

新张量，但两者的位置不同，结果也不相同。 以二阶张量Ｔ＝T m nＩｍＩｎ为例，有
楚 ·Ｔ＝Ｉｉ· 抄Ｔ抄x i

＝ 抄 iT m nＩｉ·ＩｍＩｎ＝ 抄 iT inＩｎ

Ｔ· 楚 ＝ 抄Ｔ抄x i

·Ｉｉ＝ T m n，iＩｍＩｎ·Ｉｉ＝ T m i，iＩｍ
（１畅１２２）

一般情况下，楚· Ｔ≠Ｔ· 楚，但当Ｔ＝ＴＴ时，二者是相等的。
３畅旋度
矢量场Ａ（x １，x ２，x ３）的旋度为算子楚与一矢量的叉乘，它的分量形式是

ｒｏｔＡ＝ 楚 ×Ａ＝Ｉｊ× 抄Ａ抄x j
＝Ｉｊ× 抄（A kＩｋ）抄x j

＝ 抄A k

抄x j
Ｉｊ×Ｉｋ

＝ 抄 jA keijkＩｉ＝
Ｉ１ Ｉ２ Ｉ３

抄 １ 抄 ２ 抄 ３

A １ A ２ A ３

（１畅１２３）

矢量场的旋度是一个矢量场。
推广到张量场 T ，可定义

左旋度 楚 ×Ｔ＝Ｉｉ× 抄Ｔ抄x i

（１畅１２４）
右旋度 Ｔ× 楚 ＝ 抄Ｔ抄x i

×Ｉｉ （１畅１２５）
张量场的旋度是一个具有同阶的张量，但楚×Ｔ≠Ｔ×楚。

梯度、散度和旋度在固体力学中有重要的作用，例如应变张量与位移场的梯度
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有关，转动张量与位移场的旋度有关，平衡方程与应力场的散度有关，此外，保守力
系的定义也与梯度有关等。
１畅３畅４　正交曲线坐标系中的梯度、散度和旋度

正交曲线坐标系中，除了标量、矢量和张量是坐标的函数外，单位基矢量、拉梅
系数也是坐标的函数。

１畅标量场 u 的梯度

它由正交曲线坐标系中算子楚的表示，标量场 u 的梯度为

楚u ＝ u楚 ＝ １
h１

抄u抄α１ｅ１ ＋ １
h２

抄u抄α２ｅ２ ＋ １
h３

抄u抄α３ｅ３ （１畅１２６）
　　标量场没定义散度和旋度。

２畅矢量场Ａ的梯度、散度和旋度
（１） 梯度

楚Ａ＝钞
i＝１
ｅｉ

抄Ａ
hi抄αi

＝ｅｊ抄Ａ抄sj
Ａ楚 ＝钞

i＝１
抄Ａ
hi抄αi

ｅｉ＝ 抄Ａ抄sjｅｊ
　　（j＝ １，２，３　 哑标） （１畅１２７）

　　（２） 散度
楚 ·Ａ＝钞

i＝１
ｅｉ· 抄Ａ

hi抄αi

＝ 钞
i＝１
ｅｉ· １

hi

抄抄αi
（A １ｅ１ ＋ A ２ｅ２ ＋ A ３ｅ３） （１畅１２８）

（１畅１２８）式中第一项展开为
钞ｅｉ· １

hi

抄抄αi

（A １ｅ１）＝ｅ１ · １
h１

抄抄α１（A １ｅ１） ＋ｅ２ · １
h２

抄抄α２（A １ｅ１） ＋ｅ３ · １
h３

抄抄α３（A １ｅ１）
＝ｅ１ · １

h１
抄A １
抄α１ｅ１ ＋ A １

抄ｅ１抄α１ ＋ｅ２ · １
h２

抄A １
抄α２ｅ１ ＋ A １

抄ｅ１抄α２

　 ＋ｅ３ · １
h３

抄A １
抄α３ｅ１ ＋ A １

抄ｅ１抄α３

　　代入单位基矢量对坐标偏导的结果，得到
钞ｅｉ· １

hi

抄抄αi
（A １ｅ１）＝ １

h１
抄A １
抄α１ ＋ １

h１h２
抄h２
抄α１ A １ ＋ １

h２h３
抄h３
抄α１ A １

＝ １
h１h２h３

抄抄α１（h２h３A １） （１畅１２９）
同理，第二项、第三项展开分别为

钞ｅｉ· １
hi

抄抄αi
（A ２ｅ２） ＝ １

h１h ２h３
抄抄α２（h３h１A ２） （１畅１３０）
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钞ｅｉ· １
hi

抄抄αi
（A ３ｅ３） ＝ １

h１h ２h３
抄抄α３（h１h２A ３） （１畅１３１）

　　由以上展开过程可以看出
楚 ·Ａ＝Ａ· 楚 ＝ １

h１h２h３
抄抄α１（A １h２h３） ＋ 抄抄α２（A ２h３h１） ＋ 抄抄α３（A ３h１h２）

（１畅１３２）
展开须遵循先偏导后点乘的顺序。

当Ａ＝楚u 时

楚 · 楚u ＝ １
h１h２h ３

抄抄α１
h２h３
h１

抄u抄α１ ＋ 抄抄α２
h３h１
h２

抄u抄α２ ＋ 抄抄α３
h１h２
h３

抄u抄α３

（１畅１３３）
这就是拉普拉斯算子表达式。

（３） 旋度
楚 ×Ａ＝钞３

i＝１
ｅｉ× 抄Ａ

hi抄αi

＝ 钞３

i，k＝１
１
hi

抄A k

抄αi
ｅｉ×ｅｋ＋ １

hi
A kｅｉ× 抄ｅｋ抄αi

（１畅１３４）
展开并整理，最后有

楚 ×Ａ＝ １
h１h２h３

h１ｅ１ h２ｅ２ h３ｅ３

抄抄α１
抄抄α２

抄抄α３

h１A １ h２A ２ h３A ３

（１畅１３５）

展开须遵循先导后叉乘的顺序。
３畅张量场 T 的梯度、散度和旋度
（１） 梯度

楚Ｔ＝钞３

i＝１
ｅｉ

１
hi

抄Ｔ抄αi

＝ｅｊ抄Ｔ抄sj
Ｔ楚 ＝钞３

i＝１
１
hi

抄Ｔ抄αi
ｅｉ＝ 抄Ｔ抄sjｅｊ

　　（j＝ １，２，３　 哑标） （１畅１３６）

令Ｔ＝T m nｅｍｅｎ，有
抄Ｔ抄αi

＝ 抄T m n

抄αi
ｅｍｅｎ＋ T m n

抄ｅｍ抄αi
ｅｎ＋ T m nｅｍ

抄ｅｎ抄αi
（１畅１３７）

　　（２） 散度
楚 ·Ｔ＝钞３

i＝１
ｅｉ· １

hi

抄Ｔ抄αi

Ｔ· 楚 ＝钞３

i＝１
１
hi

抄Ｔ抄αi
·ｅｉ

（１畅１３８）

·０２·



　　（３） 旋度
楚 ×Ｔ＝钞３

i＝１
ｅｉ× １

hi

抄Ｔ抄αi

Ｔ× 楚 ＝钞３

i＝１
１
hi

抄Ｔ抄αi
×ｅｉ

（１畅１３９）

４畅柱面坐标系中的梯度、散度、旋度与 Ｌａｐｌａｃｅ 算子
楚u ＝ 抄u抄rｅｒ＋ １

r

抄u抄θｅθθθθ ＋ 抄u抄zｅｚ （１畅１４０）
楚 ·Ａ＝ １

r

抄抄r（rA r） ＋ １
r

抄A θ
抄θ ＋ 抄A z

抄z （１畅１４１）
楚 ×Ａ＝ １

r

抄A z

抄θ － 抄A θ
抄z ｅｒ＋ 抄A r

抄z － 抄A z

抄r ｅθθθθ ＋ １
r

抄（rA θ）
抄r － 抄A r

抄θ ｅｚ

（１畅１４２）
Δu ＝ １

r

抄抄r r
抄u抄r ＋ １

r
２
抄 ２
u

抄θ２ ＋ 抄 ２
u

抄z２ （１畅１４３）
５畅球面坐标系中的梯度、散度和旋度与 Ｌａｐｌａｃｅ 算子

楚u ＝ 抄u抄rｅｒ＋ １
rｓｉｎφ抄u抄θｅθθθθ ＋ １

r

抄u抄φｅφφφφ （１畅１４４）
楚 ·Ａ＝ １

r
２

抄抄r（r２
A r） ＋ １

rｓｉｎφ
抄A θ
抄θ ＋ １

rｓｉｎφ抄抄φ（A φｓｉｎφ） （１畅１４５）
楚 ×Ａ＝ １

rｓｉｎφ抄（ｓｉｎφA θ）
抄φ － 抄A φ

抄 θ ｅｒ

　 ＋ １
r

抄（rA φ）
抄r － 抄A r

抄φ ｅθθθθ

　 ＋ １
r

１ｓｉｎφ
抄A r

抄θ － 抄（rA θ）
抄r ｅφφφφ （１畅１４６）

Δu ＝ １
r
２

抄抄r r
２ 抄u抄r ＋ １

ｓｉｎ ２φ
抄 ２
u

抄θ２ ＋ １ｓｉｎφ抄抄φ抄u抄φｓｉｎφ （１畅１４７）
上两种坐标系中的 θ角定义一致。
１畅３畅５　Ｇａｕｓｓ积分定理

设Ａ是定义在三维域 V 上的矢量场，S 是 V 的闭合边界曲面，其面元 ｄs的外
法线单位矢量为ｎ。 若Ａ在闭域 V ＋S 上有连续的偏导数，则

∫V
楚 ·ＡｄV ＝∫S

ｎ·ＡｄS （１畅１４８）
或

∫V
Ａ· 楚ｄV ＝∫S

Ａ·ｎｄS
写成分量形式为

·１２·



∫V
抄 iA iｄV ＝∫S

niA iｄS （１畅１４９）
或

∫V
A i，iｄV ＝∫S

A iniｄS
　　写成标量形式有

∫V

抄A １
抄x １ ＋ 抄A ２

抄x ２ ＋ 抄A ３
抄x ３ ｄV ＝∫S

（A １n１ ＋ A ２n２ ＋ A ３n３）ｄS （１畅１５０）
　　这也就是在高等数学中熟悉的 Ｇａｕｓｓ 公式。

Ｇａｕｓｓ 积分定理亦称散度定理，给出了体积积分和面积积分的变换关系，弹性
力学中许多能量原理都是在此理论基础上推导出来的。

Ｇａｕｓｓ 积分定理有不同表示形式，但核心是把体积积分中的“楚”变为面积积
分中的“ｎ”。 这一规律适用于矢量场，同样也可以推广到连续可微的标量场和张量
场。 如有

∫V
楚φｄV ＝∫S

ｎφｄS　　（φ为标量） （１畅１５１）
∫V

楚 ·ＴｄV ＝∫S
ｎ·ＴｄS　　（Ｔ为张量） （１畅１５２）

及其分量的对应表达式。
多重积分中的分部积分是 Ｇａｕｓｓ 积分定理的推论。 如由

∫τ（uv），iｄτ＝∫τuv，iｄτ＋∫τu，ivｄτ＝∫S
uvniｄS

得到

∫τuv，iｄτ＝∫S
uvniｄS －∫τu，ivｄτ （１畅１５３）

式中 u、v 是标量，但 u、v 是矢量分量或张量分量上式仍成立。这种处理方法在弹性
力学中也有重要、广泛的应用。

Ｇａｕｓｓ 积分定理可推广到面与线的变换关系。

·２２·



第 ２章　线弹性理论
２畅１　线弹性问题的基本方程组

　　线弹性体力学最基本的问题是确定 １５ 个未知量，即 ３ 个位移分量 ui、６ 个形
变分量 εij和 ６个应力分量 σij。 这 １５个未知函数（都是坐标分量的函数）满足三组
偏微分方程，即平衡方程 ３ 个、几何方程 ６ 个和本构方程 ６ 个，此外还要满足变形
协调条件、位移单值条件和相应的边界条件。如果针对具体结构问题所得到的解答
能全部满足 １５ 个微分方程和全部边界条件，则解答是精确的；若只能满足部分方
程和部分边界条件，则解答是近似的。

本章通过分析微元体的平衡、变形和本构关系，导出线弹性力学基本问题的全
部方程，它们是：

（１） 平衡方程（Ｎａｖｉｅｒ 方程）
σij，j ＋ F i ＝ ０ （２畅１）

σij，j ＝ 抄σij

抄x j
　　（j＝ １，２，３哑标遍历求和）

　　（２） 几何方程（Ｃａｕｃｈｙ 方程）
εij ＝ １２ （ui，j ＋ uj，i） （２畅２）

ui，j ＝ 抄ui

抄x j

　　（３） 应变协调方程（Ｓａｉｎｔ唱Ｖｅｎａｎｔ 方程）
εij，kl ＋ εkl，ij － εik，jl － εlj，ki ＝ ０ （２畅３）

　　（４） 本构方程（Ｈｏｏｋｅ 定律）。 对各向异性体，有
σij ＝ C ijklεkl （２畅４）

其中，C ijkl为弹性张量，容易证明
C ijkl ＝ C jikl ＝ C ijlk ＝ C klij （２畅５）

由式（２畅５），可以看出 C ijkl中的独立常量最多不超过 ２１个。
式（２畅４）的本构关系可用应力分量表示，即

εij ＝ aijklσkl （２畅６）
复合材料力学中把 aijkl称为柔度系数分量，而把 C ijkl称为刚度系数分量。 容易验证

C ijkl · aijkl ＝ １ （２畅７）
·３２·



　　对于各项同性体
σij ＝ λεkkδij ＋ ２μεij　　（k ＝ １，２，３，为哑标） （２畅８）

或

εij ＝ １２μ σij － ν１ ＋ νσkkδij （２畅９）
式中

λ＝ νE（１ ＋ ν）（１ － ２ν），　μ＝ E２（１ ＋ ν） （２畅１０）
其中，λ，μ称为拉梅常数，E 为弹性模量，ν为泊松比。

（５） 边界条件。 弹性力学空间问题边界条件大致分为三类：位移边界条件、力
边界条件和混合边界条件。 设 S 是物体的总边界，位移边界用 S u 表示，力边界用
S p 表示。

当边界上处处给定外部作用力 p
珚

i的力边界 S p 时，相应的边界条件为
σijnj ＝ p

珚
i （２畅１１）

即域内应力场的边界值应满足 Ｃａｕｃｈｙ 公式。 当 p
珚

i＝０时称为自由表面，集中力的
作用应化为单位面积上的均布面力作用，集中力矩作用则化为非均匀表面力的作
用。

当边界上处处给定位移约束 u
珚

i的位移边界 S u 时，相应的边界条件为
ui ＝ u

珚
i （２畅１２）

即域内位移场的边界值等于给定边界值。当未给定位移边界值时，可用位移边界的
导数值或应变值。 当部分边界给定外力、部分边界给定位移时，要根据具体情况做
变换或做放松处理。 在以位移为基本未知量的解法中，力边界可转换为位移边界，
但以应力为基本未知量的解法中位移边界都不能转换成力边界。

线弹性问题的研究是从弹性体元微分入手，导出一组描述微元静力平衡、变形
几何及弹性关系的基本方程，配上相应的边界条件，把弹性力学问题归结于求解偏
微分方程组的边界问题，这在弹性力学问题理论中称为边值提法或微分提法，这一
组基本方程已经完全是数学物理问题了。

从力学观点上看，可把上述微分方程和边界条件分为三类：第一类由几何方程
和边界条件组成，它们同是连续性的要求，故称之为连续性条件。 第二类由物理方
程组成，它反映物体自身的力学性质，因而称之为本构关系。 第三类由平衡方程和
力边界条件组成，它们同是反映平衡要求，故称之为平衡条件。

此外，物理方程还可以通过应变能密度或余应变能密度表示出来。
应变能密度 W （εij）定义为

W （εij） ＝∫（ε
ij
）

０ σijｄεij （２畅１３）
·４２·



上式中σij是 εij的单值可积函数。从式（２畅１３）看出，W （εij）的物理意义就是当物体的
应变状态由 ０ 增至 εij时应力所做的功。 可以证明，它表示单位体积内储存的变形
能，亦称应变能。 物体总应变能为

U ＝蹿
τ
W （εij）ｄτ （２畅１４）

　　将式（２畅１３）两端微分，得
抄W抄εij ｄεij ＝ σijｄεij

可见有

抄W抄εij ＝ σij （２畅１５）
在线弹性状态下，σij是 εij的线性函数。 式（２畅１３）可进一步表为

W ＝ １２ σijεij ＝ １２ aijklεklεij （２畅１６）
可以看出，W 是 εij的二次齐次方。

W ＝ E ν２（１ ＋ ν）（１ － ２ν）［ε１１ ＋ ε２２ ＋ ε３３］２ ＋ μ［ε２１１ ＋ ε２２２ ＋ ε２３３］
　 ＋ ２μ（ε２１３ ＋ ε２２３ ＋ ε２１２） （２畅１７）

余应变能密度可定义为

W
倡（σij） ＝∫（σ

ij
）

０ εijｄσij （２畅１８）
上式要求 εij是 σij的可积单值函数，将其与式（２畅１３）相加后，得

W ＋ W
倡 ＝∫ｄ（σijεij） （２畅１９）

可见

W ＋ W
倡 ＝ σijεij （２畅２０）

式（２畅２０）表明余应变能与应变能互补的性质。此外，由式（２畅１９）同样可以证明下列
关系成立：

抄W 倡

抄σij
＝ εij （２畅２１）

　　在线弹性状态下，将式（２畅１９）积分，可得
W

倡 ＝ １２ αijklσklσij （２畅２２）
对于线弹性状态下的各向同性材料，式（２畅２２）可进一步简化为

W
倡＝ １２E ［σ２１１ ＋ σ２２２ ＋ σ２３３ － ２ν（σ１１σ２２ ＋ σ２２σ３３ ＋ σ３３σ１１）
　 ＋ ２（１ ＋ ν）（σ２２３ ＋ σ２３１ ＋ σ２１２）］ （２畅２３）

·５２·


