
大学数学习题精解系列

计算方法典型例题分析

（第二版）

孙志忠 　 编著

北 　 京



内 容 简 介

本书是为理工科院校各专业的学生在学习“计算方法”课程或“数值分

析”课程时 ，更好地理解课程内容 、掌握解题思路和方法 ，提高综合分析能力

而编写的辅导教材 ．包括误差分析 、方程求根 、线性代数方程组的解法 、函
数插值 、曲线拟合与函数逼近 、数值积分与数值微分 、常微分方程初值问题

的数值解法 、矩阵特征值与特征向量的计算共 ８ 章 ．每章先给出内容提要 ，
然后按教学内容的顺序精编若干典型例题 ，并作分析解答 ，部分题目给出

了多种解法 ．书末附 ３ 份模拟试卷及其参考答案与评分标准 ．

　图书在版编目（CIP）数据

　 计算方法典型例题分析桙孙志忠编著 ． — ２ 版 ．— 北京 ：科学出版社 ，２００５
　 （大学数学习题精解系列）

　 ISBN ７桘０３唱０１５６４０唱４

　 Ⅰ 畅 计 … 　 Ⅱ 畅 孙 … 　 Ⅲ 畅 计算方法 － 高等学校 － 解题 　 Ⅳ 畅O２４１唱４４
　 中国版本图书馆 CIP 数据核字（２００５）第 ０５６６５０ 号

责任编辑 ：赵 　 靖 　 祖翠娥桙责任校对 ：张怡君

责任印制 ：安春生桙封面设计 ：陈 　 敬

科学出版社发行 　 各地新华书店经销

倡

２００１ 年 ３ 月 第 　 一 　 版 　 　 开 本 ：B５（７２０ × １０００）

２００５ 年 ８ 月 第 　 二 　 版 　 　 印 张 ：１７ １桙４

２００５ 年 ８ 月 第 五 次 印 刷 　 　 字 数 ：３２３ ０００

印 数 ：１７ ００１ — ２０ ０００

定价 ：　 25畅00 元

（如有印装质量问题 ，我社负责调换枙环伟枛）



第二版前言

在“计算方法”或“数值分析”课程的学习过程中 ，解题是一项非常重要的活动 ．
灵活运用所学知识去分析问题和解决问题是一种能力的训练 ．为了帮助学生学好

计算方法 ，开拓思路 ，提高解题技巧 ，掌握解题方法 ，我们参照了教育部高等教育司

关于高等学校工科本科生“数值计算方法”课程基本要求 ，并阅读了近几年来国内

出版的多本计算方法和数值分析教材 ，精编了 １８２ 道典型例题 ，并作了解答 ，也希

望读者用其他方法给出解答 ．
全书共 ８ 章 ．每章先给出内容提要 ，然后按教学内容的顺序精编典型例题 ．对

每一道例题注重分析和讨论 ，以便读者更好地理解 、掌握解题思路和方法 ，提高综

合分析能力 ．较难的题目以“ 倡 ”标注 ．书末附 ３ 份模拟试卷及其参考答案 ．
读者可按如下路径阅读 ．

本书自 ２００１ 年出版以来 ，承蒙广大读者的喜爱 ，已经发行 １７０００ 册 ．这次趁修

订再版的机会 ，考虑到部分学生的需求 ，在第 ５ 章中增添了最佳平方逼近和最佳一

致逼近的有关内容 ．
书中有疏漏及不妥之处 ，恳请读者指正 ．Email ：zzsun ＠ seu ．edu ．cn ．
编者诚挚地感谢科学出版社的同志们为本书的出版付出的辛勤劳动 ．

作 　 者

２００５ 年 １ 月
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第 1 章 　 误 差 分 析

１畅１ 　 内 容 提 要

　 　 本章要求掌握绝对误差 、相对误差 、有效数字 、数据误差的影响及设计算法时

应注意的几个问题 ．

绝对误差与绝对误差限

设 x 倡 为准确值 ，x 是 x 倡 的一个近似值 ，称 e ＝ x 倡 － x 为近似值 x 的绝对误

差 ，简称误差 ．如果有数 ε 使得｜ e｜ ≤ ε ，则称 ε 为近似值 x 的绝对误差限 ，简称误

差限 ．

相对误差和相对误差限

设 x 倡 是准确值 ，x 是 x 倡 的一个近似值 ，称（ x 倡 － x）桙 x 倡 为近似值 x 的相对

误差 ，记作 er ．

在实际计算中 ，x 倡
是未知的 ，常以 珋er ＝ （ x 倡 － x）桙 x 作为相对误差 ．事实上

珋er － er ＝
e２r

１ － er
，　 　 珋er － er ＝

珋e２r
１ ＋ 珋er

．

当 er 很小时 ，珋er － er 是 er 的二阶小量 ；当 珋er 很小时 ，珋er － er 是 珋er 的二阶小量 ．所以

er 和 珋er 中只要有一个很小 ，则另一个也很小 ，且它们是同量级的小量 ．

如果有常数 εr 使得｜ er ｜ ≤ εr （或｜珋er ｜ ≤ εr ） ，则称 εr 为近似值 x 的相对误差限 ．

有效数字

如果近似值 x 的误差限是其某一位上的半个单位 ，且该位直到 x 的第一位非

零数字一共有 n 位 ，则称近似值 x 具有 n 位有效数字 ．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n 位

　 　 　 　 　 　 　 　
　 　 　 　 　 　 x ＝ 倡 　 倡 　 倡 　 倡 　 … 　 倡 …

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 误差限不超过该位的半个单位

　 　 　 　 　
　 　 　 　 　 　 　 自左向右看 ，第一个非零数



数据误差的影响

给定函数 y ＝ f（ x１ ，x ２ ） ．设 x１ ，x２ 分别为 x 倡
１ ，x 倡

２ 的近似值 ，则

　 　 　 e（ y） ＝ f（ x 倡
１ ，x 倡

２ ） － f（ x１ ，x２ ）

≈
抄 f（ x１ ，x２ ）

抄 x１
（ x 倡

１ － x１ ） ＋
抄 f（ x１ ，x２ ）

抄 x２
（ x 倡

２ － x２ ）

＝
抄 f（ x１ ，x２ ）

抄 x１
e（ x１ ） ＋

抄 f（ x１ ，x２ ）
抄 x２

e（ x２ ） ，

er （ y） ＝ e（ y）
y ≈

抄 f（ x１ ，x２ ）
抄 x１

x１

y er （ x１ ） ＋
抄 f（ x１ ，x２ ）

抄 x２

x２

y er （ x２ ） ．

由以上两式可得

e（ x１ ＋ x２） ≈ e（ x１） ＋ e（ x２） ，　 　 　 er（ x１ ＋ x２） ≈
x１

x１ ＋ x２
er（ x１） ＋

x２
x１ ＋ x２

er（ x２） ，

e（ x１ － x２） ≈ e（ x１） － e（ x２） ， er（ x１ － x２） ≈
x１

x１ － x２
er（ x１） －

x２
x１ － x２

er（ x２） ，

e（ x１ x２） ≈ x２ e（ x１） ＋ x１ e（ x２） ， er（ x１ x２） ≈ er（ x１） ＋ er（ x２） ，

e x１
x２

≈
e（ x１）
x２

－
x１
x２２

e（ x２） ， er
x１
x２

≈ er（ x１） － er（ x２） ，x２ ≠ ０ ．

设计算法时要注意的几个问题

（１） 应用数值稳定的递推公式 ．
设 x１ ，x２ ，… ，x n ，… 是由递推公式

xn ＝ F（ xn － １ ） ，　 n ＝ １ ，２ ，… ，

x０ 给定
（１畅１）

得到的 ．若 x０ 有误差 e０ ，则实际上只能得到

珘x n ＝ F（ 珘xn － １ ） ，　 n ＝ １ ，２ ，… ，

珘x ０ ＝ x ０ － e０ ，

记 en ＝ x n － 珘xn ，n ＝ １ ，２ ，… ．如果存在不依赖于 n 的常数 C 使得

｜ en ｜ ≤ C｜ e０ ｜ ，　 n ＝ １ ，２ ，… ，

则称递推公式（１畅１）是数值稳定的 ．否则称其为数值不稳定的 ．
（２） 注意简化运算步骤 ，减少运算次数 ．

·２· 第 １ 章 　 误差分析



（３） 要避免相近数相减 ．
（４） 多个数相加 ，应先将绝对值较小的数相加之后 ，再依次与绝对值较大的数

相加 ．

１畅２ 　 典型例题分析

1畅2畅1 　 绝对误差 　 相对误差 　 有效数字

　 　 例 1畅1 　 问 ３畅１４２ ，３畅１４１ ，２２７ 分别作为 π 的近似值各具有几位有效数字 ？

解 　 π ＝ ３ ．１４１５９２６５ … ．记 x１ ＝ ３ ．１４２ ，x２ ＝ ３ ．１４１ ， x３ ＝ ２２
７ ．

由 π － x１ ＝ ３ ．１４１５９ … － ３ ．１４２ ＝ － （３ ．１４２ － ３ ．１４１５９ … ） ＝ － ０ ．０００４０ … 知

１
２ × １０ － ４ ＜ ｜π － x１ ｜ ≤ １

２ × １０ － ３ ，

因而 x１ 具有 ４ 位有效数字 ．

由 π － x２ ＝ ３ ．１４１５９ … － ３畅１４１ ＝ ０ ．０００５９ … 知

１
２ × １０ － ３ ＜ π － x２ ≤ １

２ × １０ － ２ ，

因而 x２ 具有 ３ 位有效数字 ．

由 π － ２２
７ ＝ ３ ．１４１５９ … － ３畅１４２８５ … ＝ － ０ ．００１２６ … 知

１
２ × １０ － ３ ＜ π － ２２

７ ≤ １
２ × １０ － ２ ，

因而 x３ 具有 ３ 位有效数字 ．

　 　 例 1畅2 　 （１） 经过四舍五入得出 x１ ＝ ６ ．１０２５ ，x２ ＝ ８０ ．１１５ ，试问它们分别具有

几位有效数字 ？（２） 求 x１ ＋ x２ ，x１ － x２ ，x１ x２ ，
x１

x２
的绝对误差限 ．

解 　 （１） 记 x１ 和 x２ 的精确值分别为 x 倡
１ 和 x 倡

２ ，则有

x 倡
１ － x１ ≤ １

２ × １０ － ４ ，　 　 x 倡
２ － x２ ≤ １

２ × １０ － ３ ．

所以 x１ 和 x２ 分别具有 ５ 位有效数字 ．

（２） 由于 e（ x１ ） ≤ １
２ × １０ － ４ ， e（ x２ ） ≤ １

２ × １０ － ３ ，所以

e（ x１ ＋ x２ ） ≈ e（ x１ ） ＋ e（ x２ ） ≤ e（ x１ ） ＋ e（ x２ ）
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≤ １
２ × １０－ ４ ＋ １

２ × １０－ ３ ＝ ０ ．０００５５ ，

e（ x１ － x２ ） ≈ e（ x１ ） － e（ x２ ） ≤ e（ x１ ） ＋ e（ x２ ）

≤ １
２ × １０－ ４ ＋ １

２ × １０－ ３ ＝ ０ ．０００５５ ，

e（ x１ x２ ） ≈ x２ e（ x１ ） ＋ x １ e（ x２ ） ≤ x２ e（ x１ ） ＋ x１ e（ x２ ）

≤ ８０ ．１１５ × １
２ × １０－ ４ ＋ ６ ．１０２５ × １

２ × １０－ ３ ＝ ０ ．００７０５７ ，

e x１

x２
≈ １

x２
e（ x１ ） －

x１

x２
２
e（ x２ ） ≤ １

x２
e（ x１ ） ＋

x１

x２
２

e（ x２ ）

≤ １
８０ ．１１５ × １

２ × １０－ ４ ＋ ６畅１０２５
８０畅１１５２ × １

２ × １０－ ３

＝ ０ ．１０９９５ × １０－ ５ ．

　 　 例 1畅3 　 设 x１ ＝ １畅２１ ，x２ ＝ ３畅６５ ，x３ ＝ ９畅８１ 都精确到二位小数 ，试估计由这些

数据计算 x１ x２ ＋ x３ 的相对误差 ．

解 　 记 x１ ＝ １ ．２１ ， x２ ＝ ３ ．６５ ， x３ ＝ ９ ．８１ ， u ＝ x１ x２ ， v ＝ u ＋ x３ ，则

e（ x１ ） ≤ １
２ × １０ － ２ ， 　 er （ x１ ） ＝

e（ x１ ）
x１

≤

１
２ × １０ － ２

１ ．２１ ，

e（ x２ ） ≤ １
２ × １０ － ２ ， 　 er （ x２ ） ＝

e（ x２ ）
x２

≤

１
２ × １０ － ２

３ ．６５ ，

e（ x３ ） ≤ １
２ × １０ － ３ ， 　 er （ x３ ） ＝

e（ x３ ）
x３

≤

１
２ × １０ － ２

９ ．８１ ．

因为

er （ u） ＝ er （ x１ x２ ） ≈ er （ x１ ） ＋ er （ x２ ） ，

　 　 　 　 　 er （ v） ＝ er （ u ＋ x３ ） ≈ u
u ＋ x３

er （ u） ＋
x３

u ＋ x３
er （ x３ ）

≈
x１ x２

x１ x２ ＋ x３
er （ x１ ） ＋ er （ x２ ） ＋

x３

x１ x２ ＋ x３
er （ x３ ） ，

所以
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　 　 　 　 　 er （ v） ≈
x１ x２

x１ x２ ＋ x３
（ er （ x１ ） ＋ er （ x２ ）） ＋

x３

x１ x２ ＋ x３
er （ x３ ）

≤
x１ x２

x１ x２ ＋ x３
er （ x１ ） ＋ er （ x２ ） ＋

x３

x１ x２ ＋ x３
er （ x３ ）

≤ １畅２１ × ３畅６５
１畅２１ × ３畅６５ ＋ ９畅８１ ×

１
２ × １０ － ２

１ ．２１ ＋

１
２ × １０ － ２

３ ．６５

　 ＋ ９畅８１
１畅２１ × ３畅６５ ＋ ９畅８１ ×

１
２ × １０ － ２

９ ．８１

＝ ０ ．００２０６ ．

例 1畅4 　 采用迭代法计算 ７ ，取
x０ ＝ ２ ，

xk ＋ １ ＝ １
２ xk ＋ ７

x k
，　 　 k ＝ ０ ，１ ，２ ，… ．

若 xk 是 ７ 的具有 n 位有效数字的近似值 ，求证 xk ＋ １ 是 ７ 的具有 ２ n 位有效数

字的近似值 ．

解 　 首先我们证明 lim
k → ∞

xk ＝ ７ ．由

xk ＋ １ － ７ ＝ １
２ xk ＋ ７

xk
－ ７ ＝ １

２ xk
（ xk － ７）２ ，　 　 k ＝ ０ ，１ ，２ ，…

知 xk ＋ １ － ７ ≥ ０ ， k ＝ ０ ，１ ，２ ，… ，即 xk ≥ ７ ， k ＝ １ ，２ ，３ ，… ．因而

x１ － ７ ＝ １
２ x０

（ x０ － ７）２ ＝ １
４ （ ７ － ２）２ ， （１ ．２）

xk ＋ １ － ７ ≤ １
２ ７

（ xk － ７）２ ，　 　 　 k ＝ １ ，２ ，３ ，… ． （１ ．３）

递推可得

　 　 　 xk ＋ １ － ７ ≤ （ xk － ７）２ ≤ ［（ xk － １ － ７）２ ］２ ＝ （ xk － １ － ７）２ ２

≤ ［（ xk － ２ － ７）２ ］２ ２

＝ （ xk － ２ － ７）２ ３

≤ …

≤ （ x１ － ７）２ k
≤ １

４ （ ７ － ２）２
２

k

＝ ７ － ２
２

２ k ＋ １

，　 　 k ＝ ０ ，１ ，２ … ．
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所以 lim
k → ∞

xk ＝ ７ ．

设 xk 是 ７的具有 n 位有效数字的近似值 ，即 xk － ７ ≤ １
２ × １０ － （ n － １ ） ，则由

（１ ．３）式知

　 　 　 　 xk ＋ １ － ７ ≤ １
２ ７

（ xk － ７）２ ≤ １
２ ７

１
２ × １０ － （ n － １ ）

２

≤ １０
４ ７

× １
２ × １０ － （ ２ n － １ ） ≤ １

２ × １０ － （ ２ n － １ ） ．

因而 xk ＋ １ 是 ７ 的具有 ２ n 位有效数字的近似值 ．

1畅2畅2 　 数据误差的影响

例 1畅5 　 设 x ＞ ０ ，x 的相对误差限为 δ ，求 x n
和 ln x 的相对误差限 ．

解 　 由已知条件知 er （ x） ≤ δ ．由一元函数 y ＝ f（ x）的相对误差公式

er （ y） ≈ f′（ x） x
f（ x） er （ x）

有

er （ x n ） ≈ nxn － １ · x
xn · er （ x） ＝ ner （ x） ，　 　 er （ xn ） ≈ ner （ x） ≤ nδ ；

er （ln x） ≈ １
x · x

ln x er （ x） ＝ １
ln xer （ x） ，　 　 er （ln x） ≈

er （ x）
ln x ≤ δ

ln x
．

　 　 例 1畅6 　 设 y ＝ ln x ．当 x ≈ a（ a ＞ ０）时 ，如果已知对数 ln a 的绝对误差限为

１
２ × １０ － n ，试估计真数 a 的相对误差限及有效数字位数 ．

解 　 由 y ＝ ln x 知 d y ＝ d x
x ．因而 e（ y） ≈ er （ x） ．于是

e（ln a） ≈ er （ a） ．

由 e（ln a） ≤ １
２ × １０ － n

得到

er （ a） ≤ １
２ × １０ － n ，

又由 e（ a） ＝ a er （ a）得

e（ a） ≤ a × １
２ × １０ － n ．
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设 a ＝ （０ ．β１ β２ … ） × １０ m ， β１ ≥ １ ，则

e（ a） ≤ １０ m × １
２ × １０ － n ．

因而真数 a 具有 n 位有效数字 ．
例 1畅7 　 设计算球体积允许其相对误差限为 １ ％ ，问测量球半径的相对误差限

最大为多少 ？

解 　 记球半径为 R ，球体积为 V ．由题意知 er （ V ） ≤ １ ％ ．由公式 V ＝

４
３ π R３

知d V ＝ ４π R２ d R ，于是

d V
V ＝ ４π R２ d R

４
３ π R３

＝ ３ d R
R ．

因而

er （ R） ≈ １
３ er （ V） ≤ １

３ × １ ％ ＝ ０ ．３３ ％ ，

即测量球半径的相对误差限最大为 ０畅３３ ％ ．

例 1畅8 　 真空中自由落体运动距离 s 和时间 t 的关系是 s ＝ １
２ gt２ ，g 是重力加

速度 ．现设 g 是准确的 ，而对 t 的测量有 ± ０畅１ 秒的误差 ．证明当 t 增加时 ，距离的

绝对误差增加 ，而相对误差却减少 ．

解 　 由 s ＝ １
２ gt２ 得 d s ＝ gtd t ，因而

e（ s） ≈ gt e（ t） ，　 　 er （ s） ＝ e（ s）
s ≈ gt e（ t）

１
２ gt２

＝ ２
t e（ t） ．

于是

e（ s） ≈ gt e（ t） ，　 　 er （ s） ≈ ２
t e（ t） ．

易知当 e（ t） 固定时 ， e（ s） 随着 t 的增加而增加 ，而 er （ s） 随着 t 的增加而

减少 ．
例 1畅9 　 已测量某长方形场地长 a ＝ １１０ 米 ，宽 b ＝ ８０ 米 ．若

a － a 倡 ≤ ０畅１（米） ， 　 　 b － b 倡 ≤ ０畅１（米） ，

试求其面积的绝对误差限和相对误差限 ．

解 　 由题意知 a ＝ １１０ ，b ＝ ８０ ， e（ a） ≤ ０畅１ ， e（ b） ≤ ０畅１ ， er （ a） ＝
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e（ a）
a ≤ ０畅１

１１０ ， er （ b） ＝ e（ b）
b ≤ ０畅１

８０ ．

　 　 面积 S ＝ ab ．计算面积 S 的绝对误差限为

e（ S） ≈ be（ a） ＋ ae（ b） ≤ b e（ a） ＋ a e（ b）

≤ ８０ × ０畅１ ＋ １１０ × ０畅１ ＝ １９ ，

计算面积 S 的相对误差限为

　 　 er （ S） ≈ er （ a） ＋ er （ b） ≤ er （ a） ＋ er （ b） ＝ ０畅１
１１０ ＋ ０畅１

８０

＝ ０ ．００２１６ ．
　 　 例 1畅10 　 由图 １ ．１ 知道三角形一边和两邻角的近似值为 a ＝ １００ ，β ＝ ４５° ，

图 １ ．１

γ ＝ ４５° ．假设 a ，β ，γ 的观测误差限分别为０畅１ ，
０畅１° ，０畅１° ，试计算另外的边和角 ，并给出误差

的界 ．

解 　 由题意知 a ＝ １００ ，β ＝ ４５° ＝ π
４ ，γ ＝

４５° ＝ π
４ ， e （ a） ≤ ０畅１ ， e（ β） ≤ ０畅１° ＝

π
１８００ ， e（ γ） ≤ ０畅１° ＝ π

１８００ ．根据三角形内角和为 π 知

α ＝ π － β － γ ＝ π
２ ，

e（ α） ≈ － e（ β） － e（ γ） ≤ e（ β） ＋ e（ γ） ≤ π
１８００ ＋ π

１８００ ＝ π
９００ ＝ ０ ．２° ．

由正弦定理有

b ＝ a sin βsin α ＝ １００ ×
sin π

４

sin π
２

＝ ５０ ２ ，

c ＝ a sin γ
sin α ＝ １００ ×

sin π
４

sin π
２

＝ ５０ ２ ．

由
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d b ＝ sin β
sin αd a ＋ a cos β

sin αd β － a sin βcos α
sin２ α

d α
知

e（ b） ≈ sinβsin αe（ a） ＋ a cosβsin αe（ β） － a sin βcos α
sin２ α

e（ α） ，

因而

　 　 e（ b） ≈ sinβ
sinαe（ a） ＋ a cosβ

sin αe（ β） － a sin βcos α
sin２ α e（ α）

≤ sin β
sin α e（ a） ＋ a cosβ

sin α e（ β） ＋ a sin βcosα
sin２ α e（ α）

＝
sin π

４

sin π
２

× ０畅１ ＋ １００ ×
cos π

４

sin π
２

× π
１８００ ＋ １００ ×

sin π
４ cos π

２

sin２ π
２

× π
９００

＝ ０ ．１９４ ．

　 　 同理 e（ c） ≤ ０畅１９４ ．

1畅2畅3 　 设计算法时应注意的几个问题

例 1畅11 　 设 I n ＝ ∫
１

０
xn e x － １ d x ，求证 ：

（１） In ＝ １ － nIn － １ ， n ＝ １ ，２ ，３ ，… ；

（２） 正向递推时误差传播逐步放大 ，逆向递推时误差传播逐步衰减 ．
解 　 （１） 当 n ≥ １ 时 ，

　 　 　 　 In ＝∫
１

０
xn e x － １ d x ＝ ∫

１

０
x n de x － １ ＝ xn e x － １

１

x ＝ ０
－∫

１

０
e x － １ d x n

＝ １ － n∫
１

０
xn － １ e x － １ d x ＝ １ － nIn － １ ．

（２） 正向递推 　 由 In － １ 计算 In ：

In ＝ １ － nIn － １ ，　 　 n ＝ １ ，２ ，３ ，… ．

若已知 In － １ 的一个近似值 珓I n － １ ，则实际算得的 In 的近似值为

珓I n ＝ １ － n珓In － １ ．

将以上两式相减得
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I n － 珓I n ＝ （ － n）（ In － １ － 珓I n － １ ） ，

两边取绝对值得

I n － 珓I n ＝ n In － １ － 珓I n － １ ．

In － １ 的误差将放大 n 倍传到 In ．因而正向递推时误差传播逐步放大 ．

逆向递推 　 由 I n 计算 In － １ ：

In － １ ＝ １
n（１ － I n ） ，　 　 n ＝ N ，N － １ ，N － ２ ，… ，１ ．

若已知 In 的一个近似值 珓In ，则实际算得的 In － １ 的近似值为

珓I n － １ ＝ １
n（１ － 珓In ） ．

将以上两式相减得

In － １ － 珓I n － １ ＝ － １
n （ In － 珓In ） ，

两边取绝对值得

In － １ － 珓In － １ ＝ １
n In － 珓In ．

In 的误差将缩小 n 倍传到 In － １ ．因而逆向递推时误差传播逐步衰减 ．

例 1畅12 　 利用秦九韶算法计算多项式

p（ x） ＝ x７ － ２ x６ － ３ x４ ＋ ４ x３ － x２ ＋ ６ x － １

在 x ＝ ２ 处的值 p（２） ．
解 　 将所给多项式的系数按降幂排列 ，缺项系数看成零 ．

１ － ２ ０ － ３ ４ － １ ６ － １
２ ２ ０ ０ － ６ － ４ － １０ － ８

１ ０ ０ － ３ － ２ － ５ － ４ － ９

所以 p（２） ＝ － ９ ．
　 　 例 1畅13 　 计算

（１０ － ９９）１０ ．

取 ９９ ≈ ９ ．９４９９ ，分析下述两种运算各具有几位有效数字 ．

（１） （１０ － ９９）１ ０ ≈ （１０ － ９ ．９４９９）１０ ＝ ０ ．９９６２７０４７ × １０－ １３ ；

（２） １
（１０ ＋ ９９）１０ ≈ １

（１０ ＋ ９ ．９４９９）１ ０ ＝ ０ ．１００１３６５８ × １０－ １２ ．

·０１· 第 １ 章 　 误差分析



解 　 记 x 倡 ＝ ９９ ，x ＝ ９ ．９４９９ ，u ＝ （１０ － x）１０ ， v ＝ １
（１０ ＋ x）１０ ，则有

e（ x） ≤ １
２ × １０－ ４ ，　 　 u′（ x） ＝ － １０（１０ － x）９ ， v′（ x） ＝ － １０

（１０ ＋ x）１１ ．

由 e（ u） ≈ u′（ x） e（ x） ＝ － １０（１０ － x）９ e（ x）知

e（ u） ≈ － １０（１０ － x）９ e（ x） ≤ １０（１０ － ９ ．９４９９）９ × １
２ × １０－ ４

＝ ０ ．１９８８６ × １
２ × １０－ １ ４ ＜ １

２ × １０－ １ ４

＝ １
２ × １０－ １ × １０－ １ ３ ． （１ ．４）

由（１ ．４）式可断定算式 （１）至少具有 １ 位有效数字 ．由 e（ v ） ≈ v′（ x ） e（ x ） ＝

－ １０
（１０ ＋ x）１１ e（ x）知

e（ v） ≈ － １０
（１０ ＋ x）１ １ e（ x） ≤ １０

（１０ ＋ ９ ．９４９９）１１ × １
２ × １０－ ４

＝ ０ ．５０１９４ × １
２ × １０－ １７ ≤ １

２ × １０－ １ ７

＝ １
２ × １０－ ５ × １０－ １ ２ ． （１ ．５）

由（１ ．５）式知算式（２）至少具有 ５ 位有效数字 ．
注 ：由 u 倡 ＝ v 倡

及 u － u 倡 ＝ u － v ＋ v － v 倡
知

u － u 倡 ≥ u － v － v － v 倡

≥ ０ ．５０９５３ × １０－ １５ － ０畅２５０９７ × １０－ １７

＝ ０ ．５０７０２ × １０－ １５ ＞ １
２ × １０－ １５ ．

由上式和（１ ．４）式可断定 u 只具有 １ 位有效数字 ．

事实上 ，（１０ － ９９）１ ０ ＝ １
（１０ ＋ ９９）１０ ＝ ０ ．１００１３７８６ × １０ － １２ ．因而

| u 倡 － u | ＝ ０ ．１００１３７８６ × １０－ １２ － ０ ．９９６２７０４７ × １０－ １３ ＝ ０ ．５１０８１ × １０－ １ ５ ，

| v 倡 － v | ＝ ０ ．１００１３７８６ × １０－ １２ － ０ ．１００１３６５８ × １０－ １２ ＝ ０ ．１２８ × １０－ １ ７ ．

易知 u 具有 １ 位有效数字 ，v 具有 ５ 位有效数字 ．
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例 1畅14 　 利用等价变换使下列表达式的计算结果比较精确 ．

（１） １
１ ＋ ２ x － １ － x

１ ＋ x ，｜ x｜ 虫 １ ；

（２） x ＋ １
x － x － １

x ，x 冲 １ ；

（３）∫
x ＋ １

x

d t
１ ＋ t２ ， x 冲 １ ；

（４） ln（ x － x２ － １） ， x 冲 １ ；

（５） e x － １ ，｜ x｜ 虫 １ ；

（６） １ － cos x ，｜ x｜ 虫 １ ；

（７） １ － cos x
sin x ，｜ x｜ 虫 １ ．

解 　 （１）

１
１ ＋ ２ x － １ － x

１ ＋ x ＝ （１ ＋ x） － （１ － x）（１ ＋ ２ x）
（１ ＋ ２ x）（１ ＋ x） ＝ ２ x２

（１ ＋ ２ x）（１ ＋ x） ．

（２）

x ＋ １
x － x － １

x ＝

２
x

x ＋ １
x ＋ x ＋ １

x

．

（３）

　∫
x ＋ １

x

d t
１ ＋ t２ ＝ arctan（ x ＋ １） － arctan（ x）

＝ arctan tan arctan（ x ＋ １） － arctan（ x）

＝ arctan （ x ＋ １） － x
１ ＋ （ x ＋ １） x ＝ arctan １

１ ＋ （ x ＋ １） x ．

　 　 （４）

ln（ x － x２ － １） ＝ ln １
x ＋ x２ － １

＝ － ln（ x ＋ x２ － １） ．

（５）

e x － １ ≈ x ＋ １
２ x２ ＋ １

６ x３ ＋ １
２４ x４ ．
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　 　 （６）

　 　 　 　 　 　 　 　 １ － cos x ＝ ２sin２ x
２ ，

或

１ － cos x ≈ １ － １ － x２

２ ＋ x４

２４ ＝ x２

２ － x４

２４ ＝ x２ １
２ － x２

２４ ．

　 　 （７）

１ － cos x
sin x ＝

２sin２ x
２

２sin x
２ cos x

２

＝ tan x
２ ．

例 1畅15 　 试计算 f（ x） ＝ １ ＋ x － e x

x２ 当 x ＝ ０ ．００１ 时的值 ，要求具有 ６ 位有

效数 ．
解 　 由泰勒展开式知

　 　 　 　 　 f（ x） ＝ １
x２ １ ＋ x － １ ＋ x ＋ １

２ x２ ＋ １
６ x ３ ＋ e ζ

２４ x４

＝ － １
２ ＋ １

６ x ＋ e ζ

２４ x２ ， 　 　 ζ ∈ （０ ，x） ．

当 x ＝ ０ ．００１ 时 ，

e ζ

２４ x２ ≤ e０ ．０ ０ １

２４ （０ ．００１）２ ＝ ０ ．４１７１ × １０ － ７ ≤ １
２ × １０ － ７ ．

因而所求具有 ６ 位有效数的近似值为

f（０ ．００１） ≈ － １
２ ＋ １

６ × ０畅００１ ＝ － ０ ．５００１６７ ．

例 1畅16 　 在 计算机上对 １ ＋ １
２ ＋ １

３ ＋ … ＋ １
n 自左至右求和 ：

Sn ＝ ∑
n

k ＝ １

１
k ．

若 n 很大 ，Sn 将不随 n 的增加而增加 ，试说明原因 ．

解 　 这主要是由于在计算机中作加法运算需先对位而造成的 ．例如 ，设这台计

算机具有 ７ 位精度 ，即字长 t ＝ ７ ．由 Sn 的性质知 ，Sn 单调增加且趋向于 ＋ ∞ ，另

一方面通项 １
n 单调减少趋于零 ，所以

１
m ＋ １
　 Sm 　

·３１·１畅２ 　 典型例题分析



为单调减少序列 ．因而必存在 m 使得

１
m ＋ １
　 Sm 　 ＜ １

２ × １０－ ７ ．

设 Sm ＝ ０ ．a１ a２ … a７ × １０ p ，a１ ≠ ０ ，则

　 　 Sm ＋ １
m ＋ １ ＝ ０ ．a１ a２ … a７ × １０ p ＋ １

m ＋ １

＝ ０ ．a１ a２ … a７ × １０ p ＋ ０ ．０００００００ × １０ p

＝ （０ ．a１ a２ … a７ ＋ ０ ．０００００００） × １０ p ＝ ０ ．a１ a２ … a７ × １０ p

＝ Sm ，

即

Sm ＋ １ ＝ Sm ．

　 　 同理 ，当 k ＞ m 时 ，

Sm ＋ １
m ＋ １ ＋ … ＋ １

k ＝ Sm ＋ １
m ＋ １ ＋ … ＋ １

k

＝ Sm ＋ １
m ＋ ２ ＋ … ＋ １

k ＝ … ＝ Sm ，

即

Sk ＝ Sm ．
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第 2 章 　 方 程 求 根

２畅１ 　 内 容 提 要

　 　 本章要求掌握方程根的概念 ，求根步骤 ，求根的四种方法（二分法 ，迭代法 ，牛
顿法 ，割线法） ．

根的概念

给定方程 f（ x） ＝ ０ ．如果有 x 倡
使得 f（ x 倡 ） ＝ ０ ，则称 x 倡

为 f（ x） ＝ ０ 的根 ，
或 f（ x） 的零点 ．设有正整数 m 使得

f（ x） ＝ （ x － x 倡 ） m g（ x） ，

且 g（ x 倡 ） ≠ ０ ，则当 m ≥ ２ 时 ，称 x 倡 为 f（ x） ＝ ０ 的 m 重根 ；当 m ＝ １ 时 ，称 x 倡

为 f（ x） ＝ ０ 的单根 ．

求根步骤

（１） 确定所给方程存在多少根 ，找出每一个根所在的区间 ．所找区间要越小越

好 ，这样的区间称为根区间或隔根区间 ．
（２） 求出含根区间中的根 ．

二分法

设 f（ x） 在［ a ，b］ 上连续 ，f（ a） f（ b） ＜ ０ ，则 f（ x） ＝ ０ 在（ a ，b） 内至少有一

根 ．记 a０ ＝ a ，b０ ＝ b ．一般地 ，设 f（ an ） f（ bn ） ＜ ０ ，则 x 倡 ∈ （ an ，bn ） ．取［ an ，bn ］

的中点 x n ＝ １
２ （ an ＋ bn ） ，则有 | x 倡 － xn | ≤ bn － an

２ ．如果
bn － an

２ ≤ ε（ε 为

给定精度） ，则取 x 倡 ≈ x n ，停止计算 ．否则计算 f（ xn） ．如果 f（ xn） ＝ ０ ，则 x 倡 ＝

xn ，停止计算 ．否则 f（ an ） f（ xn ） ＜ ０ 和 f（ xn ） f（ bn ） ＜ ０ 两式中有且仅有一式成

立 ．若 f（ an ） f（ x n ） ＜ ０ ，令 an ＋ １ ＝ an ，bn ＋ １ ＝ xn ；若 f（ xn ） f（ bn ） ＜ ０ ，令 an ＋ １ ＝

x n ，bn ＋ １ ＝ bn ．我们有 f（ an ＋ １ ） f（ bn ＋ １ ） ＜ ０ 且 bn ＋ １ － an ＋ １ ＝ １
２ （ bn － an ） ．重复以上

过程 ．



迭代法

１ ．迭代格式的构造及其敛散性条件

求 f（ x） ＝ ０ 在区间［ a ，b］ 内的根 ．将其改写成等价形式

x ＝ φ（ x） ， （２畅１）

构造迭代格式

xk ＋ １ ＝ φ（ xk ） ，　 　 k ＝ ０ ，１ ，２ ，… ， （２畅２）

给定 x０ ，可得序列｛ xk ｝ ∞
k ＝ ０ ．称 φ（ x） 为迭代函数 ，称｛ xk ｝ ∞

k ＝ ０ 为迭代序列 ．

定理 2畅1 　 设 φ（ x） 在［ a ，b］ 上具有一阶连续导数 ，且满足如下两个条件 ：
① 当 x ∈ ［ a ，b］ 时 ，φ（ x） ∈ ［ a ，b］ ；② 存在正常数 L ＜ １ ，使得对任意 x ∈ ［ a ，

b］ 有 φ′（ x） ≤ L ，则

　 　 （１） 方程（２畅１） 在［ a ，b］ 上有唯一根 x 倡 ；

（２） 对任意 x０ ∈ ［ a ，b］ ，迭代格式（２畅２） 收敛 ，且 lim
k → ∞

xk ＝ x 倡 ；

（３） x 倡 － xk ≤ L
１ － L xk － xk － １ ， k ＝ １ ，２ ，… ；

（４） x 倡 － xk ≤ Lk

１ － L x１ － x０ ， k ＝ １ ，２ ，… ；

（５） lim
k → ∞

x 倡 － xk ＋ １

x 倡 － xk
＝ φ′（ x 倡 ） ．

定理 2畅2 　 设方程 （２畅１） 在区间 ［ a ，b］ 内有根 x 倡 ，且当 x ∈ ［ a ，b］ 时

φ′（ x） ≥ １ ，则对任意初值 x０ ∈ ［ a ，b］ 且 x０ ≠ x 倡 ，迭代格式（２畅２） 发散 ．

２ ．迭代法的局部收敛性

对于方程（２畅１） ，若在 x 倡
的某个邻域 S ＝ ｛ x | x － x 倡 | ≤ δ｝ 内 ，对任意初

值 x０ ∈ S ，迭代格式（２畅２） 收敛 ，则称迭代格式（２畅２） 是局部收敛的 ．

定理 2畅3 　 设方程（２畅１）有根 x 倡 ，且在 x 倡
的某个邻域 S ＝ ｛ x | x － x 倡 | ≤

δ｝ 内 ，φ（ x） 存在一阶连续的导数 ，则

（１） 当 φ′（ x 倡 ） ＜ １ 时 ，迭代格式（２畅２） 局部收敛 ；

（２） 当 φ′（ x 倡 ） ＞ １ 时 ，迭代格式（２畅２） 发散 ．

３ ．迭代法的收敛速度

设序列｛ xk ｝ ∞
k ＝ ０ 收敛于 x 倡 ，记 ek ＝ x 倡 － xk ，k ＝ ０ ，１ ，２ ，… ．如果存在非零常

数 c 和正数 p ，使得
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lim
k → ∞

ek ＋ １

epk
＝ c ，

则称序列｛ xk ｝ ∞
k ＝ ０ 是 p 阶收敛的 ．

当 p ＝ １ 且 ０ ＜ | c | ＜ １ 时 ，称为线性收敛 ；当 p ＞ １ 时 ，称为超线性收敛 ．特
别 ，当 p ＝ ２ 时 ，称为平方收敛 ．p 越大 ，收敛越快 ．

定理 2畅4 　 若 φ（ x） 在 x 倡
附近的某个邻域内有 p（ p ≥ １） 阶连续导数 ，且

φ（ x 倡 ） ＝ x 倡 ， φ′（ x 倡 ） ＝ ０ ，… ，φ（ p － １ ） （ x 倡 ） ＝ ０ ， φ（ p ） （ x 倡 ） ≠ ０ ，

则对任意靠近于 x 倡
的初值 x０ ，迭代公式（２畅２） 是 p 阶收敛的 ，且有

lim
k → ∞

x 倡 － xk ＋ １

（ x 倡 － xk ）
p ＝ （－ １） p － １ φ（ p ） （ x 倡 ）

p ！ ．

如果 p ＝ １ ，要求 φ′（ x 倡 ） ＜ １ ．

４ ．艾特肯加速法

设已有迭代格式（２畅２） ，且是收敛的 ，则下列算法称为艾特肯（Aitken） 加速法 ：
xk ＋ １ ＝ Φ（ xk ） ，　 　 k ＝ ０ ，１ ，２ ，… ， （２畅３）

其中

Φ（ x） ＝ x φ（ φ（ x）） － φ（ x）２

φ（ φ（ x）） － ２ φ（ x） ＋ x ．

定理 2畅5 　 设在 x 倡 附近 ，φ（ x） 有 p ＋ １ 阶导数 ，则对一个充分靠近 x 倡 的初

值 x０ ，有

（１） 如果（２畅２） 是线性收敛 ，则（２畅３） 是 ２ 阶收敛 ；

图 ２ ．１

（２） 如果（２畅２） 是 p（ p ≥ ２） 阶收敛 ，则（２畅３）
是 ２ p － １ 阶收敛 ．

牛顿法

１ ．牛顿迭代公式及局部收敛性

设 xk 为 f（ x） ＝ ０ 的一个近似值 ，在点（ xk ，

f（ xk ）） 作 f（ x） 的切线（图 ２ ．１）

y ＝ f（ xk ） ＋ f′（ xk ）（ x － xk ） ．

该切线与 x 轴交点的横坐标作为新的根的近似值

xk ＋ １ ，即
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xk ＋ １ ＝ xk －
f（ xk ）
f′（ xk ） ． （２ ．４）

（２畅４） 式称为牛顿公式 ，它是局部收敛的 ．

当 x 倡 为单根时 ，有

lim
k → ∞

x 倡 － xk ＋ １

（ x 倡 － xk ）
２ ＝ － f ″（ x 倡 ）

２ f′（ x 倡 ）
；

当 x 倡 是 m（ m ≥ ２） 重根时 ，有

lim
k → ∞

x 倡 － xk ＋ １

x 倡 － xk
＝ １ － １

m ．

２ ．求重根的修正牛顿公式

（１） 重数 m 已知 ： xk ＋ １ ＝ xk － m f（ xk ）
f′（ xk ） ；

（２） 重数 m 未知 ： xk ＋ １ ＝ xk －
u（ xk ）
u′（ xk ） ， u（ x） ＝ f（ x）

f′（ x） ．

割线法

设 xk － １ ，xk 是方程 f（ x） ＝ ０ 的两个近似根 ．以（ xk － １ ，f（ xk － １ ）） 和（ xk ， f（ xk ））

图 ２ ．２

两点作 f（ x） 的割线（图 ２ ．２）

y ＝ f（ xk ） ＋
f（ xk ） － f（ xk － １ ）

xk － xk － １
（ x － xk ） ．

该割线与 x 轴交点的横坐标作为新 的近似

根 ，即

xk ＋ １ ＝ xk －
f（ xk ）

f（ xk ） － f（ xk － １ ）（ xk － xk － １ ） ．

（２畅５）

（２畅５） 式称为割线公式 ，它也是局部收敛的 ．
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２畅２ 　 典型例题分析

2畅2畅1 　 方程的根与重根

　 　 例 2畅1 　 判断下列方程有几个实根 ，并求出其隔根区间 ：
（１） x３ － ５ x － ３ ＝ ０ ；
（２） x ＝ ２ － e－ x ．

解 　 （１） 设 f（ x） ＝ x３ － ５ x － ３ ，则 f′（ x） ＝ ３ x２ － ５ ＝ ３ x２ － ５
３ ．

当 | x | ＜ ５
３ 时 ，f′（ x） ＜ ０ ， f（ x） 为减函数 ；当 | x | ＞ ５

３ 时 ，f′（ x） ＞

０ ，f（ x） 为增函数 ． f － ５
３

＝ １０
３

５
３ － ３ ＞ ０ ，f ５

３
＝ － １０

３
５
３ － ３ ＜ ０ ，

f（０） ＝ － ３ ＜ ０ ， f（ － ２） ＝ － １ ＜ ０ ，f（３） ＝ ９ ＞ ０ ．根据以上信息 ，可作 f（ x） 的

图像（图 ２ ．３） ． 由 图 ２ ．３ 可 见 f（ x） ＝ ０ 有 三 个 根 x 倡
１ ∈ － ２ ，－ ５

３
，

x 倡
２ ∈ － ５

３ ，０ ，x 倡
３ ∈ ５

３ ，３ ．

图 ２ ．３ 图 ２ ．４

　 　 （２） 将原方程改写为 ２ － x ＝ e － x ．
　 　 记 f１ （ x） ＝ ２ － x ，f２ （ x） ＝ e － x ．作函数 f１ （ x）和 f２ （ x）的图像（图２ ．４） ．由图
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２ ．４ 可知 f１ （ x）和 f２ （ x）有两个交点 ，其横坐标 x 倡
１ ∈ （ － ２ ，－ １） ，x 倡

２ ∈ （１ ，２） ．因

而所给方程有两个根 x 倡
１ ∈ （ － ２ ，－ １） ，x 倡

２ ∈ （１ ，２） ．

例 2畅2 　 设 f（ x） 具有 m 阶连续导数 ，证明 x 倡 是 f（ x） 的 m 重零点的充分

必要条件为

f（ x 倡 ） ＝ ０ ， f′（ x 倡 ） ＝ ０ ，… ，f （ m － １ ） （ x 倡 ） ＝ ０ ，f（ m ） （ x 倡 ） ≠ ０ ．

证 　 必要性 ．设 x 倡 是 f（ x） 的 m 重零点 ，则

f（ x） ＝ （ x － x 倡 ） m g（ x） ，　 且 　 g（ x 倡 ） ≠ ０ ，

　 　 f （ k） （ x） ＝ ∑
k

i ＝ ０
C i

k ［（ x － x 倡 ） m ］（ i） g（ k － i） （ x）

＝ ∑
k

i ＝ ０
C i

k m（ m － １） … （ m － i ＋ １）（ x － x 倡 ） m － i g（ k － i） （ x） ．

当 ０ ≤ k ≤ m － １ 时 ，

　 　 f （ k） （ x 倡 ） ＝ ∑
k

i ＝ ０
C i

k m（ m － １） … （ m － i ＋ １）（ x 倡 － x 倡 ） m － i g（ k － i） （ x 倡 ）

＝ ０ ；

当 k ＝ m 时 ，

f （ k） （ x 倡 ） ＝ ∑
m

i ＝ ０
C i

m m（ m － １） … （ m － i ＋ １）（ x 倡 － x 倡 ） m － i g（ m － i） （ x 倡 ）

＝ m ！g（ x 倡 ） ≠ ０ ．

充分性 ．设 x 倡
使得

f（ x 倡 ） ＝ ０ ， f′（ x 倡 ） ＝ ０ ， … ，f（ m － １ ） （ x 倡 ） ＝ ０ ，f（ m ） （ x 倡 ） ≠ ０ ．

由泰勒公式得

f（ x） ＝ f（ x 倡 ） ＋ f′（ x 倡 ）（ x － x 倡 ） ＋ … ＋ f（ m － １ ） （ x 倡 ）
（ m － １） ！（ x － x 倡 ） m － １

　 ＋
f（ m ） x 倡 ＋ θ（ x － x 倡 ）

m ！ （ x － x 倡 ） m

＝
f（ m ） x 倡 ＋ θ（ x － x 倡 ）

m ！ （ x － x 倡 ） m ，

其中 ０ ＜ θ ＜ １ ．令
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g（ x） ＝ １
m ！f

（ m ） x 倡 ＋ θ（ x － x 倡 ） ，

则有

f（ x） ＝ （ x － x 倡 ） m g（ x） 　 且 　 g（ x 倡 ） ＝ １
m ！f

（ m ） （ x 倡 ） ≠ ０ ．

根据定义 x 倡 为 f（ x） 的 m 重零点 ．
例 2畅3 　 设 f（ x） ＝ ０ 在［ a ，b］ 上有根 x 倡 ．根的第 k 次近似值为 xk ，且 xk ∈

［ a ， b］ ，证明

x 倡 － xk ≤
f（ xk ）
m ，

其中 m ＝ min
x ∈ ［ a ， b］

f′（ x） ．

证 　 由泰勒展开式得

f（ x 倡 ） ＝ f（ xk ） ＋ f′（ ξk ）（ x 倡 － xk ） ＝ ０ ，

其中 ξk 介于 xk 和 x 倡
之间 ．由上式解得

x 倡 － xk ＝ －
f（ xk ）
f′（ ξk ） ，

两边取绝对值得到

x 倡 － xk ＝
f（ xk ）
f′（ξk ）

≤
f（ xk ）
m ．

2畅2畅2 　 二分法

例 2畅4 　 证明方程

e x ＋ １０ x － ２ ＝ ０

存在唯一实根 x 倡 ∈ （０ ，１） ．用二分法求出此根 ，要求误差不超过
１
２ × １０ － ２ ．

解 　 记 f（ x） ＝ e x ＋ １０ x － ２ ，则对任意 x ∈ R ，f′（ x） ＝ e x ＋ １０ ＞ ０ ．因而 f（ x）
是严格单调的 ，f（ x） ＝ ０ 最多有一根 ．又因为 f（０） ＝ － １ ＜ ０ ， f（１） ＝ e ＋ ８ ＞ ０ ，所以

f（ x） ＝ ０ 有唯一实根 x 倡 ∈ （０ ，１） ．

用二分法求解 ．要使 xk － x 倡 ≤ １
２ × １０－ ２ ，只要

１ － ０
２ k ＋ １ ≤ １

２ × １０－ ２ ，
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解得 k ≥ ２
lg２ ＝ ６ ．６４ ．取 k ＝ ７ ．所以只要二等分 ７ 次 ，即可求得满足精度要求的根 ．

计算过程列于表 ２ ．１ ．所以 ， x 倡 ≈ １
２ （０ ．０８５９３７５ ＋ ０ ．０９３７５） ≈ ０ ．０９ ．

表 2 ．1

k ak f（ ak ） 的符号 xk f（ xk） 的符号 bk f（ bk ） 的符号

０ ０（－ ） ０ ．５（ ＋ ） １（ ＋ ）

１ ０（－ ） ０ ．２５（ ＋ ） ０ ．５（ ＋ ）

２ ０（－ ） ０ ．１２５（ ＋ ） ０ ．２５（ ＋ ）

３ ０（－ ） ０ ．０６２５（－ ） ０ ．１２５（ ＋ ）

４ ０ ．０６２５（－ ） ０ ．０９３７５（ ＋ ） ０ ．１２５（ ＋ ）

５ ０ ．０６２５（－ ） ０ ．０７８１２５（ － ） ０ ．０９３７５（＋ ）

６ ０ ．０７８１２５（ － ） ０ ．０８５９３７５（ － ） ０ ．０９３７５（＋ ）

７ ０ ．０８５９３７５（ － ） ０ ．０９３７５（＋ ）

2畅2畅3 　 迭代法

例 2畅5 　 用迭代法求方程 e x － ４ x ＝ ０ 的根 ，精确至 ３ 位有效数 ．
解 　 记 f（ x） ＝ e x － ４ x ， f１ （ x） ＝ e x ，f２ （ x） ＝ ４ x ．

图 ２ ．５

作 f１ （ x）和 f２ （ x） 的图像 ，见图２ ．５ ．由

图 ２ ．５ 可知 ，两曲线有两个交点 ，其横坐标分

别为 x 倡
１ ∈ （０ ，１） ，x 倡

２ ∈ （２ ，３） ． 因 而

f（ x） ＝ ０ 有两个根 x 倡
１ 和 x 倡

２ ．

首先 ，求 x 倡
１ ．将 f（ x） ＝ ０ 在区间［０ ，１］

内改写成等价形式 ：

x ＝ １
４ e x ．

记 φ（ x） ＝ １
４ e x ， 则 φ′（ x） ＝ １

４ e x ． 当

x ∈ （０ ，１） 时 ，φ（ x） ∈ ［ φ（０） ，φ（１）］ ＝
１
４ ，１４ e ∈ ［０ ，１］ ， φ′（ x） ≤ φ′（１） ＝

e
４ ＜ １ ，因而迭代格式
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xk ＋ １ ＝ １
４ e x k ，　 　 k ＝ ０ ，１ ，２ ，…

对任意 x０ ∈ ［０ ，１］ 均收敛 ．取 x０ ＝ ０ ．５ ，计算得 x１ ＝ ０ ．４１２２ ， x２ ＝ ０ ．３７７５ ，

x３ ＝ ０ ．３６７５ ， x４ ＝ ０ ．３６００ ， x５ ＝ ０ ．３５８３ ， x６ ＝ ０ ．３５７７ ， x７ ＝ ０ ．３５７５ ． 所以

x 倡
１ ＝ ０ ．３５８ ．

其次 ，求 x 倡
２ ．将 f（ x） ＝ ０ 在区间［２ ，３］ 内改写成等价形式

x ＝ ln（４ x） ．

记 φ（ x） ＝ ln（４ x） ，则 φ′（ x） ＝ １
x ．当 x ∈ ［２ ，３］ 时 ，φ（ x） ∈ ［ φ（２） ， φ（３）］ ＝

［ln８ ，ln１２］ 炒 ［２ ，３］ ， φ′（ x） ≤ １
２ ＜ １ ，因而迭代格式

xk ＋ １ ＝ ln（４ xk ） ，　 　 k ＝ ０ ，１ ，２ ，…

对任意 x０ ∈ ［２ ，３］ 均收敛 ．取 x０ ＝ ２ ．５ ，计算得 x１ ＝ ２ ．３０３ ，x２ ＝ ２ ．２２１ ，

x３ ＝ ２ ．１８４ ， x４ ＝ ２ ．１６７ ， x５ ＝ ２ ．１５６ ， x７ ＝ ２ ．１５５ ．所以 x 倡
２ ＝ ２ ．１６ ．

例 2畅6 　 证明对任何初始值 x０ ∈ R ，由迭代公式

xk ＋ １ ＝ cos xk ，　 　 k ＝ ０ ，１ ，２ ，… （２ ．６）

所产生的序列｛ xk ｝ ∞
k ＝ ０ 都收敛于方程 x ＝ cos x 的根 ．

证 　 记 φ（ x） ＝ cos x ，则 φ′（ x） ＝ － sin x ．
（１） 先考虑区间［ － １ ，１］ ．当 x ∈ ［ － １ ，１］ 时 ，φ（ x） ＝ cos x ∈ ［ － １ ，１］ ，

φ′（ x） ≤ φ′（１） ＝ sin１ ＜ １ ．故对任意初值 x０ ∈ ［ － １ ，１］ ，由迭代公式（２ ．６）

产生的序列｛ xk ｝
∞
k ＝ １ 都收敛于方程 x ＝ cos x 的根 ．

（２） 对任意初值 x０ ∈ R ，有 x１ ＝ cos x０ ∈ ［ － １ ，１］ ．将此 x１ 看成新的迭代初

值 ，则由（１） 可知 ，由迭代公式（２ ．６） 产生的序列｛ xk ｝
∞
k ＝ １ 都收敛于方程 x ＝ cos x

的根 ．
例 2畅7 　 证明由迭代格式

xk ＋ １ ＝
xk

２ ＋ １
xk

，　 　 k ＝ ０ ，１ ，２ ，… （２ ．７）

产生的序列对于 x０ ≥ １ 均收敛于 ２ ．

证 　 记 φ（ x） ＝ x
２ ＋ １

x ，则 φ′（ x） ＝ １
２ － １

x２ ．取正数 L ≥ １ ＋ １
２
．

考虑区间［１ ，L］ ，其中 L ＞ ２ ．当 x ∈ ［１ ，L］ 时 ，φ（ x） ≥ ２ x
２ · １

x ＝ ２ ．又当
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x ∈ ［１ ， ２］ 时 ，φ（ x） ≤ ２
２ ＋ １ ≤ L ；当 x ∈ ［ ２ ，L］ 时 ，φ（ x） ＝ x ＋ ２ － x２

２ x ≤

x ≤ L ．故当 x ∈ ［１ ，L］ 时 ，有 φ（ x） ∈ ［１ ，L］ ．另外当 x ∈ ［１ ，L］ 时 ， φ′（ x） ≤

１
２ ＜ １ ．所以对任意 x０ ∈ ［１ ，L］ ，由迭代格式（２ ．７） 产生的序列收敛于方程

x ＝ x
２ ＋ １

x （２ ．８）

在［１ ，L］ 内的唯一根 x 倡 ．由 L 的任意性 ，对任意 x０ ≥ １ ，由迭代格式（２ ．７） 产生的

序列均收敛于方程（２ ．８） 在［１ ，∞ ） 内的唯一根 ．在（２ ．７） 的两边令 k 趋向于无穷 ，

得

x 倡 ＝ x 倡

２ ＋ １
x 倡 ，

于是 x 倡 ＝ ２ ．
例 2畅8 　 利用适当的迭代格式证明

lim
k → ∞

２ ＋ ２ ＋ … ＋ ２ ＝ ２ ．

k 个 ２

　 　 证 　 考虑迭代格式

x０ ＝ ０ ，

xk ＋ １ ＝ ２ ＋ xk ，　 k ＝ ０ ，１ ，２ ，… ，
（２ ．９）

则

x１ ＝ ２ ，

x２ ＝ ２ ＋ ２ ，

　 　 … … … …

xk ＝ ２ ＋ ２ ＋ … ＋ ２ ．
　 　
　 　 　 　 　 　 k 个 ２

　 　 记 φ（ x） ＝ ２ ＋ x ，则 φ′（ x） ＝ １
２ ２ ＋ x

．当 x ∈ ［０ ，２］时 ，φ（ x） ∈ ［ φ（０） ，
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