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内 　容 　简 　介
本教材作为普通高等教育“十一五”国家级规划教材之一 ，是在四川大

学数学学院各专业多次讲授解析几何课程的基础上形成并修订的 ．主要内
容包括向量代数 ，直线与平面 ，常见曲面 ，二次曲线和二次曲面 ，正交变换和
仿射变换 ，平面射影几何简介等 ．
本教材各章节的主要数学思想显著 、突出 ，脉络清晰分明 ．丰富的历史

背景的介绍 ，穿插在各章节的开放性的思考题 、练习题使教材更加充实 ．本
教材强调几何的直观性 ，努力处理好几何与代数的关系 ，内容详略得当 ，注
重与后继课程的衔接 ，为学生建立了一个整体的框架 ．
本教材可供综合性大学和师范院校数学系的教师和学生使用 ，也可作

为科技工作者学习解析几何课程的参考书 ．
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第二版前言

本教材自出版以来 ，受到许多高校同行的关注和支持 ，对作者在解析几何课程
的改革思路给予充分的肯定 ，并有幸于 ２００２年获得全国普通高等学校优秀教材二
等奖 ．根据许多同行的建议 ，我们曾对教材作过一次修订 ，在修订过程中增加了习
题的简要解答 ，以便于教师和学生在教学过程中更方便地使用本教材 ．

随着高等学校教学改革的进一步深入 ，培养高素质 、创新型的人才已是社会普
遍关注的问题 ．四川大学是一所综合性大学 ，目标定位在创国际知名 、国内一流的
研究型大学 ．在这样一种氛围中 ，如何通过课堂教学培养学生的创造性 ，适应研究
型大学的需要是我们一直在思考的问题 ．为此 ，在教学过程中 ，我们力求以“传道 、
授业 、解惑”为根本 ，引导学生了解数学发展历史 、理论联系实际以激发学生的学习
兴趣 ，提高数学修养 ．针对解析几何课程 ，较原版内容 ，我们加强了如下几点 ．

１畅 加强具有应用背景的几何问题的教学 ．回顾几何的发展史 ．几何学源于实
践 ，而高于实践 ，我们应当在教学中让学生体会这种从实际问题中抽象建立几何模
型的思想和方法 ．

２畅 强调几何的直观性和形象化 ．代数学的知识确实能为解析几何的教学带来
很多的便利 ．我们不能因为这些便利而丧失几何学的特点 ，为此 ，我们在教学过程
中增加了部分命题和定理的几何方法证明 ．

３畅 了解历史才能掌握未来 ．几何学的发展史是数学科学发展史的一个重要组
成部分 ，对激发学生学习的兴趣 ，启迪学生的思维十分有益 ．我们精选了几何学发
展过程中的代表性人物介绍 ，穿插在教学过程中很有益处 ．

四川大学和科学出版社给予了我们很大的支持 ，在此我们表示衷心的感谢 ．这
次能够入选普通高等教育“十一五”国家级规划教材为我们再版枟解析几何教程枠这
本书创造了契机 ，也使我们下决心将教学过程中的几点想法写入教材 ，是否妥当还
有待于实践的检验 ．

由于我们的水平有限 ，即使是再版 ，也难免会有错误 ，希望读者能一如既往地
提出宝贵意见 ．

作 　者
２００７年 ３月于成都



第一版修订本前言

本教材自出版以来已经多次印刷 ，得到许多高校教师的支持 ，被列为国家理科
基地创建名牌课程项目 ．很多读者就教材内容给我们提出许多宝贵的意见 ．根据这
些意见 ，结合我们的教学实践对本教材作了较全面的修订 ．

１畅 调整了部分内容 ．比如 ：（１）在仿射坐标系下 ，平面方程的系数与平面法向
量的表示法的关系作为一个注解 ，使读者对平面方程有更清晰的认识 ．（２）由于本
教材对曲面的参数方程的阐述较少 ，将单叶双曲面和双曲抛物面的参数方程列为
思考题 ，为读者提供一个用参数方程描述曲面的训练机会 ．

２畅 修正了发现的印刷错误和其他错误 ．
３畅 添加了习题的参考答案和提示 ，以便读者在解答问题时有一个参考和比

较 ．
４畅 增加了名词索引 ，以利于读者查阅基本概念 ．
我们衷心感谢所有读者的大力支持和宝贵意见 ．敬请读者一如既往地为本教

材提出更多和更好的修改建议 ．

作 　者
２００６年 ２月



第一版前言

解析几何是高等院校各专业的重要基础课程 ，不仅数学 、物理学等的许多后继
课程要以此为基础 ，更为重要的是 ，它的思想方法和几何直观性可为许多抽象的 、
高维的数学物理问题提供模型和背景 ．

在面向 ２１世纪教学内容和课程体系改革中 ，关于解析几何课程的改革已产生
许多好的设想和教材 ．在我校 ，解析几何也被作为省级重点课程建设项目进行教改
尝试 ．本教材的编写旨在对这几年的改革实践作一总结 ．

在该课程的教学过程中 ，常常能够感受到 ，现代的学生虽然有良好的素质 ，但
受应试教育的影响 ，对数学的学习显得较为机械 ，对教师的依赖性较强 ，除了模仿
例题做习题外 ，在怎样读书 ，特别是主动提出问题 ，思考问题 ，理解和掌握数学的思
想方法 ，动手实践方面较为欠缺 ．为此 ，我们在教学过程中作了一些有益的尝试 ，并
试图通过教材的改革来弥补这一点 ．

首先 ，我们期盼通过教材改革来引导学生学会看书 ，我们在全书的每一个章
节中穿插了许多的思考题 ，这些思考题直接与内容相关 ，但又是学生易忽视的问
题 ，有些是开放性的 ，想以此来培养学生良好的读书习惯 ，学会主动思考 ，动手实
践 ．

第二 ，按照人们的思维习惯 ，我们对教学内容进行调整 ，按照从点到线 ，到面 ，
再讨论其关系的思路 ，从简单到复杂 ，循序渐进 ，使学生的思维有一个自然的升华
过程 ，以培养学生探索未知的数学素养 ．

第三 ，我们试图突出各章节的主要教学思想 ，立足为学生建立一个整体框架 ，
并努力阐述几何与代数的关系 ，用代数的手段解决几何的问题 ，而省略去许多繁琐
的运算 ，其中部分留给学生动手解决 ．

第四 ，我们更多地注重与后继课程密切相关的二次曲面阐述 ，而对二次曲线的
讨论则因为思想方法相同而简略 ．

实事求是地讲 ，新生刚进校后 ，有很多地方并不能适应本书思路的讲法 ，但我
们还是坚持这样 ，只希望通过我们的努力 ，让学生在后继的课程学习中学得主动 、
愉快 ．

解析几何课程是省重点课程建设项目 ，得到学校及数学学院的大力支持 ．李安
民教授对几何学的许多深刻见解促进了本教材编写思想的形成 ，与彭联刚教授的
多次讨论使编者获益匪浅 ．赵国松教授仔细审阅了本教材 ，并提出了许多宝贵意



见 ，在此一并表示感谢 ．由于编者水平有限 ，仍会有许多不足之处 ，另外 ，本书的编
写思想也只是一家之观念 ，难免有不当之处 ，还请读者多提宝贵意见 ．

作 　者
２０００年 ３月
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第 1章 　向 量 代 数

解析几何是利用代数方法来研究几何图形性质的一门学科 ，它包括平面解析
几何和空间解析几何两部分 ．通过在几何空间中建立坐标系 ，就可将空间中的点用
坐标表出 ，从而图形的几何性质可以表为图形上点的坐标之间的关系 ，特别是代数
关系 ．１７世纪初 ，法国数学家笛卡儿 （Descartes R） 和费马（Fermat）利用这种关系
研究几何图形 ，创立了解析几何 ．从此变量被引进了数学 ，成为数学发展中的转折
点 ，为微积分的出现创造了条件 ．

我们将从物理学中的力 、速度及加速度等量中抽取出共性的东西而得到向量
的概念及向量的加法的运算法则 ．进一步 ，研究数与向量的乘法运算 ；从力做功的
现象中抽象出向量的内积 ；由力矩引出向量的外积 ；从平行六面体的体积计算引进
向量的混合积 ．从而形成向量代数 ，使向量成为具有广泛应用的基本工具之一 ．

１畅１ 　向量及其线性运算

1畅1畅1 　向量的概念

　 　我们从力学中知道 ，力 、速度这些量既有大小 ，又有方向 ，它们可以用有向线段
来表示 ．不仅如此 ，力（速度）的合成还可以通过有向线段来进行 ．这类既有大小 ，
又有方向的量称为向量（或矢量） ．我们将代数运算引到向量中去 ，来研究图形性
质 ．这种方法具有直观性 ，更容易理解图形性质的几何意义 ，并且它在物理学等学
科中有重要的应用 ．此外向量的概念及其运算也为线性代数中深入理解向量空间
提供了直观的几何背景 ．

既有大小 ，又有方向的量称为向量（或矢量） ．我们用符号 a ，b ，c ，… 表示 ．
一个向量 a可以用一有向线段 AB 来表示 ，有向线段的长度｜ AB｜表示向量 a

的大小 ，从始点 A到终点 B 的指向表示 a的方向（图 １畅１） ．

图 １畅 １

　 　 　 　

图 １畅 ２

向量 a的大小称为向量的长度（或模） ，记为｜a｜ ．



长度为零的向量称为零向量 ，记为 0畅
长度为 １的向量称为单位向量 ．
如果一个向量能够由另一个向量经平行移动得到 ，则称这两个向量相等

（图 １畅２） ．　
如果从同一个始点 A在同一条直线上作等于向量 a ，b的有向线段AB ，AC ，其

终点 B ，C分布在点 A 的同一侧（两侧） ，则称向量 a ，b同向（反向） ．同向或反向的
两向量 a ，b称为平行的向量 ，记为 a ∥ b ．与非零向量 a同向的单位向量记为 a０ ．

与 a的长度相等但反向的向量称为 a的反向量或负向量 ，记为 － a ．
思考题 ：平面（空间）中具有同一始点的所有单位向量的终点的几何轨迹是什

么图形 ？

1畅1畅2 　向量的加法

回忆物理学中力 、速度 、位移的合成法 ．
定义 1畅1畅1 　 对于向量 a ，b ，作有向线段 AB ＝ a ，BC ＝ b ，把 AC表示的向量 c

称为向量 a与 b的和 ，记为 c ＝ a ＋ b（图 １畅３） ，即
AB ＋ BC ＝ AC ．

由此公式表示的向量加法规则称为三角形法则 ．

图 １畅 ３

　 　

图 １畅 ４

注 ：从同一始点 O 作 OA ＝ a ，OB ＝ b ，再以 OA 和 OB 为边作平行四边形
OACB ，则对角线 O C也表示向量 a 与 b的和（图 １畅４） ，这称为向量的平行四边形
法则 ．

向量的加法满足以下规律 ：
（１）a ＋ b ＝ b ＋ a（交换律） ；
（２）（a ＋ b） ＋ c ＝ a ＋ （b ＋ c）（结合律） ；
（３）a ＋ 0 ＝ a ；
（４）a ＋ （ － a） ＝ 0畅

其中 ，a ，b ，c为任意向量 ．这些规律可由加法运算的定义直接得出 ，请读者自己证
明 ．

作为加法的逆运算 ，可定义减法如下 ．

·２· 第 １章 　向 量 代 数



图 １畅 ５

定义 1畅1畅2 　向量的减法 a － b ＝ a ＋ （ － b） ．
减法的几何意义如图 １畅５ ，即 OA － OB ＝ B A ．
由向量加法的三角形法则容易得到三角不等式

| a ＋ b | ≤ | a | ＋ | b | ，
其中 ，a ，b为任意向量 ．其几何意义是 ，三角形两边之和大于
第三边 ．这个不等式可以推广到任意有限多个向量和的情
形 ：

| a ＋ b ＋ … ＋ l | ≤ | a | ＋ | b | ＋ … ＋ | l | ．
　 　思考题 ：１畅 三角不等式中等号成立的条件是什么 ？

２畅｜a ＋ b｜ ＝ ｜a｜ － ｜b｜成立的条件是什么 ？
３畅 证明平面上封闭折线所表示的向量和 AB ＋ BC ＋ CD ＋ D A一定为 0 ．将此

结论推广至空间 ．

1畅1畅3 　数量与向量的乘法

定义 1畅1畅3 　 实数 λ与向量 a 的乘积 λ a 是一个向量 ，它的长度为｜ λ a｜ ＝
｜λ｜ · ｜a｜ ，它的方向当 λ ＞ ０时与 a相同 ，当 λ ＜ ０ 时与 a相反 ．当 λ ＝ ０ 或 a ＝ 0 时 ，
则 λa ＝ 0 ．

设 a ≠ 0 ，因为｜a｜ － １ a与 a同向 ，且
a － １ a ＝ a － １ a ＝ １ ，

所以 a０ ＝ a － １ a ．这称为把 a单位化 ．
思考题 ：若 a ∥ b ，那么 a ，b之间的关系如何 ？
对于任意的向量 a ，b和任意实数 λ ，μ ，数量与向量的乘法满足以下规律 ：
（１）λ（μa） ＝ （λμ）a ；
（２）（λ ＋ μ）a ＝ λa ＋ μa ；
（３）λ（a ＋ b） ＝ λa ＋ λb ．
（１）可以用定义 １畅１畅３直接验证 ．
（２）的证明 ．若 a ＝ 0或 λ ，μ中有一个为零时 ，则（２）显然成立 ．下面设 λμ ≠ ０ ，

a ≠ 0 ．　
情形 1 　 若 λμ ＞ ０ ，则 λa与 μ a同向 ，且（λ ＋ μ）a与 λa ＋ μa同向 ，因此有

| λa ＋ μa | ＝ | λa | ＋ | μa | ＝ （ | λ | ＋ | μ | ） | a | ，
又有

| （λ ＋ μ）a | ＝ | λ ＋ μ | | a | ＝ （ | λ | ＋ | μ | ） | a | ．
因此

| （λ ＋ μ）a | ＝ | λa ＋ μa | ，
故
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（λ ＋ μ）a ＝ λa ＋ μa ．
　 　情形 2 　若 λμ ＜ ０ ，不妨设 λ ＞ ０ ，μ ＜ ０畅

１° 　若 λ ＋ μ ＝ ０ ，则（λ ＋ μ）a ＝ 0 ，而
λa ＋ μa ＝ λa ＋ （ － λ）a ＝ （λa） ＋ （ － １）（λa）

＝ （λa） － （λa） ＝ 0畅
故（２）成立 ．

２° 　若 λ ＋ μ ＞ ０ ，则由情形 １知
［（λ ＋ μ） ＋ （ － μ）］a ＝ （λ ＋ μ）a ＋ （ － μ）a ，

即得

λa ＝ （λ ＋ μ）a ＋ （ － μa） ＝ （λ ＋ μ）a － μa ，
从而有

（λ ＋ μ）a ＝ λa ＋ μa ．
　 　 ３° 　若 λ ＋ μ ＜ ０ ，则由情形 １知

［（λ ＋ μ） ＋ （ － λ）］a ＝ （λ ＋ μ）a ＋ （ － λ）a
＝ （λ ＋ μ）a ＋ （ － λa） ，

类似于 ２°可得（２）式 ．
（３）的证明 ．若 λ ＝ ０或者 a ，b中有一个为 0 ，则（３）显然成立 ．下面设 λ ≠ ０ ，a ≠

0 ，b ≠ 0畅
情形 1 　若 a与 b平行 ，则由定义 １畅１畅 ３ 后面的思考题结论知存在实数 μ使

b ＝ μa ，于是
λ（a ＋ b） ＝ λ（a ＋ μa） ＝ λ［（１ ＋ μ）a］

＝ ［λ（１ ＋ μ）］a ＝ ［λ ＋ λμ］a
＝ λa ＋ （λμ）a ＝ λa ＋ λ（μa） ＝ λa ＋ λb ．

图 １畅 ６

　 　情形 2 　 若 a与 b 不平行 ，那么当 λ ＞ ０ 时 ，如图
１畅 ６作 OA ＝ a ，AB ＝ b ，于是 OB ＝ a ＋ b ，作 OC ＝ λa ，
CD ＝ λb ，则 △ OAB ∽ △ OCD ，从而 D 必在直线 OB
上 ．于是 OD ＝ λ （a ＋ b） ，又OD ＝ λa ＋ λb ．故有

λ（a ＋ b） ＝ λ a ＋ λ b ．
当 λ ＜ ０时 ，可作类似的讨论 ．

1畅1畅4 　共线 、共面的向量组

向量的加法和数量与向量乘法统称为向量的线性运算 ．

设 ai（ i ＝ １ ，２ ，… ，n）是一组向量 ，ki（ i ＝ １ ，２ ，… ，n）是一组实数 ，则 ∑
n

i ＝ １
kia i 是

一个向量 ，称它为向量组 ai（ i ＝ １ ，２ ，… ，n）的一个线性组合 ．
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定义 1畅1畅4 　平行于同一直线（平面）的向量组称为共线的（共面的）向量组 ．
两个向量共线等价于它们平行 ．因而共线向量组实质上是一组互相平行的向量 ．
零向量与任意向量共线 ；共线的向量组一定共面 ；若 a ＝ λb或 b ＝ μa ，则 a与 b

共线 ．
思考题 ：两个向量是否一定共面 ？
定义 1畅1畅5 　若对于向量组 ai（ i ＝ １ ，２ ，… ，n） ，存在不全为 ０ 的实数 ki（ i ＝ １ ，

２ ，… ，n） ，使

∑
n

i ＝ １
ki a i ＝ 0 ，

则称向量组 ai（ i ＝ １ ，２ ，… ，n）线性相关 ，否则称向量组线性无关 ．
思考题 ：对照此定义 ，采用陈述的方式 ，写出向量组线性无关的定义 ．
命题 1畅1畅1 　两个向量 a ，b共线的充要条件是 a ，b线性相关 ．
证明 　必要性 　 若 a ，b中有一个为零向量 ，不妨设 a ＝ 0 ，则对实数 k１ ＝ １ ，

k２ ＝ ０ ，有
k１ a ＋ k２ b ＝ １ · 0 ＋ ０ · b ＝ 0 ，

因而 a ，b线性相关 ．
若 a ，b都不为 0 ，且同向 ，则 a０ ＝ b０ ，从而有

b ＝ | b | b０ ＝ | b | a０ ＝ | b | （ | a | － １ a） ＝ | b | （ | a | － １ ）a ．
令 k１ ＝ ｜b｜｜a｜ － １ ，k２ ＝ － １ ，则有

k１ a ＋ k２ b ＝ 0畅
故 a ，b线性相关 ．若 a ，b反向 ，可作类似的讨论 ．

充分性 　设存在不全为 ０的实数 k１ ，k２ 使 k１ a ＋ k２ b ＝ 0畅 不妨设 k１ ≠ ０ ，则有
a ＝ （ － k－ １

１ k２ ）b ，故 a ，b共线 ．
思考题 ：请用几何方法证明命题 １畅１畅１ ．
思考题 ：请考虑两向量线性无关的充要条件及其几何特征 ．
推论 1畅1畅1 　若 a ，b共线且 a ≠ 0 ，则存在唯一的实数 λ使得 b ＝ λa ．
命题 1畅1畅2 　三向量 a ，b ，c共面（不共面）的充要条件是 a ，b ，c线性相关（线性

无关） ．
此命题的证明留作习题 ．
思考题 ：在平面和空间中各画出一线性相关和线性无关的向量组 ．
定理 1畅1畅1 　设 a ，b不共线 ，则 c与 a ，b共面的充要条件是存在唯一的一对实

数 λ ，μ使得
c ＝ λa ＋ μb ．

　 　证明 　 必要性 　 由 c与 a ，b共面及命题 １畅１畅 ２ 知 ，存在不全为 ０ 的实数 k１ ，
k２ ，k３ 使
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k１ a ＋ k２ b ＋ k３ c ＝ 0畅
我们断定 k３ ≠ ０畅 否则有不全为 ０的实数 k１ ，k２ ，使得

k１ a ＋ k２ b ＝ 0畅
这与 a ，b不共线矛盾 ．因而我们得到

c ＝ （－ k－ １
３ k１ ）a ＋ （ － k－ １３ k２ ）b ．

令 λ ＝ － k－ １
３ k１ ，μ ＝ － k－ １

３ k２ ，那么
c ＝ λa ＋ μb ．

假如另有 λ′ ，μ′使 c ＝ λ′a ＋ μ′b ，则
0 ＝ c － c ＝ （λ a ＋ μ b） － （λ′ a ＋ μ′ b）
＝ （λ － λ′）a ＋ （μ － μ′）b ．

因为 a ，b不共线 ，所以必有
λ － λ′ ＝ ０ ，　 μ － μ′ ＝ ０ ，

于是 λ ＝ λ′ ，μ ＝ μ′ ．唯一性得证 ．
充分性是显然的 ．
定理 1畅1畅2 　设 a ，b ，c不共面 ，则对空间中任一向量 d 均存在唯一的数组

（λ ，μ ，γ） ，使得
d ＝ λa ＋ μb ＋ γ c ．

图 １畅 ７

　 　 证明 　 如图 １畅７ ，取一点 O ，作 OA ＝ a ，OB ＝ b ，
OC ＝ c ，OD ＝ d ．过 D作一直线与 OC 平行 ，且与 OA 和
OB 决定的平面交于 M ．过 M 作一直线与 OB 平行 ，且
与 OA交于 N ．因为

ON ∥ a ，　 NM ∥ b ，　 MD ∥ c ，
所以分别存在实数 λ ，μ ，γ使得

ON ＝ λa ，　 NM ＝ μb ，　 MD ＝ γc ．
从而

d ＝ OD ＝ ON ＋ NM ＋ MD ＝ λa ＋ μb ＋ γc ．
　 　唯一性 　若

OD ＝ λ a ＋ μ b ＋ γ c ＝ λ１ a ＋ μ１ b ＋ γ１ c ，
则得

（λ － λ１ ） a ＋ （μ － μ１ ） b ＋ （γ － γ１ ） c ＝ 0畅
因为 a ，b ，c不共面 ，所以

λ ＝ λ１ ，　 μ ＝ μ１ ，　 γ ＝ γ１畅
　 　思考题 ：平面上的任意三个向量是否线性相关 ？ 空间中的任意四个向量是否
线性相关 ？

例 1畅1畅1 　设 A ，B是不同的两点 ，则点 P在直线 AB 上的充要条件是存在唯
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一的一对实数 λ ，μ ，使得
OP ＝ λOA ＋ μ OB ，
λ ＋ μ ＝ １ ，

（ 倡 ）

其中 O是任意取定的一点 ．而 P在线段 AB 上的充要条件是 λ ≥ ０ ，μ ≥ ０ 且（ 倡 ）成
立 ．

图 １畅 ８

证明 　必要性 　设 P在直线 AB 上 ，则 A P与 AB共
线 ，显然 AB ≠ 0畅由推论 １畅１畅１得存在唯一的 k使

AP ＝ k AB ．
任取一点 O（图 １畅８） ，由上式得

OP － OA ＝ k（OB － OA） ，
即有

OP ＝ （１ － k） OA ＋ k OB ．
令 λ ＝ １ － k ，μ ＝ k ，因而 λ ＋ μ ＝ １ ，且

OP ＝ λOA ＋ μ OB ．
由 k的唯一性知 λ ，μ是唯一的 ．

充分性 　若对某一点 O ，（ 倡 ）式成立 ，则
AP ＝ OP － OA ＝ λOA ＋ μ OB － （λ ＋ μ） OA

＝ μ OB － μ OA ＝ μ（OB － OA） ＝ μ AB ，
因而 A P与 AB共线 ，所以 P在直线 AB 上 ．

对于后半部分 ，由于 P在线段 AB 上 ，所以 A P与 AB同向 ，故（ 倡 ）成立且有
０ ≤ ｜ A P｜ ≤ ｜ AB｜ ，即 ０ ≤ k ≤ １ ，从而（ 倡 ）中的λ ＝ １ － k ≥ ０ ，μ ＝ k ≥ ０畅 反之 ，若 λ≥ ０ ，
μ ≥ ０ ，由 λ ＋ μ ＝ １ ，知 ０ ≤ μ ≤ １ ，因而 ０ ≤ ｜ A P｜ ≤ ｜ AB｜ ，即 P在线段 AB 上 ．
例 1畅1畅2 　如图 １畅９ ，已知 △ ABC及一点 O ，试证 O是 △ ABC的重心的充要

条件是 OA ＋ OB ＋ OC ＝ 0 ．

图 １畅 ９

证明 　必要性 　设 O是 △ ABC的重心 ，P ，Q ，
R分别是三边 BC ，CA ，AB的中点 ，则

　 OA ＝ ２
３ PA ＝ ２

３ （ PB ＋ BA）

＝ ２
３ （ １

２ CB ＋ BA）

＝ １
３ CB ＋ ２

３ BA ，

同理得到

OB ＝ １
３ AC ＋ ２

３ CB ，
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OC ＝ １
３ BA ＋ ２

３ AC ．

于是

OA ＋ OB ＋ OC ＝ １
３ （CB ＋ AC ＋ BA） ＋ ２

３ （BA ＋ CB ＋ AC）

＝ CB ＋ BA ＋ AC ＝ CA ＋ AC ＝ CC ＝ 0畅
　 　充分性 　设 OA ＋ OB ＋ OC ＝ 0 ，而 △ ABC的重心为 O 倡 ，则由必要性知O倡 A
＋ O倡 B ＋ O倡 C ＝ 0 ．但是

OA ＝ OO 倡 ＋ O倡 A ， 　 OB ＝ OO 倡 ＋ O倡 B ，
OC ＝ OO 倡 ＋ O倡 C ．
0 ＝ OA ＋ OB ＋ OC ＝ ３ OO 倡 ＋ O倡 A ＋ O倡 B ＋ O倡 C
＝ ３ OO 倡 ．

故OO倡 ＝ 0 ，即 O倡 ＝ O ．

习题 1畅1

１畅 试证向量加法的结合律 ，即对任意向量 a，b，c，成立
（a ＋ b） ＋ c ＝ a ＋ （b ＋ c） ．

　 　 ２ ．设a，b，c两两不共线 ，试证顺次将它们的终点与始点相连而成一个三角形的充要条件是
a＋ b＋ c＝ 0畅

３畅 试证三角形的三中线可以构成一个三角形 ．
４畅 用向量法证明梯形两腰中点连线平行于上 、下底且等于它们长度和的一半 ．
５畅 试证命题 １畅１畅２ ．
６ ．设 A ，B ，C是不共线的三点 ，它们决定一平面 Π ，则点 P在 Π上的充要条件是存在唯一的

数组（λ，μ，γ）使得
OP ＝ λOA ＋ μOB ＋ γOC ，
λ ＋ μ ＋ γ ＝ １ ，

（ 倡 ）

其中 ，O是任意一点 ．P在 △ ABC内的充要条件是（ 倡 ）与 λ≥ ０ ，μ≥ ０ ，γ≥ ０同时成立 ．

７畅 在 △ ABC中 ，点 D ，E分别在边 BC与 CA 上 ，且 BD ＝ １
３ BC，CE ＝

１
３ CA ，AD与 BE交

于 R ，试证

RD ＝ １
７ AD ， 　 RE ＝ ４

７ BE ．

　 　 ８ ．用向量法证明 △ ABC的三条中线交于一点 P ，并且对任意一点 O有

OP ＝ １
３ （OA ＋ OB ＋ OC） ．

　 　 ９ ．用向量法证明四面体 ABCD的对棱中点连线交于一点 P ，且对任意一点 O有

OP ＝ １
４ （OA ＋ OB ＋ OC ＋ OD） ．
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　 　 １０ ．设 Ai（ i ＝ １ ，２ ，… ，n）是正 n边形的顶点 ，O是它的中心 ，试证 ∑
n

i ＝ １
OA i ＝ 0畅

１１ ．试证 ：三点 A ，B ，C共线的充要条件是存在不全为零的实数 λ ，μ，γ，使得
λOA ＋ μOB ＋ γOC ＝ 0 　 且 　 λ ＋ μ ＋ γ ＝ ０ ，

其中 ，O是任意取定的一点 ．

１畅２ 　标架与坐标

向量法的优点在于比较直观 ，但是向量的运算不如数的运算简洁 ，为了取长补
短 ，我们给向量引进坐标 ，同时也给点引进坐标 ，把向量法与坐标法结合起来使用 ．

1畅2畅1 　标架 ，向量和点的坐标

空间中任意三个有次序的不共面的向量组 e１ ，e２ ，e３ 称为空间中的一个基 ．根
据定理 １畅１畅 ２ ，对于空间中任一向量 a ，存在唯一的数组（ x ，y ，z） ，使

a ＝ xe１ ＋ ye２ ＋ ze３ ，
我们把有序三元实数组（ x ，y ，z）称为 a在基 e１ ，e２ ，e３ 下的坐标 ，记为 a ＝ （ x ，y ，z） ．

在空间中任意取定一点 O ，则任意一点 M 与向量OM一一对应 ，我们把向量
OM称为点 M 的位置向量（或径矢） ．
定义 1畅2畅1 　空间中一个点 O和一个基 e１ ，e２ ，e３ 合在一起称为空间的一个仿

射标架或仿射坐标系 ，简称标架 ，记为 O ；e１ ，e２ ，e３ ，其中 O称为标架的原点 ，e１ ，

e２ ，e３ 称为标架的坐标向量 ．对于空间中任一点 M ，把它的位置向量OM在基 e１ ，e２ ，

e３ 下的坐标称为点 M在仿射标架 O ；e１ ，e２ ，e３ 中的坐标 ．若OM ＝ （ x ，y ，z） ，则点
M的坐标记为 M（ x ，y ，z） ．
由定义 １畅２畅１知 ，点 M在标架 O ；e１ ，e２ ，e３ 中的坐标为（ x ，y ，z）当且仅当

OM ＝ xe１ ＋ ye２ ＋ ze３ ．
　 　 以后我们把向量 a 在基 e１ ， e２ ， e３ 中的坐标也称为 a 在仿射标架
O ；e１ ，e２ ，e３ 中的坐标 ．
空间中取定一个标架后 ，由定理 １畅１畅２知 ，空间中全体向量的集合与全体有序

三元实数组的集合之间就建立了一一对应 ；通过位置向量 ，空间中全体点的集合与
全体有序三元实数组的集合之间也建立了一一对应的关系 ．

设 O ；e１ ，e２ ，e３ 为空间的一个标架 ，过原点 O ，且分别以 e１ ，e２ ，e３ 为方向的有
向直线分别称为 x轴 、y轴 、z轴 ，统称为坐标轴 ．由每两条坐标轴决定的平面称为
坐标平面 ，它们分别是 xOy ，yOz ，zOx平面 ．坐标平面把空间分成八个部分 ，称为
八个卦限（图 １畅 １０） ，在每个卦限内 ，点的坐标的符号不变 ．

将右手四指（拇指除外）从 x轴方向弯向 y 轴方向（转角小于 π） ，如果拇指所

·９·１畅２ 　标架与坐标



指的方向与 z轴方向在 xOy 平面同侧 ，则称此坐标系为右手系 ，否则称为左手系
（图 １畅１１） ．

图 １畅 １０

图 １畅 １１

各卦限内点的坐标符号如下表（右手系） ．

卦限

坐标
Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ Ⅴ Ⅵ Ⅶ Ⅷ

x ＋ － － ＋ ＋ － － ＋

y ＋ ＋ － － ＋ ＋ － －

z ＋ ＋ ＋ ＋ － － － －

思考题 ：请确定坐标轴和坐标面上点的符号 ．
定义 1畅2畅2 　 如果 e１ ，e２ ，e３ 是两两垂直的单位向量 ，则 O ；e１ ，e２ ，e３ 称为直

角标架或直角坐标系 ．
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注 ：如果 e１ ，e２ ，e３ 仅是两两垂直的向量 ，则 O ；e１ ，e２ ，e３ 称为笛卡儿标架 ．
直角标架是特殊的仿射标架 ．点（或向量）在直角标架中的坐标称为它的直角

坐标 ，在仿射标架中的坐标称为它的仿射坐标 ．
思考题 ：如何定义平面上的仿射标架和直角标架 ？

1畅2畅2 　用坐标作向量的线性运算

取定标架 O ；e１ ，e２ ，e３ ，设向量 a ＝ （a１ ，a２ ，a３ ） ，b ＝ （b１ ，b２ ，b３ ） ，则容易证明下
列命题 ．

命题 1畅2畅1 　 （１）a ＋ b ＝ （a１ ＋ b１ ，a２ ＋ b２ ，a３ ＋ b３ ） ．
（２） a － b ＝ （a１ － b１ ，a２ － b２ ，a３ － b３ ） ．
（３）对于任意实数 λ ，有 λa ＝ （λa１ ，λa２ ，λa３ ） ．
定理 1畅2畅1 　向量的坐标等于其终点坐标减去其始点坐标 ．
证明 　对于向量 AB ，设 A（ x１ ，y１ ，z１ ） ，B（ x２ ，y２ ，z２ ） ，则

OA ＝ （ x１ ，y１ ，z１ ） ，　 OB ＝ （ x２ ，y２ ，z２ ） ．

因为 AB ＝ OB － OA ，所以
AB ＝ （ x２ － x１ ，y２ － y１ ，z２ － z１ ） ．

　 　定理 1畅2畅2 　 a与 b共线当且仅当对应坐标成比例 ．
思考题 ：设 Pi（ x i ，yi ，z i） ，i ＝ １ ，２ ，３ ，推导三点 Pi 共线的充要条件 ．

对于线段 P１ P２ （ P１ ≠ P２ ） ，如果点 P 满足 P１ P ＝ λ PP２ ，则称点 P 分线段
P１ P２ 成定比 λ ，当 λ＞ ０时 ，P１ P与 PP２同向 ，点 P在线段 P１ P２ 内 ，称 P为内分点 ；当

λ＜ ０时 ，P１ P与 PP２反向 ，点 P在线段 P１ P２ 外 ，称 P为外分点 ；当 λ ＝ ０ 时 ，P与 P１
重合 ．假若 λ＝ － １ ，则 P１ P ＝ － PP２ ，即P１ P２ ＝ 0 ，这与 P１ ≠ P２ 矛盾 ，所以λ≠ － １畅

请读者自证下列命题 ．
命题 1畅2畅2 　设 Pi（ x i ，yi ，zi） ，i ＝ １ ，２ ，则分线段 P１ P２ 成定比 λ（λ ≠ － １）的分

点 P的坐标是

x ＝ x１ ＋ λx２
１ ＋ λ ，　 y ＝ y１ ＋ λy２

１ ＋ λ ，　 z ＝ z１ ＋ λz２
１ ＋ λ ． （１畅２畅１）

　 　推论 1畅2畅1 　线段 P１ P２ 的中点坐标为

x ＝ x１ ＋ x２
２ ，　 y ＝ y１ ＋ y２

２ ，　 z ＝ z１ ＋ z２
２ ． （１畅２畅２）

　 　例 1畅2畅1 　用坐标法证明四面体对棱中点的连线交于一点 ．
证明 　设四面体 ABCD（图 １畅１２）的棱 AB ，AC ，AD ，BC ，CD ，DB的中点分别

为 B′ ，C′ ，D′ ，E ，F ，G ．
取仿射标架 A ；AB ，AC ，AD ，则各点的坐标分别为

A（０ ，０ ，０） ， B（１ ，０ ，０） ， C（０ ，１ ，０） ， D（０ ，０ ，１） ，
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B′ １
２ ，０ ，０ ， C′ ０ ，１２ ，０ ， D′ ０ ，０ ，１２ ，

E １
２ ，１２ ，０ ， F ０ ，１２ ，１２ ， G １

２ ，０ ，１２ ．

图 １畅 １２

　 　假设 B′F 与 D′E 交于点 P（ x ，y ，z） ，设 B′P ＝ k PF ，D′P ＝ l PE ，则 P的坐标
为

x ＝

１
２ ＋ k · ０

１ ＋ k ，　 y ＝
０ ＋ k · １

２
１ ＋ k ，　 z ＝

０ ＋ k · １
２

１ ＋ k ，

x ＝
０ ＋ l · １

２
１ ＋ l ，　 y ＝

０ ＋ l · １
２

１ ＋ l ，　 z ＝
１
２ ＋ l · ０

１ ＋ l ，

解得 k ＝ l ＝ １ ，从而交点 P存在 ，且 P的坐标为 １
４ ，１４ ，１４ ．

设 B′F 与 C′G 交于 P′ ，同理可得 P′ １
４ ，１４ ，１４ ，所以 P与 P′重合 ，即 B′F ，

D′E ，C′G 交于一点 ．
另法 ：先后求出 B′F ，D′E ，C′G 的中点坐标 ，知道它们的坐标都相同 ，因而三

线交于一点 ．

习题 1畅2

１畅 给定直角坐标系 ，设 P（ x ，y ，z） ，求 P分别关于 xOy平面 ，x轴与原点的对称点的坐标 ．
２ ．设平行四边形 ABCD的对角线交于点 P ，设

DM ＝ １
５ DB ， 　 CN ＝ １

６ CA ．

在仿射标架 A ；AB ，AD 下 ，求点 P ，M ，N的坐标以及向量 MN 的坐标 ．
３畅 设 a＝ （１ ，５ ，２） ，b＝ （０ ，－ ３ ，４） ，c＝ （ － ２ ，３ ，－ １） ，求下列向量的坐标 ：
（１）２a－ b＋ c；　 　 　 （２） － ３a＋ ２b＋ ４c．
４畅 判断下列各组的三个向量 a，b，c是否共面 ？能否将 c表示成 a ，b的线性组合 ？若能表
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示 ，则写出表示式 ．
（１）a＝ （５ ，２ ，１） ，b＝ （ － １ ，４ ，２） ，c＝ （ － １ ，－ １ ，５） ；
（２）a＝ （６ ，４ ，２） ，b＝ （ － ９ ，６ ，３） ，c＝ （ － ３ ，６ ，３） ；
（３）a＝ （１ ，２ ，－ ３） ，b＝ （ － ２ ，－ ４ ，６） ，c＝ （１ ，０ ，５） ．
５ ．在 △ ABC中 ，设 D ，E是边 BC的三等分点 ，试用 AB和 AC表出 AD与 AE ．
６ ．设在一平面 Π上取一个仿射标架 O；e１ ，e２ ，Π上三点 P i（ xi ，yi） ，i ＝ １ ，２ ，３ ，共线当且仅

当

x１ y１ １
x２ y２ １
x３ y３ １

＝ ０畅

　 　 ７ ．在 △ ABC中 ，设 P ，Q，R分别是直线 AB ，BC，CA上的点 ，并且
AP ＝ λPB ， 　 BQ ＝ μQC ， 　 CR ＝ νRA ．

证明 P ，Q，R共线当且仅当 λμν ＝ － １畅
８畅 试证命题 １畅２畅１ ．

１畅３ 　向量的内积

物理学中 ，一个质点在力 f 的作用下 ，经过位移 s ，图 １畅１３中 f 所做的功为

图 １畅 １３

W ＝ ｜ f｜｜ s ｜cosα ，
其中 ，α是 f 与 s的夹角 ．类似于功 W 这样的量 ，我们引进向量
的内积 ．

1畅3畅1 　向量内积的定义和性质

定义 1畅3畅1 　两向量 a ，b的内积 ，记为 a · b ，规定为一个实数 ：
a · b ＝ | a | | b | cos ∠ （a ，b） ，

其中 ∠ （a ，b）是 a与 b的夹角 ，且 ０ ≤ ∠ （a ，b） ≤ π ．
若 a ，b中有一个是零向量 ，则 a · b ＝ ０畅
由定义 １畅３畅１可得

| a | ＝ a · a ． （１畅３畅１）
当 a ≠ 0 ，b ≠ 0时 ，

cos ∠ （a ，b） ＝ a · b
| a | | b | ． （１畅３畅２）

　 　命题 1畅3畅1 　 a与 b互相垂直当且仅当 a · b ＝ ０畅
（１畅 ３畅１）和（１畅３畅２）表明了向量的内积 ，向量的长度和向量的夹角之间的关系 ．

对任意的向量 a ，b ，c及任意实数 λ ，向量的内积满足以下规律 ：
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（１）a · b ＝ b · a ，
（２）（λa） · b ＝ λ（a · b） ，
（３）（a ＋ b） · c ＝ a · c ＋ b · c ，
（４）a · a ≥ ０ ，等号当且仅当 a ＝ 0时成立 ．
证明 　 （１） ，（２） ，（４）由定义容易证明 ，请读者自证之 ．
对于（３） ，若 a ，b ，c中有零向量 ，则等式成立 ．以下设 a ，b ，c皆为非零向量 ．

图 １畅 １４

如图 １畅１４ ，设 OA ＝ a ，OB ＝ b ，OC ＝ c ，
OD ＝ a ＋ b ，∠ （OA ，OC） ＝ α ，∠ （OB ，OC） ＝ β，
∠ （OD ，OC） ＝ γ ．过 A ，B ，D分别向 OC 所在
直线作垂线 ，垂足分别为 A′ ，B′ ，D′ ，则

（a ＋ b） · c ＝ | a ＋ b | · | c |· cosγ ，
a · c ＋ b · c ＝ | c | （ | a | cosα ＋ | b | cosβ） ．
　 　 由平面几何知识易证 ｜ a ＋ b ｜ cosγ ＝
｜a｜cosα ＋ ｜b｜cosβ，因而

（a ＋ b） · c ＝ a · c ＋ b · c ．

图 １畅 １５

例 1畅3畅1 　证明三角形的三条高交于一点 ．
证明 　 设 △ ABC边 AB ， CA 上的高交于 O 点 ，

以 O为始点 ，以 A ， B ， C为终点的向量分别记为 a ，
b ， c （图 １畅 １５） ．
由 CO ⊥ B A ，得 c · （a － b） ＝ ０ ．
由 BO ⊥ AC ，得 b · （c － a） ＝ ０ ．

以上两式相加 ，可得 a · （c － b） ＝ ０ ．所以 OA ⊥ BC ，即
△ ABC中 BC边上的高通过 O点 ．这就证明了三高相交于一点 ．
例 1畅3畅2 　用向量法证明余弦定理

c２ ＝ a２ ＋ b２ － ２ab cos C ．

图 １畅 １６

　 　证明 　如图 １畅１６所示 ，
c ＝ AB ＝ AC ＋ CB ＝ a － b ，

　 　 　 　 　 　 　 c · c ＝ （a － b） · （a － b）
＝ a · a ＋ b · b － ２a · b ，

故

c２ ＝ a２ ＋ b２ － ２ab cosC ．
例 1畅3畅3 　设密度为 ρ的液体流过平面 Π 上面积为 S 的一个区域 ，液体在此

区域上各点处的流速均为 瓫 ，设 n为垂直于平面 Π 的单位向量（图 １畅１７） ，求单位时
间内经过该区域流向 n所指一侧的液体的质量 M ．

解 　单位时间内流过该区域的液体组成一个底面积为 S ，斜高为 瓫 的斜柱
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图 １畅 １７

体 ．该柱体的斜高与底面的垂线的夹角就是向量 瓫 与 n的
夹角 θ ，所以这柱体的高为 瓫 cosθ，体积为 S 瓫 cosθ ＝
S瓫 · n ．因而单位时间内经过该区域流向 n所指一侧的液
体的质量为 M ＝ ρS瓫 · n ．

1畅3畅2 　用坐标计算向量的内积

取仿射标架 O ；e１ ，e２ ，e３ ，设向量 a ＝ （a１ ，a２ ，a３ ） ，b ＝
（b１ ，b２ ，b３ ） ，则

　 a · b ＝ ∑
３

i ＝ １
aie i · ∑

３

j ＝ １
bj e j ＝ ∑

３

i ，j ＝ １
aib j e i · ej ．（１畅 ３畅３）

可见只要知道坐标向量 e１ ，e２ ，e３ 之间的内积（９ 个数 ，实质上只有 ６ 个数）就可以
求出任意两个向量的内积 ．这九个数称为仿射标架 O ；e１ ，e２ ，e３ 的度量参数 ．

如果 O ；e１ ，e２ ，e３ 是直角标架 ，则有

ei · ej ＝
１ ， i ＝ j ，
０ ， i ≠ j ．

于是由（１畅３畅３）式得到

a · b ＝ ∑
３

i ＝ １
ai b i ． （１畅３畅４）

　 　定理 1畅3畅1 　在直角坐标系中 ，两向量的内积等于它们的对应坐标的乘积之
和 ．

在直角坐标系中 ，由定理 １畅３畅 １得到 ，向量 a ＝ （a１ ，a２ ，a３ ）的长度为

| a | ＝ a２１ ＋ a２２ ＋ a２３ ． （１畅３畅５）
由此得空间两点 Pi（ x i ，yi ，zi）（ i ＝ １ ，２）的距离公式为

P１ P２ ＝ （ x２ － x１ ）２ ＋ （ y２ － y１ ）２ ＋ （ z２ － z１ ）２ ． （１畅３畅６）
　 　思考题 ：（１畅 ３畅４） ，（１畅３畅５） ，（１畅 ３畅６）三式成立的前提条件是什么 ？现在你对距
离这一概念有何新认识 ？

1畅3畅3 　方向角和方向余弦

在直角坐标系 O ；e１ ，e２ ，e３ 中 ，向量 a ＝ （a１ ，a２ ，a３ ）与坐标向量 e１ ，e２ ，e３ 的交
角（大于等于 ０ ，小于等于 π）称为向量 a的方向角 ，分别用 α ，β，γ来表示 ，它们的余
弦 cosα ，cosβ，cosγ称为向量 a的方向余弦 ．

因为

a · e１ ＝ a１ ＝ | a | · | e１ | cos ∠ （a ，e１ ） ＝ | a | cosα ，
所以
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cosα ＝ a１
| a | ．

同理

cosβ ＝ a２
| a | ，　 cos γ ＝ a３

| a | ．

由此可得

cos２ α ＋ cos２ β ＋ cos２ γ ＝ １畅 （１畅３畅７）
因而

a０ ＝ （cosα ，cosβ，cosγ） ．
　 　与方向余弦成比例的任一个数组（λ ，μ ，ν） ，都称为向量 a的一组方向数 ．即如

λ∶ μ ∶ ν ＝ cosα∶ cosβ∶ cosγ ，
则（λ ，μ ，ν）为 a的一组方向数 ．一个向量的方向余弦是唯一的 ，但方向数有无数多
组 ．

习题 1畅3

１畅 设a＋ b＋ c＝ 0 ，｜a｜ ＝ ３ ，｜b｜ ＝ １ ，｜c｜ ＝ ４ ，求 a· b＋ b· c＋ c· a ．

２畅 已知｜a｜ ＝ ３ ，｜b｜ ＝ ２ ，∠ （a，b） ＝ π
６ ，求（３a＋ ２b） · （２a－ ５b） ．

３畅 已知 a＋ ３b与 ７a－ ５b垂直 ，a－ ４b与 ７a－ ２b垂直 ，求 ∠ （a，b） ．
４畅 证明 ：对任意向量 a，b都有

| a ＋ b | ２ ＋ | a － b | ２ ＝ ２ | a | ２ ＋ ２ | b | ２ ．
当 a与 b不共线时 ，说明此等式的几何意义 ．

５畅 下列等式是否正确 ？说明理由（习惯上把 a· a记为 a２） ．
（１）｜a｜a＝ a２ ；　 　 　 　 　 　 （２）a（b· b） ＝ ab２ ；
（３）a（a· b） ＝ a２ b； （４）（a· b）２ ＝ a２ b２ ；
（５）（a· b）c＝ a（b· c） ； （６）c· a＝ c· b，c≠ 0 痴 a＝ b．
６畅 证明 ：三角形三边的垂直平分线交于一点 ，且交点到三顶点的距离相等 ．
７畅 证明 ：设 a，b，c不共面 ，如果向量 r满足

r · a ＝ ０ ，　 r· b ＝ ０ ，　 r · c ＝ ０ ，
则 r ＝ 0 ．

８畅 用几何方法证明 ：若 a１ ，a２ ，… ，an ；b１ ，b２ ，… ，bn ；c１ ，c２ ，… ，cn 都是实数 ，则有

a２１ ＋ b２１ ＋ c２１ ＋ a２２ ＋ b２２ ＋ c２２ ＋ … ＋ a２n ＋ b２n ＋ c２n

≥ （a１ ＋ a２ ＋ … ＋ an）２ ＋ （b１ ＋ b２ ＋ … ＋ bn）２ ＋ （c１ ＋ c２ ＋ … ＋ cn）２ ．
等号成立的充分必要条件是 a１ ∶ b１ ∶ c１ ＝ a２ ∶ b２ ∶ c２ ＝ … ＝ an ∶ bn ∶ cn ．

１畅４ 　向量的外积

在力学中 ，我们遇见过这样的问题 ：一个力 f 作用在棒的一端 P ，使棒绕其支

·６１· 第 １章 　向 量 代 数



点 O转动 ，这就产生了力矩 M ，其大小为
| M | ＝ | f | | OP | sin ∠ （ f ，OP） ，

其方向为 ：让右手四指从 OP弯向 f （转角小于 π） ，则拇指指向为 M 的方向
（图 １畅１８） ．类似于从 OP和 f 求力矩 M 这样的向量运算 ，我们引进向量的外积
运算 ．

图 １畅 １８

　 　 　 　

图 １畅 １９

1畅4畅1 　向量外积的定义及性质

定义 1畅4畅1 　两个向量 a与 b的外积仍是一个向量 ，记作 a × b ，它的长度规定
为

| a × b | ＝ | a | | b | sin ∠ （a ，b） ， （１畅４畅１）
它的方向规定为 ：与 a ，b均垂直 ，并且使 a ，b ，a × b 成右手系（图 １畅１９）的指向 ．

如果 a ，b中有一个为零向量 ，则规定 a × b ＝ 0 ．
两向量外积模的几何意义 ：｜a × b｜ ＝以 a ，b为邻边的平行四边形的面积 ．
思考题 ：a × b ＝ 0的充要条件是什么 ？
外积满足以下运算规律 ．
定理 1畅4畅1 　对于任意向量 a ，b ，c和任意实数 λ ，有
（１）a × b ＝ － b × a ，　 　 　 　 （反交换律）
（２）（λa） × b ＝ λ（a × b） ，
（３）a × （b ＋ c） ＝ a × b ＋ a × c ，　 　 　 （左分配律）

（a ＋ b） × c ＝ a × c ＋ b × c ． （右分配律）
证明 　 （１）由定义 １畅４畅 １立即得到 ．
（２）当 a ∥ b或 λ ＝ ０时 ，显然成立 ．
因此 ，设 a ，b不共线 ，λ≠ ０畅

| （λa） × b | ＝ | λa | | b | sin ∠ （λa ，b）
＝ | λ | | a | | b | sin ∠ （a ，b）
＝ | λ | | a × b | ＝ | λ（a × b） | ，

当 λ＞ ０ 时 ，λ a与 a同向 ，所以（λ a） × b与 λ（ a × b）同向 ；当 λ＜ ０ 时 ，（λ a） × b与
a × b反向 ，从而（λ a） × b与 λ （a × b）同向 ，故有

（λ a） × b ＝ λ（a × b） ．
　 　为证明（３） ，我们引入向量在直线 、平面上的投影的概念 ．
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定义 1畅4畅2 　设 a ＝ AB ，b所在直线为 l ．由 A ，B分别向 l引垂线（图 １畅２０） ，其
垂足分别为 A′ ，B′ ，则向量 A′B′称为 a在 b上的射影 ．如果 A′B′ ＝ xb０ ，那么实数 x
称为 a在方向 b上的分量 ，记为 朝 b（a） ．

图 １畅 ２０

　 　

图 １畅 ２１

从图 １畅 ２０和图 １畅２１容易得出
朝 ba ＝ ｜a｜cos ∠ （a ，b） ， （１畅４畅２）
朝 b（a ＋ c） ＝ 朝 ba ＋ 朝 bc ． （１畅４畅３）

另外对任意实数 λ还有
朝 b（λa） ＝ λ 朝 ba ． （１畅４畅４）

（１畅４畅４）由（１畅４畅 ２）容易推得 ．
由向量的内积的定义和（１畅４畅２）得 ，当 a ≠ 0 ，b ≠ 0时 ，有

a · b ＝ ｜b｜ 朝 b（a） ＝ ｜a｜ 朝 a（b） ． （１畅４畅５）
　 　类似地 ，以向量 a的始点在平面上的投影作为始点 ，以 a的终点在平面上的投
影为终点的向量 a′称为向量 a 在此平面上的投影 ．显然 ，相等的向量有相等的投
影 ，向量和的投影等于向量投影的和（图 １畅 ２２） ．

图 １畅 ２２ 图 １畅 ２３

设有两个向量 a 和 b ，用 a′表示向量 a 在与向量 b 垂直的平面上的投影
（图 １畅２３） ，这时有
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a × b ＝ a′ × b 　 （或 b × a ＝ b × a′） ，

图 １畅 ２４

其证明是容易的 ，留作习题 ．
（３）的证明 　 先证左分配律 ．如果 a ＝ 0 ，

则结论是明显的 ．其次只须证明当 a为单位
向量时（３）成立即可 ，因为在一般情形下 ，将
由性质（２）得出 ．因而设 a为单位向量 ．我们
用 b′和 c′表示向量 b和 c在与向量 a 垂直的
平面上的投影（图 １畅２４） ．这时向量 a × b′ ，a ×
c′和 a × （b′ ＋ c′）可以相应地由向量 b′ ，c′ ，b′ ＋ c′绕 a 右转 ９０°而得到 ．因此 a × （b′
＋ c′） ＝ a × b′ ＋ a × c′ ，而由于 a × b′ ＝ a × b ，a × c′ ＝ a × c ，a × （ b′ ＋ c′） ＝ a × （ b ＋
c） ，因此 a × （b ＋ c） ＝ a × b ＋ a × c ．

右分配律由性质（１）和左分配律立即得到 ．
例 1畅4畅1 　设刚体以匀角速度 ω绕 l轴旋转 ，求刚体上一点 M的线速度 瓫（图

１畅２５） ．

图 １畅 ２５

解 　刚体绕 l轴旋转时 ，可以用 l轴上的一个向量 ω 表示角速
度 ，它的大小等于角速度的大小 ，它的方向由右手法则决定 ：右手握
住 l轴 ，当右手的四个手指的指向与刚体的旋转方向一致时 ，大拇
指的指向就是 ω的方向 ．

设点 M到旋转轴 l 的距离为 a ，在 l轴上任取一点 O ，作向量
r ＝ OM ，θ表示 ω 与 r 的夹角 ，则 a ＝ ｜ r｜sinθ．由物理学知道线速度
瓫 的大小为｜ 瓫｜ ＝ ｜ ω｜a ＝ ｜ ω｜｜ r｜sinθ；瓫 的方向垂直于通过点 M与

l轴的平面 ，且 瓫 的指向使 ω ，r ，瓫 符合右手规则 ，因此有 瓫 ＝ ω × r ．

1畅4畅2 　用坐标计算向量的外积

空间中取一个仿射标架 O ；e１ ，e２ ，e３ ，设向量 a ＝ （ a１ ，a２ ，a３ ） ，b ＝ （b１ ，b２ ，b３ ） ，
则

a × b ＝ ∑
３

i ＝ １
aie i × ∑

３

j ＝ １
bj e j

＝ （a１ b２ － a２ b１ ）e１ × e２ ＋ （a２ b３ － a３ b２ ）e２ × e３
　 ＋ （a３ b１ － a１ b３ ）e３ × e１

＝
a１ a２
b１ b２

e１ × e２ ＋
a２ a３
b２ b３

e２ × e３

　 ＋
a３ a１
b３ b１

e３ × e１ ， （１畅４畅６）

由此可见 ，只要知道坐标向量之间的外积 ，就可求出 a × b ．
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如果 O ；e１ ，e２ ，e３ 是右手直角标架 ，那么有
e１ × e２ ＝ e３ ，　 e２ × e３ ＝ e１ ，　 e３ × e１ ＝ e２ ，

于是

a × b ＝
a２ a３
b２ b３

e１ ＋
a３ a１
b３ b１

e２ ＋
a１ a２
b１ b２

e３

＝
a２ a３
b２ b３

，
a３ a１
b３ b１

，
a１ a２
b１ b２

． （１畅４畅７）

图 １畅 ２６

作为一种记忆方式 ，（１畅４畅７）可以写成

a × b ＝
e１ e２ e３
a１ a２ a３
b１ b２ b３

，

此行列式按第一行展开后就可得（１畅４畅７）式 ．
例 1畅4畅2 　 已知 BC 是梯形 ABCD 的一腰 （图

１畅２６） ，E是 BC的中点 ．证明 △ AED的面积是梯形面
积的一半 ．

证明 　设 B A ＝ a ，BE ＝ EC ＝ b ，CD ＝ λa（λ ＞ ０） ，则

S △ AB E ＝ １
２ | BA × BE | ＝ １

２ | a × b | ，

S △ CD E ＝ １
２ | CD × CE | ＝ １

２ | （λa） × （ － b） |

＝ λ
２ | a × b | ，

S △ AE D ＝ １
２ | EA × ED | ＝ １

２ | （a － b） × （b ＋ λa） |

＝ １
２ （１ ＋ λ） | a × b | ．

所以 S △ AE D ＝ S △ AB E ＋ S △ CD E ，即 S △ AE D ＝ １
２ S梯形 ABCD ·

思考题 ：两向量外积后 ，积向量仍可以与其他的向量作外积 ，请证明 ：
对任意向量 a ，b ，c ，有

a × （b × c） ＝ （a · c）b － （a · b）c ． （１畅４畅８）
（１畅４畅８）称为二重外积公式 ．

思考题 ：一般情况下 ，二重外积不满足结合律 ，在什么条件下 ，a × （ b × c） ＝
（a × b） × c ．

习题 1畅4

１畅 设 a′表示向量 a在与向量 b ≠ 0垂直的平面上的投影 ，则有 a× b＝ a′ × b ．
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２畅 证明 ：（a× b）２ ＝ a２ b２ － （a· b）２ ．
３畅 证明 ：若 a× b＝ c× d，a× c＝ b× d，则 a－ d与 b － c共线 ．
４畅 证明 ：（a－ b） × （a＋ b） ＝ ２（a× b） ，并说明其几何意义 ．
５畅 在直角坐标系中 ，已知 a＝ （２ ，３ ，－ １） ，b＝ （１ ，－ ２ ，３） ，求与 a，b都垂直 ，且满足如下条件

之一的向量 c：
（１）c为单位向量 ；
（２）c· d＝ １０ ，其中 d＝ （２ ，１ ，－ ７） ．
６畅 用向量法证明 ：

（１）三角形的正弦定理 asinA ＝ bsinB ＝ csinC ；
（２）三角形面积的海伦（Heron）公式 △ ２ ＝ p（ p － a）（ p － b）（ p － c） ，式中 p ＝ １

２ （a ＋ b ＋ c） ，

△为三角形的面积 ．其中 ，a，b，c为三角形三边的长 ．
７畅 证明 Jacobi恒等式

a × （b × c） ＋ b × （c × a） ＋ c × （a × b） ＝ ０畅

　 　 ８ ．设 a≠ 0 ，OP ＝ x，求满足方程 a× x＝ b的点 P的轨迹 ．

１畅５ 　向量的混合积

1畅5畅1 　向量的混合积及其性质

　 　我们先来讨论平行六面体 ABCD唱A′B′C′D′（图 １畅２７）的体积问题 ．设 AB ＝ a ，

图 １畅 ２７

AD ＝ b ，A A′ ＝ c ，则底面积为｜ a × b｜ ，高为｜ A H｜ ，
其中 A H是 c在 a × b上的射影 ，因此

｜AH｜ ＝ 朝 a × bc ．
从而平行六面体的体积为

V ＝ ｜a × b｜｜ 朝 a × b c｜
＝ ｜｜a × b 朝 a × b c ＝ ｜（a × b） · c｜ ．

定义 1畅5畅1 　 （a × b） · c称为向量 a ，b ，c的混
合积 ，记为（a ，b ，c） ．

由上述讨论知道下述定理 ．
定理 1畅5畅1 　三个不共面向量 a ，b ，c的混合积的绝对值等于以 a ，b ，c为棱的

平行六面体的体积 ．
思考题 ：（a × b） · c的符号与 a ，b ，c 为右手系或左手系有什么关系 ？
混合积有以下两条常用的性质 ：
（１）（a × b） · c ＝ （b × c） · a ＝ （c × a） · b ；
（２）（a × b） · c ＝ a · （b × c） ．
性质（１） ，（２）的证明较简单 ，留作习题 ．
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性质（２）表明三个有序向量的混合积中的外积与内积运算可以交换 ，因此混合
积记作（a ，b ，c） ．

1畅5畅2 　用坐标计算向量的混合积

取仿射标架 O ；e１ ，e２ ，e３ ，设 a ＝ （a１ ，a２ ，a３ ） ，b ＝ （ b１ ，b２ ，b３ ） ，c ＝ （ c１ ，c２ ，c３ ） ，
则

（a × b） · c ＝ a１ a２
b１ b２ e１ × e２ ＋

a２ a３
b２ b３ e２ × e３

　 ＋
a３ a１
b３ b１ e３ × e１ · ∑

３

i ＝ １
cie i

＝ c３ a１ a２
b１ b２ ＋ c１ a２ a３

b２ b３ ＋ c２ a３ a１
b３ b１

　 · （e１ ，e２ ，e３ ）

＝
a１ a２ a３
b１ b２ b３
c１ c２ c３

（e１ ，e２ ，e３ ） ． （１畅５畅１）

于是 ，只要知道（e１ ，e２ ，e３ ） ，就可按（１畅５畅１）计算（a ，b ，c） ．
思考题 ：三个向量 a ，b ，c共面的充要条件与其混合积（a × b） · c的关系如何 ？
如果 O ；e１ ，e２ ，e３ 是右手直角标架 ，则（e１ ，e２ ，e３ ） ＝ １ ，从而得到下面的定理 ．
定理 1畅5畅2 　在右手直角坐标系中 ，设 a ＝ （a１ ，a２ ，a３ ） ，b ＝ （b１ ，b２ ，b３ ） ，c ＝ （ c１ ，

c２ ，c３ ） ，则

（a ，b ，c） ＝
a１ a２ a３
b１ b２ b３
c１ c２ c３

． （１畅５畅２）

　 　定理 １畅５畅２表明了三阶行列式的几何意义 ：三阶行列式的绝对值等于其三个
行（或列）向量在右手直角坐标系中构成的平行六面体的体积 ．

思考题 ：设四个点 Pi（ i ＝ １ ，２ ，３ ，４）的仿射坐标为（ x i ，yi ，zi） ，i ＝ １ ，２ ，３ ，４ ，利用
行列式性质推证 Pi（ i ＝ １ ，２ ，３ ，４）共面的充要条件是

x１ y１ z１ １
x２ y２ z２ １
x３ y３ z３ １
x４ y４ z４ １

＝ ０畅

习题 1畅5

１畅 证明 ：（a× b） · c＝ （b× c） · a＝ （c× a） · b ．
２畅 证明 ：a，b，c不共面当且仅当 a × b，b× c，c× a不共面 ．
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