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第二版前言

本教材是枟概率论与数理统计枠（科学出版社 ，２０００）的第二版 ．
近年来 ，随着科学技术的发展 ，概率论与数理统计在众多的学科与行业中得到

了越来越广泛的应用 ，另一方面 ，对学生数学素养和应用能力的要求明显提高 ．在
这种情况下 ，在多年教学实践的基础上 ，再版编写一本突出基本思想方法 、简明扼
要 、便于学习和适应教学新形势的概率论与数理统计教材是十分必要的 ．

本教材在保持第一版特点的基础上 ，努力将概率论和数理统计的基本思想和
方法融入各部分内容的阐述之中 ，力求做到科学性与通俗性相结合 ，在内容的处理
上由具体到一般 ，由直观到抽象 ，由浅入深 ，循序渐进 ．书中对主要的内容和方法做
了归纳总结 ，略去了一些较难或叙述较繁琐的证明 ．修改了一些例题和习题 ，以使
学生能较好地掌握概率统计的基本概念和方法 ．

本教材课内教学需要 ３６ ～ ４５ 学时 ，教师可根据需要酌情选用标注“ 倡 ”的章
节 ．

本书由贺才兴教授主编 ．第一 、四章由贺才兴撰写 ，第二 、三章由王纪林撰写 ，
第五 ～九章由童品苗撰写 ，第十章由刘小军修撰 ．希望本书更有利于学生数学素养
的培养和提高 ，更有利于概率论教学的改革和发展 ．希望广大读者提出宝贵的意
见 ．

本书的再版得到了科学出版社鼎力帮助与上海交通大学教务处及数学系领导

的关心和支持 ，在此深表感谢 ．

编 　者
２００６年 １０月于上海交通大学



第一版前言

本书可作为高等学校工科 、理科（非数学专业）概率论与数理统计课程的教材 ，
也可供成人教育的广大师生和工程技术人员使用 ．

本书分三个部分 ．第一章至第五章为概率论部分 ，作为基础知识 ，为读者提供
了必要的理论基础 ．第六章至第九章为数理统计部分 ，主要介绍了有广泛应用意义
的参数估计 、假设检验和简单的方差分析与一元回归分析 ．第十章为数学软件部
分 ，可用于计算机辅助教学 ，读者可根据需要选用 ．

我们在选材和叙述上尽量联系工科专业的实际 ，力图做到叙述简洁 ，清晰易
懂 ，便于教学 ．例题和习题的配置注意启发性和应用性 ．全书以基础概念和基本思
想方法为核心 ，突出重点 ，简明扼要 ．

我们认为 ，一本教材不能是教学材料的简单堆砌 ，为适用工科专业的学生 ，在
选材上进行了全面的探索 ，同时为了进行理性思维训练 ，教材内容又具有必要的系
统性和严谨性 ．我们注意到体现数学的活力 ，讲概念注意其背景 ，讲思想又有演化
过程 ．合理运用“推导”与“归纳”方法 ，注意分析典型例子 ，教会学生如何思考和分
析 ，使学生从不同内容的内在联系上体会数学思维和应用的精髓 ，同时注意培养使
用计算机解决问题的能力 ，加强动手能力的训练 ．

面向 ２１世纪我国的人才培养和大学的数学教育是一个十分重大的研究和实
践课题 ．我校多年来在教育思想研究 、课程体系和内容改革 、教学方案的设计与实
践等多方面做了一些探索和工作 ，本书的出版也是一个探索 、改革的结果 ，希望广
大读者提出宝贵的意见 ．

本书的出版得到了科学出版社鼎力帮助与上海交通大学教务处以及应用数学

系的关心和支持 ，乐经良教授参加了第十章数学软件的编写 ，在此一并深表感谢 ．

编著者

１９９９年 ８月于上海交通大学
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引 　 　言

客观世界中发生的现象多种多样 ，归纳起来不外乎两种 ：确定性的和随机性
的 ．在一定的条件下必然发生的现象 ，称之为确定性现象 ．例如 ，水在 １个大气
压下温度达到 １００ ℃时必然沸腾 ，温度为 ０ ℃ 时必然结冰 ，等等 ．另有一类现象 ，
在一定的条件下 ，具有多种可能的结果 ，但事先又不能预知确切的结果 ，此类现
象称为随机现象 ．例如 ，在相同条件下抛掷同一枚硬币 ，其结果可能是国徽面朝
上 ，也可能是国徽面朝下 ，并且在抛掷之前无法预知抛掷的结果 ．

经典的数学理论如微积分学 、微分方程等都是研究确定性现象的有力的数学
工具 ．随着社会生产与科学技术的发展 ，研究随机现象的统计规律性的理论和方
法获得了迅速的发展 ， 形成了数学的一个重要分支 ， 并被广泛应用于工业 、 农
业 、军事和科学技术中 ．概率论与数理统计就是现代数学理论中研究和揭示随机
现象统计规律性的一门基础学科 ．

经典数学和概率论与数理统计是相辅相成 、互相渗透的 ．若视炮弹为一个质
点 ，且不考虑阻力及其他因素的微小影响 ，则一枚炮弹在空中飞行的曲线 ——— 弹
道曲线可归结为微分方程问题 ，从而得到一条确定的抛物线 ．若把空气阻力按一
定方式考虑进去 ，则仍可由微分方程的方法得到一条确定的弹道曲线 ．然而 ，在
实际发射中会发现炮弹的飞行路线与弹道曲线存在着明显的差异 ，这些差异正是
由于飞行路线受到捉摸不定的空气阻力 、炮弹本身的不均匀性及弹身振动等的影
响而造成的 ．概率统计的方法就是研究将这些次要因素加以考虑而造成飞行路线
的不确定性的规律 ．

必须指出 ，若没有了用经典数学方法求出的弹道曲线 ，则考察飞行路线的偏
差就毫无意义 ．这说明某些概率统计的问题必须辅之以经典数学的方法 ；经典数
学研究的某些问题又必须用概率统计的方法加以补充解决 ．应正确认识两者之间
这种相辅相成的关系 ．



第一章 　随机事件及其概率

１畅１ 　随机事件及其运算
1畅1畅1 　随机试验

　 　在进行个别试验或观察时其结果具有不确定性 ，但在大量的重复试验中其结
果又具有统计规律性的现象 ，称为随机现象 ．为对随机现象加以研究所进行的观察
或实验 ，称为试验 ．若一个试验满足下列三个特点 ：

（１） 在相同条件下可以重复进行 ；
（２） 每次试验的可能结果不止一个 ，并且事先可以知道试验的所有可能结果 ；
（３） 进行一次试验之前不能确定出现的是哪个结果 ，

则称这一试验为随机试验 ，记为 E ．例如 ，
E１ ：抛掷一枚硬币 ，观察正面和反面出现的情况 ；
E２ ：掷一颗骰子 ，观察出现的点数 ；
E３ ：对某一目标发射一发炮弹 ，观察弹着点到目标的距离 ；
E４ ：记录电话交换台在上午 ９时到 １０时接到的电话呼唤次数 ；
E５ ：测试某种型号的灯泡的寿命 ；
等等 ．

1畅1畅2 　随机事件与样本空间

在随机试验中 ，可能发生也可能不发生的结果 ，称为随机事件 ，简称事件 ．
在一个试验中 ，不论可能的结果有多少个 ，总可以从中找出这样一组基本结

果 ，满足 ：
（１） 每进行一次试验 ，必然出现且只能出现其中的一个基本结果 ；
（２） 任何事件 ，都是由其中的一些基本结果所组成 ．
随机试验中的每一个基本结果是一个随机事件 ，称为基本事件 ，或称为样本

点 ，记为 ω ．
随机事件 E的全体样本点组成的集合称为试验 E 的样本空间 ，记为 Ω ．
随机事件可表述为样本空间中样本点的某个集合 ，一般记为 A ，或 B ，C等

等 ．
所谓事件 A 发生 ，是指在一次试验中 ，当且仅当 A 中包含的某个样本点出

现 ．



在每次试验中一定发生的事件称为必然事件 ．样本空间 Ω 包含所有的样本
点 ，每次试验它必然发生 ，它就是一个必然事件 ．必然事件用 Ω 表示 ，它是样本空
间 Ω的一个子集 ．

在每次试验中一定不发生的事件称为不可能事件 ，记为 碬 ．它是样本空间的一
个空子集 ．

下面写出 １畅１畅 １节中随机试验 E的样本空间及随机事件的例子 ．
E１ ：Ω ＝ ｛（正面） ，（反面）｝ ．
E２ ：Ω ＝ ｛（１点） ，（２点） ，… ，（６点）｝ ．
E３ ：Ω ＝ ｛（弹着点到目标的距离 w米） ０ ≤ w ＜ ＋ ∞ ｝ ．
E４ ：Ω ＝ ｛（０次） ，（１次） ，… ｝ ．
E５ ：Ω ＝ ｛ t小时 t１ ≤ t ≤ t２ ｝ ．
在 E２ 中 ，若 A为“出现奇数点”的事件 ，则 A ＝ ｛（１ 点） ，（３ 点） ，（５ 点）｝ ；若 B

为“出现的点数小于 ５”的事件 ，则 B ＝ ｛（１点） ，（２点） ，（３点） ，（４点）｝ ．
在 E３ 中 ，若 A 为“弹着点到目标的距离在 １ 米到 ３ 米之间”的事件 ，则 A ＝

｛ w １ ≤ w ≤ ３｝ ．

1畅1畅3 　事件之间的关系及其运算

事件是一个集合 ，因此事件之间的关系及其运算可用集合之间的关系及运算
来处理 ．下面我们通过例 １来加以说明 ．

例 1 　袋中装有 ２只白球和 １只黑球 ，从袋中依次任意地摸出 ２只球 ．设球是
编号的 ：白球为 １号 、２号 ，黑球为 ３号 ．（ i ，j）表示第一次摸得 i号球 、第二次摸得 j
号球的基本事件 ，则这一试验的样本空间

Ω ＝ ｛（１ ，２） ，（１ ，３） ，（２ ，１） ，（２ ，３） ，（３ ，１） ，（３ ，２）｝ ．
且可得下列随机事件 ：

A ＝ ｛（３ ，１） ，（３ ，２）｝ ＝ ｛第一次摸得黑球｝ ；
B ＝ ｛（１ ，２） ，（１ ，３） ，（２ ，１） ，（２ ，３）｝ ＝ ｛第一次摸得白球｝ ；
C ＝ ｛（１ ，２） ，（２ ，１）｝ ＝ ｛两次都摸得白球｝ ；
D ＝ ｛（１ ，３） ，（２ ，３）｝ ＝ ｛第一次摸得白球 ，第二次摸得黑球｝ ；
G ＝ ｛（１ ，２） ，（２ ，１）｝ ＝ ｛没有摸到黑球｝ ．
下面我们讨论事件之间的关系及运算 ．
设 Ω为某试验 E 的样本空间 ，A ，B ，Ak（ k ＝ １ ，２ ，… ）为随机事件 ．

１畅 事件的包含与相等

若事件 A发生必然导致事件 B 发生 ，即 A中的样本点一定属于 B ，则称事件
B包含事件 A ，记为 A 炒 B ．

·３·　 １畅１ 　随机事件及其运算



如在例 １中 ，事件 C发生必然导致事件 B 发生 ，故 C 炒 B ．
显然对任意事件 A ，都有 碬 炒 A 炒 Ω ．
若 A 炒 B ，且 B 炒 A ，则称事件 A与事件 B 是相等的 ，记为 A ＝ B ．
如在例 １中 ，G 炒 C ，且 C 炒 G ，故 C ＝ G ．

２畅 事件的和 、积 、差

事件 A与事件 B 中至少有一个发生的事件 ，称为事件 A与事件 B 的和 ，记为
A ∪ B ．事件的和也称为事件的并 ．事件 A 与 B 的和是由 A 与 B 的样本点合并而
成的事件 ．

类似地 ，可列个事件 A１ ，A２ ，… ，An ，… 的和可记为 A１ ∪ A２ ∪ … ∪ An ∪ … ，或

∪
∞

i ＝ １
A i ．n个事件 A １ ，A２ ，… ，An 的和可记为 ∪

n

i ＝ １
A i ．

事件 A与事件 B 同时发生的事件 ，称为事件 A与事件 B 的积 ，记为 A ∩ B ，也
可简写为 AB ．事件的积也称为事件的交 ．事件 A 与 B 的积是由 A 与 B 的公共的
样本点所构成的事件 ．

类似地 ，可列个事件 A１ ，A２ ，… ，An ，… 的积可记为 ∩
∞

i ＝ １
A i ．n个事件 A １ ，A２ ，… ，

An 的积可记为 ∩
n

i ＝ １
A i ．

事件 A发生而事件 B 不发生的事件 ，称为事件 A与 B 的差 ，记为 A － B ．事件
A与 B 的差是由属于 A 而不属于 B 的样本点所构成的事件 ．
如在例 １中 ，B ＝ C ∪ D ，C ＝ B ∩ C ，D ＝ B － C ．

３畅 事件的互不相容（互斥）

若 A ∩ B ＝ 碬 ，则称事件 A与事件 B 是互不相容的 ，或称 A与 B 是互斥的 ．A
与 B 互不相容 ，是指事件 A与事件 B 不能同时发生 ．例如 ，基本事件是两两互不相
容的 ．

在例 １中 ，A ∩ B ＝ 碬 ，A ∩ C ＝ 碬 ，即事件 A 分别与事件 B 和事件 C 互不相
容 ．

４畅 对立事件

若 A ∩ B ＝ 碬 ，且 A ∪ B ＝ Ω ，则称事件 A与事件 B 互为对立事件 ，或称 A与 B
互为逆事件 ．A与 B 对立 ，是指事件 A与事件 B 既不能同时发生又不能同时不发

生 ，即在每次试验中 ，A与 B 有且仅有一个发生 ．A 的对立事件记为 A
－

．显然 ，A
－

＝
Ω － A ．

如在例 １中 ，A与 B 互为对立事件 ，即 A
－

＝ B ．

·４· 第一章 　随机事件及其概率 　



由定义可知 ，对立事件必为互不相容事件 ，反之 ，互不相容的两个事件未必为
对立事件 ．

以上事件之间的关系及运算可以用文氏（Venn）图来直观地表示 ．若用平面上
的一个矩形表示样本空间 Ω ，矩形内的点表示基本事件 ，圆 A 与圆 B 分别表示事
件 A 与事件 B ，则 A与 B 的各种关系及运算如图（图 １唱１ ～图 １唱６）所示 ．

图 １唱１ 图 １唱２ 图 １唱３

图 １唱４

图 １唱５ 图 １唱６

５畅 事件的运算律

设 A ，B ，C ，Ak（ k ＝ １ ，２ ，… ）为事件 ，则有
交换律 　 A ∪ B ＝ B ∪ A ；A ∩ B ＝ B ∩ A ．
结合律 　 （ A ∪ B） ∪ C ＝ A ∪ （B ∪ C） ；（ A ∩ B） ∩ C ＝ A ∩ （B ∩ C） ．
分配律 　 （ A ∪ B） ∩ C ＝ （ A ∩ C） ∪ （B ∩ C） ；A ∪ （B ∩ C） ＝ （ A ∪ B） ∩ （ A ∪ C） ．
德 ·摩根（De Morgan）律 　 A ∪ B ＝ A ∩ B ；A ∩ B ＝ A ∪ B ．
一般地 ，对有限个事件及可列无限个事件也有

·５·　 １畅１ 　随机事件及其运算



∪
n

k ＝ １
A k ＝ ∩

n

k ＝ １
Ak ；　 　 ∩

n

k ＝ １
Ak ＝ ∪

n

k ＝ １
Ak ；

∪
∞

k ＝ １
A k ＝ ∩

∞

k ＝ １
Ak ；　 　 ∩

∞

k ＝ １
Ak ＝ ∪

∞

k ＝ １
Ak ．

　 　例 2 　设 A ，B ，C为三个事件 ，试用 A ，B ，C表示下列事件 ：
（１） A发生而 B 与 C都不发生 ；
（２） A与 B 都发生而 C 不发生 ；
（３） A ，B ，C都发生 ；
（４） A ，B ，C恰有一个发生 ；
（５） A ，B ，C中至少有一个发生 ；
（６） A ，B ，C中不多于两个发生 ；
（７） A ，B至少有一个发生而 C不发生 ；
（８） A ，B ，C恰有两个发生 ．
解 　 （１） A BC或 A － B － C ．
（２） AB C或 AB － C ．
（３） ABC ．
（４） A 珚B珚C ＋ 珡A B珚C ＋ 珡A 珚BC倡 ．

　 　 倡 若 A 与 B 为互不相容事件 ，则 A ∪ B可记为 A ＋ B ．

（５） A ∪ B ∪ C ，或 A 珚B珚C ＋ 珡A B珚C ＋ 珡A 珚BC ＋ AB珚C ＋ A 珚BC ＋ 珡A BC ＋ ABC ．
（６） 珡A 珚B珚C ＋ A 珚B珚C ＋ 珡A B珚C ＋ 珡A 珚BC ＋ AB珚C ＋ A 珚BC ＋ 珡A BC ，或 ABC ．
（７） （ A ∪ B）珚C ，或 A 珚B珚C ＋ 珡A B珚C ＋ AB珚C ．
（８） AB珚C ＋ A 珚BC ＋ 珡A BC ．
例 3 　试求事件“甲种产品滞销 ，且乙种产品畅销”的对立事件 ．
解 　设 A表示“甲种产品畅销” ，B表示“乙种产品畅销” ，则由题意 ，有

珡A ∩ B ＝ 珢A ∪ 珚B ＝ A ∪ 珚B ，
即所求对立事件为“甲种产品畅销或乙种产品滞销” ．

１畅２ 　概率的定义及其运算

除必然事件与不可能事件外 ，任一随机事件在一次试验中都有发生的可能性 ，
人们常常通过实际观察来确定某个事件发生的可能性的大小 ．例如遇到某种天气 ，
人们常会说“今天十之八九要下雨” ，这个“十之八九”就是表示“今天下雨”这一事
件发生可能性的大小 ．这是人们通过大量实践所得出的一种统计规律 ，即已经历过

n次这种天气 ，下雨的天数在这 n天中所占比例大约是 ８
１０到

９
１０ ．一般地 ，人们希望

·６· 第一章 　随机事件及其概率 　



用一个适当的数字来表示事件在一次试验中发生的可能性的大小 ．这是就下雨所
讨论的随机事件发生的频率与概率 ．

1畅2畅1 　频率

定义 1畅1 　设在相同的条件下 ，进行了 n次试验 ．若随机事件 A 在这 n 次试

验中发生了 n A 次 ，则比值
nA
n 称为事件 A 发生的频率 ，记为 f n（ A） ．

频率具有如下性质 ：
１° 　对任一事件 A ，有 ０ ≤ f n（ A） ≤ １ ；
２° 　对必然事件 Ω ，有 f n（ Ω） ＝ １ ；
３° 　若事件 A ，B互不相容 ，则

f n（ A ∪ B） ＝ f n（ A） ＋ f n（B） ．
一般地 ，若事件 A１ ，A２ ，… ，An 两两互不相容 ，则

f n ∪
n

i ＝ １
A i ＝ ∑

n

i ＝ １
f n（ A i） ．

　 　事件 A发生的频率表示 A 发生的频繁程度 ．频率越大 ，事件 A 发生得越频
繁 ，即 A在一次试验中发生的可能性越大 ．但是 ，频率具有随机波动性 ，即使同样
进行了 n次试验 ，nA 却会不同 ．但这种波动不是杂乱无章的 ，在第五章大数定律
中 ，我们将看到若增加试验次数 n ，则随机波动性将会减小 ．随着 n逐渐增大 ，频率
f n（ A）也就逐渐稳定于某个常数 P（ A） ．这样 ，常数 P（ A）客观上反映了事件 A 发
生的可能性的大小 ．

历史上著名的统计学家蒲丰（Buffon）和皮尔逊（Pearson）曾进行过大量掷硬
币的试验 ，所得结果如下 ：

试验者 掷硬币次数 出现正面的次数 出现正面的频率

蒲 　 丰 ４０４０ ２０４８ ０畅 ５０６９

皮尔逊 １２０００ ６０１９ ０畅 ５０１６

皮尔逊 ２４０００ １２０１２ ０畅 ５００５

可见出现正面的频率总在 ０畅５附近波动 ．随着试验次数的增加 ，它逐渐稳定于
０畅５ ．这个 ０畅 ５就能反映正面出现的可能性的大小 ．

每个事件都有这样一个常数与之对应 ．这就是说频率具有稳定性 ．因而可将事
件 A的频率 f n（ A）在 n无限增大时所逐渐趋向稳定的那个常数 P（ A）定义为事件
A发生的概率 ．这就是概率的统计定义 ．

1畅2畅2 　概率的统计定义

定义 1畅2 　设随机事件 A在 n次重复试验中发生的次数为 n A ．若当试验次数
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n很大时 ，频率
nA
n 稳定地在某一数值 p 的附近摆动 ，且随着试验次数 n的增加 ，其

摆动的幅度越来越小 ，则称数 p为随机事件 A 的概率 ，记为 P（ A） ＝ p ．
由定义 ，显然有

０ ≤ P（ A） ≤ １ ，　 P（ Ω） ＝ １ ，　 P（ 碬 ） ＝ ０ ．
　 　概率的统计定义本身存在着很大的缺陷 ，即定义中的“稳定地在某一数值 p
的附近摆动”含义不清 ，如何理解“摆动的幅度” ？ 或多或少地带有人为的主观性 ．
是否能抓住一个事件所对应的客观上表示该事件发生可能性大小的一个数 ，及它
所固有的性质来作为概率的定义呢 ？概率的公理化定义解决了这一问题 ．

1畅2畅3 　概率的公理化定义

定义 1畅3 　设随机试验 E的样本空间为 Ω ．若按照某种方法 ，对 E的每一事
件 A 赋于一个实数 P（ A） ，且满足以下公理 ：

１° 　非负性 ：P（ A） ≥ ０ ；
２° 　规范性 ：P（ Ω） ＝ １ ；
３° 　可列（完全）可加性 ：对于两两互不相容的可列无穷多个事件 A１ ，A２ ，… ，

An ，… ，有
P（ A１ ∪ A２ ∪ … ∪ An ∪ … ） ＝ P（ A１ ） ＋ P（ A２ ） ＋ … ＋ P（ An） ＋ … ，

则称实数 P（ A）为事件 A的概率 ．
由概率的定义可以推得概率的如下一些性质 ．
性质 1 　不可能事件的概率为零 ，即 P（ 碬 ） ＝ ０ ．

证 　因为令 An ＝ 碬 ，n ＝ １ ，２ ，… ，且 A i A j ＝ 碬 ，i ≠ j ，则 碬 ＝ ∪
∞

n ＝ １
An ，于是

P（ 碬 ） ＝ P ∪
∞

n ＝ １
An ＝ ∑

∞

n ＝ １
P（ An） ＝ ∑

∞

n ＝ １
P（ 碬 ） ，

从而由 P（ 碬 ） ≥ ０ ，得 P（ 碬 ） ＝ ０ ．
性质 2 　概率具有有限可加性 ，即若事件 A１ ，A２ ，… ，An 两两互不相容 ，则

P（ A１ ∪ A２ ∪ … ∪ An） ＝ P（ A１ ） ＋ P（ A２ ） ＋ … ＋ P（ An） ．
　 　证 　因为

A１ ∪ A２ ∪ … ∪ An ＝ A１ ∪ A２ ∪ … ∪ An ∪ 碬 ∪ 碬 ∪ … ，
所以由概率的可列可加性及性质 １ ，得

P（ A１ ∪ A２ ∪ … ∪ An） ＝ P（ A１ ） ＋ P（ A２ ） ＋ … ＋ P（ An） ．
　 　性质 3 　对任何事件 A ，有

P（ 珡A） ＝ １ － P（ A） ．
　 　证 　因为
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A ∪ 珡A ＝ Ω ，　 A ∩ 珡A ＝ 碬 ，
所以由

１ ＝ P（ Ω） ＝ P（ A ∪ 珡A） ＝ P（ A） ＋ P（ 珡A） ，
即得

P（ 珡A） ＝ １ － P（ A） ．
同时 ，由 P（ 珡A） ≥ ０可推得 ：对任一事件 A ，有

P（ A） ≤ １ ．
　 　性质 4 　对事件 A ，B ，若 A 炒 B ，则有

P（B － A） ＝ P（B） － P（ A） ，　 　 P（B） ≥ P（ A） ．
　 　证 　由 A 炒 B及图 １唱１可知

B ＝ A ∪ （B － A） 　 且 　 A ∩ （B － A） ＝ 碬 ，
因此由性质 ２ ，得

P（B） ＝ P（ A） ＋ P（B － A） ，
即

P（B － A） ＝ P（B） － P（ A） ．
再由 P（B － A） ≥ ０ ，得

P（B） ≥ P（ A） ．
　 　性质 5 　对任意两事件 A ，B ，有

P（ A ∪ B） ＝ P（ A） ＋ P（B） － P（ AB） ．
　 　证 　由图 １唱２可知

A ∪ B ＝ A ∪ （B － A） ，　 　 B ＝ AB ∪ （B － A） ，
且

A ∩ （B － A） ＝ 碬 ，　 　 AB ∩ （B － A） ＝ 碬 ，
故得

P（ A ∪ B） ＝ P（ A） ＋ P（B － A） ，
及

P（B） ＝ P（ AB） ＋ P（B － A） ，
将以上两式相减 ，并将 P（B）移至等号右端 ，即得

P（ A ∪ B） ＝ P（ A） ＋ P（B） － P（ AB） ．
　 　性质 ５还可推广到 n个事件的情况 ．当 n ＝ ３时 ，有

P（ A１ ∪ A２ ∪ A３ ） ＝ P（ A１ ） ＋ P（ A２ ） ＋ P（ A３ ） － P（ A１ A２ ）
－ P（ A１ A３ ） － P（ A２ A３ ） ＋ P（ A１ A２ A３ ） ．

一般地 ，设 A１ ，A２ ，… ，An 为 n个事件 ，则有

P（ A１ ∪ A２ ∪ … ∪ An） ＝ ∑
n

i ＝ １
P（ Ai） － ∑

１ ≤ i ＜ j ≤ n
P（ Ai A j） ＋ ∑

１ ≤ i ＜ j ＜ k ≤ n
P（ Ai A j A k） － …
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＋ （ － １）n－ １ P（ A１ A２ … An） ．
　 　例 1 　某人外出旅游两天 ．据天气预报 ，第一天下雨的概率为 ０畅６ ，第二天下
雨的概率为 ０畅３ ，两天都下雨的概率为 ０畅１ ．试求 ：

（１） 第一天下雨而第二天不下雨的概率 ；
（２） 第一天不下雨而第二天下雨的概率 ；
（３） 至少有一天下雨的概率 ；
（４） 两天都不下雨的概率 ；
（５） 至少有一天不下雨的概率 ．
解 　设 A i 表示第 i 天下雨的事件 ，i ＝ １ ，２ ．由题意 ，有

P（ A１ ） ＝ ０畅 ６ ，　 P（ A２ ） ＝ ０畅３ ，　 P（ A１ A２ ） ＝ ０畅１ ．
　 　 （１） 设 B表示第一天下雨而第二天不下雨的事件 ，则由

B ＝ A１ A２ ＝ A１ － A２ ＝ A１ － A１ A２ ，　 　 A１ A２ 炒 A１ ，
得

P（B） ＝ P（ A１ － A１ A２ ） ＝ P（ A１ ） － P（ A１ A２ ）
＝ ０畅 ６ － ０畅１ ＝ ０畅５ ．

　 　 （２） 设 C表示第一天不下雨而第二天下雨的事件 ，则同（１）的解法 ，有
P（C） ＝ P（ A２ － A１ A２ ） ＝ P（ A２ ） － P（ A１ A２ ）

＝ ０畅３ － ０畅１ ＝ ０畅 ２ ．
　 　 （３） 设 D表示至少有一天下雨的事件 ，则由

D ＝ A１ ∪ A２ ，
得

P（D） ＝ P（ A１ ∪ A２ ） ＝ P（ A１ ） ＋ P（ A２ ） － P（ A１ A２ ）
＝ ０畅６ ＋ ０畅３ － ０畅１ ＝ ０畅 ８ ．

　 　 （４） 设 E为两天都不下雨的事件 ，则由
E ＝ A１ A２ ＝ A１ ∪ A２ ，

得

P（E） ＝ P（ A１ ∪ A２ ） ＝ １ － P（ A１ ∪ A２ ） ＝ １ － ０畅８ ＝ ０畅２ ．
　 　 （５） 设 F表示至少有一天不下雨的事件 ，则

P（F） ＝ P（ A１ A２ ） ＝ １ － P（ A１ A２ ） ＝ １ － ０畅１ ＝ ０畅９ ．
　 　例 2 　某地发行 A ，B ，C三种报纸 ．已知在市民中订阅 A报的有 ４５ ％ ，订阅 B
报的有 ３５ ％ ，订阅 C报的有 ３０ ％ ，同时订阅 A及 B 报的有 １０ ％ ，同时订阅 A及 C
报的有 ８ ％ ，同时订阅 B及 C 报的有 ５ ％ ，同时订阅 A ，B ，C报的有 ３ ％ ．试求下列
事件的概率 ：

（１） 只订 A报 ；
（２） 只订 A及 B 报 ；
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（３） 至少订一种报纸 ；
（４） 不订任何报纸 ；
（５） 恰好订两种报纸 ；
（６） 恰好订一种报纸 ；
（７） 至多订一种报纸 ．
解 　设 A ，B ，C分别表示订 A 报 、订 B报 、订 C报的事件 ，则由题设 ，有

P（ A） ＝ ０畅４５ ，　 P（B） ＝ ０畅３５ ，　 P（C） ＝ ０畅３０ ，
P（ AB） ＝ ０畅 １０ ，　 P（ AC） ＝ ０畅 ０８ ，　 P（BC） ＝ ０畅０５ ，
P（ ABC） ＝ ０畅０３ ．

　 　 （１） P（ A 珚B珚C） ＝ P（ A － B － C） ＝ P（ A － AB － AC） ＝ P（ A － A（B ∪ C））
＝ P（ A） － P（ AB ∪ AC） ＝ P（ A） － P（ AB） － P（ AC） ＋ P（ ABC）
＝ ０畅４５ － ０畅１０ － ０畅 ０８ ＋ ０畅０３ ＝ ０畅３０ ．

（２） P（ AB珚C） ＝ P（ AB － C） ＝ P（ AB － ABC） ＝ P（ AB） － P（ ABC）
＝ ０畅１０ － ０畅０３ ＝ ０畅 ０７ ．

（３） P（ A ∪ B ∪ C） ＝ P（ A） ＋ P（B） ＋ P（C） － P（ AB） － P（ AC） － P（BC）
　 ＋ P（ ABC）
＝ ０畅 ４５ ＋ ０畅３５ ＋ ０畅３０ － ０畅１０ － ０畅０８ － ０畅０５ ＋ ０畅０３
＝ ０畅 ９０ ．

（４） P（ 珡A 珚B珚C） ＝ P（ A ∪ B ∪ C） ＝ １ － P（ A ∪ B ∪ C） ＝ １ － ０畅 ９０ ＝ ０畅 １０ ．
（５） 由（２） ，可知

P（ A珚BC） ＝ P（ AC） － P（ ABC） ＝ ０畅０８ － ０畅０３ ＝ ０畅０５ ，
P（ 珡ABC） ＝ P（BC） － P（ ABC） ＝ ０畅０５ － ０畅０３ ＝ ０畅０２ ，

故所求概率为

P（ AB珚C ＋ A珚BC ＋ 珡ABC） ＝ P（ AB珚C） ＋ P（ A珚BC） ＋ P（ 珡ABC）
＝ ０畅０７ ＋ ０畅０５ ＋ ０畅０２ ＝ ０畅 １４ ．

　 　 （６） P（ A 珚B珚C ＋ 珡A B珚C ＋ 珡A 珚BC） ＝ １ － P（ 珡A 珚B珚C） － P（ AB珚C ＋ A 珚BC ＋ 珡A BC）
　 － P（ ABC）
＝ １ － ０畅１０ － ０畅１４ － ０畅０３ ＝ ０畅７３ ．

（７） 由（４）与（６） ，得
P（ A 珚B珚C ＋ 珡A B珚C ＋ 珡A 珚BC ＋ 珡A 珚B珚C） ＝ ０畅７３ ＋ ０畅１０ ＝ ０畅８３ ．

1畅2畅4 　古典概型

定义 1畅4 　设随机试验 E满足下列条件 ：
１° 　试验的样本空间只有有限个样本点 ，即 Ω ＝ ｛ w１ ，w２ ，… ，wn｝ ；
２° 　每个样本点的发生是等可能的 ，即
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P（ w１ ） ＝ P（ w２ ） ＝ … ＝ P（ wn） ，
则称此试验为古典概型 ，也称为等可能概型 ．

由于每个样本点所表示的基本事件是互不相容的 ，因此有
１ ＝ P（ Ω） ＝ P｛（ w１ ） ∪ （ w２ ） ∪ … ∪ （ wn）｝

＝ P（ w１ ） ＋ P（ w２ ） ＋ … ＋ P（ wn） ，
再由 ２° ，即得

P（ w i） ＝ １
n ，　 　 i ＝ １ ，２ ，… ，n ．

　 　设事件 A包含了 k 个基本事件 w i１ ，w i２ ，… ，w ik ，即
A ＝ （ w i１ ） ∪ （ w i２ ） ∪ … ∪ （ w ik ） 　 　 （１ ≤ i１ ＜ … ＜ ik ≤ n） ，

则有

P（ A） ＝ P｛（ w i１ ） ∪ （ w i２ ） ∪ … ∪ （ w ik ）｝

＝ P（ w i１ ） ＋ P（ w i２ ） ＋ … ＋ P（ w ik ）

＝ kn ＝ A所包含的基本事件数Ω 中基本事件总数 ．

古典概型中事件的概率称为古典概率 ，即如上述的 P（ A） ．古典概率的计算关键在
于计算基本事件总数和所求事件包含的基本事件数 ．由于样本空间的设计可有各
种不同的方法 ，因此古典概率的计算就变得五花八门 、纷繁多样了 ．

一般地 ，当基本事件总数相当大的时候 ，可利用排列 、组合及乘法原理 、加法原
理的知识计算基本事件数 ，进而求得相应的概率 ．

例 3 　一只口袋中装有 ５ 只乒乓球 ，其中 ３ 只是白色的 ，２ 只是黄色的 ．现从
袋中取球两次 ，每次 １只 ，取出后不再放回 ．试求 ：

（１） 两只球都是白色的概率 ；
（２） 两只球颜色不同的概率 ；
（３） 至少有一只白球的概率 ．
解 　设 A表示“两只球都是白色”的事件 ，B表示“两只球颜色不同”的事件 ，C

表示“至少有一只白球”的事件 ，则由
基本事件总数 　 n ＝ P２

５ ＝ ５ × ４ ＝ ２０ ；

A所包含的基本事件数 　 kA ＝ P２
３ ＝ ３ × ２ ＝ ６ ；

B所包含的基本事件数 　 kB ＝ P１
３ P１

２ ＋ P１
２ P１

３ ＝ ３ × ２ ＋ ２ × ３ ＝ １２ ；

C所包含的基本事件数 　 kC ＝ P１
３ P１

２ ＋ P１
２ P１

３ ＋ P２
３ ＝ １２ ＋ ６ ＝ １８ ，

得

（１） P（ A） ＝
kA
n ＝ ３

１０ ．
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（２） P（B） ＝
kB
n ＝ ３

５ ．

（３） P（C） ＝
kC
n ＝ ９

１０ ．

在（３）中 ，若利用 P（珚C）来求 P（C）则更为简单 ．因为 珚C是表示两只球均为黄色
的事件 ，所以

P（C） ＝ １ － P（珚C） ＝ １ － P
２
２

２０ ＝ １ － ２
２０ ＝ ９

１０ ．

　 　本例也可另外设计样本空间 ．若对于取出的两只球不考虑其先后次序 ，则有

n ＝ C２
５ ＝ ５ × ４

２ ！ ＝ １０ ，　 kA ＝ C２
３ ＝ ３ ，

kB ＝ C１
３ C１

２ ＝ ６ ，　 kC－ ＝ C２
２ ＝ １ ．

于是

P（ A） ＝ kAn ＝ ３
１０ ，　 P（B） ＝ kBn ＝ ３

５ ，

P（C） ＝ １ － P（珚C） ＝ １ － １
１０ ＝ ９

１０ ．

　 　应特别注意的是 ，为了便于问题的解决 ，样本空间可以作不同的设计 ，但必须
满足等可能性的要求 ．本例若视白球间是无区别的 ，黄球间也是无区别的话 ，则得

Ω ＝ ｛（白 ，白） ，（白 ，黄） ，（黄 ，白） ，（黄 ，黄）｝ ，
在这个样本空间中 ，基本事件的发生不是等可能的 ，因此不能用古典概率的方法来
计算事件的概率 ．

例 4 　袋中有 a只白球 、b只红球 ，依次将球一只只摸出 ，取出后不放回 ．求第
k次摸出白球的概率（１ ≤ k ≤ a ＋ b） ．
解 　本题可用选排列的方法求解 ．设想球是编号的 ，一只只摸取直至第 k次取

球为止 ，则基本事件总数就是从 a ＋ b个编号的球中选出 k 个球进行排列的个数 ，
即 n ＝ P ka ＋ b ．

设 A为第 k次摸出白球的事件 ，则 A的发生相当于从 a只白球中选出一只放
在第 k个位置上 ，从 a ＋ b － １只球中任选 k － １只球放在前面 k － １个位置上 ，于是
由乘法原理 ，可得

kA ＝ P１
a P k－ １a＋ b－ １ ，

从而

P（ A） ＝ P
１
a P k－ １a＋ b－ １
P ka＋ b ＝ a（a ＋ b － １）（a ＋ b － ２） … （a ＋ b － k ＋ １）

（a ＋ b）（a ＋ b － １）（a ＋ b － ２） … （a ＋ b － k ＋ １）

＝ a
a ＋ b ．
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　 　本题也可用全排列的方法求解 ．设每次试验为将摸出的 a ＋ b只编号的球依次
排列在 a ＋ b个位置上 ，则有

n ＝ （a ＋ b） ！，　 　 kA ＝ （a ＋ b － １） ！a ，
于是

P（ A） ＝ （a ＋ b － １） ！a
（a ＋ b） ！ ＝ a

a ＋ b ．

　 　本题还可用组合的方法求解 ．设基本事件是从 a ＋ b个排列好的编号球中选出
k个球的事件 ，则样本空间所含的基本事件总数

n ＝ C ka＋ b · k ！，
事件 A所含的基本事件数

kA ＝ C１
aC k－ １

a＋ b－ １ · （ k － １） ！，
于是

P（ A） ＝ a
a ＋ b ．

　 　本题不用排列组合的方法也可求解 ．设球编号 ，前 a个球为白球 ，后 b个球为
红球 ，则样本空间为第 k次摸出球的全部可能的结果 ，Ω ＝ ｛ w１ ，w２ ，… ，wa ＋ b｝ ，其中
w i 表示第 k次摸出第 i 号球（ i ＝ １ ，２ ，… ，a ＋ b） ，而事件

A ＝ ｛ w１ ，w２ ，… ，wa｝ ．
因为每个球被摸到的可能性相同 ，都可能在第 k次被摸到 ，所以

P（ A） ＝ a
a ＋ b ．

　 　本题的各种解法均抓住了所求事件的本质特点 ，而把与之无关的因素都加以
排除 ．

本题是求第 k次摸到白球的概率 ，然而结果却与 k无关 ，即与摸球的次序无

关 ，摸到白球的概率总是 a
a ＋ b ．这一结果表明 ，在进行与此类似的抽签活动时 ，中

签的概率与抽签的先后次序无关 ，机会是均等的 ．
若将本题改为放回抽样 ，即每次取出一球记录下颜色后 ，再将其放回袋中 ．如

此接连摸取 ，求第 k次摸出白球的概率 ．
设抽取 k只球的结果为一基本事件 ，则基本事件总数为（ a ＋ b）k ，第 k次摸出

白球的事件 A 所包含的基本事件数为（a ＋ b）k － １ a ，于是

P（ A） ＝ （a ＋ b）k－ １ a
（a ＋ b）k ＝ a

a ＋ b ．

　 　例 5 　某批产品有 a件正品 ，b件次品 ．从中用放回和不放回两种抽样方式抽
取 n件产品 ，问其中恰有 k（ k ≤ n）件次品的概率是多少 ？

解 　 （１） 放回抽样 ．
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从 a ＋ b件产品中有放回地抽取 n件产品 ，所有可能的取法有（a ＋ b）n 种 ．取出
的 n件产品中有 k件次品 ，它们可以出现在不同的位置 ，所有可能的取法有 C kn 种 ．

对于取定的一种位置 ，由于取正品有 a种可能 ，取次品有 b种可能 ，即有 an － k bk种可
能 ，于是取出的 n件产品中恰有 k件次品的可能取法共有 C knan － k bk 种 ，故所求概率
为

P１ ＝ C
k
nan－ k bk

（a ＋ b）n ＝ C kn a
a ＋ b

n－ k b
a ＋ b

k

．

　 　 （２） 不放回抽样 ．
从 a ＋ b件产品中抽取 n件（不计次序）的所有可能的取法有 Cna ＋ b种 ．在 a件正

品中取 n － k件的所有可能的取法有 Cn － ka 种 ，在 b件次品中取 k 件的所有可能的
取法有 C kb 种 ，于是取出的 n件产品中恰有 k 件次品的所有可能的取法有 Cn － ka C kb
种 ．故所求概率为

P２ ＝
Cn － ka C kb
Cna ＋ b ．

这个公式称为超几何分布的概率公式 ．

例 6 　设有 n个颜色互不相同的球 ，每个球都以概率 １
N落在 N（n ≤ N）个盒子

中的每一个盒子里 ，且每个盒子能容纳的球数是没有限制的 ．试求下列事件的概
率 ：

A ＝ ｛某指定的一个盒子中没有球｝ ，
B ＝ ｛某指定的 n个盒子中各有一个球｝ ，
C ＝ ｛恰有 n个盒子中各有一个球｝ ，
D ＝ ｛某指定的一个盒子中恰有 m个球｝（m ≤ n） ．
解 　因为每个球落在 N 个盒子中的可能均有 N 种 ，所以基本事件总数相当

于从 N个元素中选取 n个的重复排列数 ，即为 Nn ．事件 A 、B 、C 、D所包含的基本
事件数分别为

kA ＝ （ N － １）n ，kB ＝ n ！，　 　 kC ＝ CnN · n ！，
kD ＝ Cmn · （ N － １）n－ m ，

于是

P（ A） ＝ （ N － １）n

N n ＝ １ － １
N

n

， P（B） ＝ n ！Nn ，

P（C） ＝ C
n
N · n ！
Nn ， P（D） ＝ C

m
n （ N － １）n － m

N n ．

　 　上述问题称为球在盒中的分布问题 ．有好些实际问题可以归结为球在盒中的
分布问题 ，但必须分清问题中的“球”与“盒” ，不可弄错 ．
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例如 ，有 n（n ≤ ３６５）个人 ，设每人的生日在一年 ３６５ 天中任一天的可能性是相
等的 ．试求下列事件的概率 ：

A ＝ ｛n个人的生日均不相同｝ ，　 　 B ＝ ｛至少有两人生日相同｝ ．
在上述问题中可视人为“球” ，３６５天为 ３６５只“盒子” ，归结为球在盒中的分布

问题 ．得

P（ A） ＝ Pn３６５
（３６５）n ，　 　 P（B） ＝ １ － P（ A） ＝ １ － Pn３６５

（３６５）n ．

　 　当 n ＝ ６４时 ，P（B） ≈ ０畅９９７ ，“至少有两人生日相同”的事件的概率非常接近于
１ ，几乎是一个必然事件了 ．

例 7 　已知 １００个产品中有 ６个次品 ，从中任取 ３个 ，求次品不超过 ２个的概
率 ．

解 　设 A为“次品不超过 ２个”的事件 ．
方法一 　设 A０ ，A１ ，A２ 分别表示任取的 ３ 个产品中恰有 ０ 个 ，１ 个 ，２ 个次品

的事件 ，则显然 A０ ，A１ ，A２ 两两互不相容 ，且
A ＝ A０ ∪ A１ ∪ A２ ．

因为样本点总数为 １００个产品中任选 ３个的组合数 ，即 n ＝ C３
１００ ．事件 A０ 所含样本

点数 k０ ＝ C３
９４ ，事件 A１ 所含样本点数 k１ ＝ C１

６ C２
９４ ，事件 A２ 所含样本点数 k２ ＝

C２
６ C１

９４ ，于是由

P（ A０ ） ＝ C
３
９４

C３
１００

，　 P（ A１ ） ＝ C
１
６ C２

９４

C３
１００

，　 P（ A２ ） ＝ C
２
６ C１

９４

C３
１００

，

得

P（ A） ＝ P（ A０ ） ＋ P（ A１ ） ＋ P（ A２ ） ＝ ０畅９９９８７６ ．
　 　方法二 　设 A３ 为“任取的 ３个产品全是次品”的事件 ，则事件 A３ 所含样本点
数 k３ ＝ C３

６ ，即

P（ A３ ） ＝ C３
６

C３
１００

．

注意到 A３ 是 A的对立事件 ，故

P（ A） ＝ １ － P（ A３ ） ＝ １ － C
３
６

C３
１００

＝ ０畅９９９８７６ ．

　 　例 8 　从 １ ～ ２０００中任意取一整数 ，求取到的整数能被 ６或 ８整除的概率 ．
解 　设 A为“取到的整数能被 ６ 整除”的事件 ，B为“取到的整数能被 ８ 整除”

的事件 ，则由

３３３ ＜ ２０００
６ ＜ ３３４ ，　 ２０００

８ ＝ ２５０ ，

得
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kA ＝ ３３３ ，　 kB ＝ ２５０ ．
　 　由

８３ ＜ ２０００
２４ ＜ ８４ ，

得“同时能被 ６ 和 ８ 整除”的数 kAB ＝ ８３ ，基本事件总数 n ＝ ２０００ ，于是所求的概率
为

P（ A ∪ B） ＝ P（ A） ＋ P（B） － P（ AB）

＝ ３３３
２０００ ＋ ２５０

２０００ － ８３
２０００ ＝ １

４ ．

　 　例 9 　从 n双不同的鞋子中任取 ２ k（２ k ＜ n）只 ，求没有成双的鞋子的概率 ．
解 　样本空间含 C２ k

２ n个基本事件 ．设 A为“没有成双的鞋子”的事件 ，则实现这

一事件可从 n双鞋子中任取 ２ k双 ，共有 C２ k
n 种取法 ，再从每一双取出的鞋子中 ，任

取其中一只 ，有 C１
２ 种取法 ，于是 A共含 C２ k

n （C１
２ ）２ k
个基本事件 ，从而

P（ A） ＝ C
２ k
n · （C１

２ ）２ k

C２ k
２ n

＝ C
２ k
n · ２２ k

C２ k
２ n

．

　 　例 10 　将 １２名工人随机地平均分配到三个班组中去 ，其中有 ３名熟练工 ．试
问 ：

（１） 每一班组各分配到一名熟练工的概率是多少 ？
（２） ３名熟练工分配在同一班组的概率是多少 ？
解 　 １２名工人平均分配到三个班组中去的可能的分法总数 ，即基本事件总数

为

C４
１２ C４

８ C４
４ ＝ １２ ！

４ ！４ ！４ ！．

（１） 每一班组各分配到一名熟练工的分法有 ３ ！ 种 ．对于这样的每一种分法 ，

其余 ９名工人平均分配到三个班组的分法共有 ９ ！
３ ！３ ！３ ！种 ，于是 ，每一班组各分配

到一名熟练工的分法共有
３ ！ ９ ！

３ ！ ３ ！ ３ ！种 ，从而所求概率

P１ ＝ ３ ！９ ！
３ ！３ ！３ ！

１２ ！
４ ！４ ！４ ！ ＝ １６

５５ ≈ ０畅２９０９ ．

（２） 将 ３名熟练工分配在同一班组的分法有 ３种 ，对于这样的每一种分法 ，其
余 ９名工人的分法总数为

C１
９ C４

８ C４
４ ＝ ９ ！

１ ！４ ！４ ！，

于是 ３名熟练工分配在同一班组的分法共有 ３ · ９ ！
１ ！４ ！４ ！种 ，从而所求概率
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P２ ＝ ３ · ９ ！
１ ！４ ！４ ！

１２ ！
４ ！４ ！４ ！ ＝ ３

５５ ≈ ０畅０５４５ ．

1畅2畅5 　几何概率

定义 1畅5 　设样本空间是一个有限区域 Ω ．若样本点落在 Ω 内的任何区域 G
中的事件 A 的概率与区域 G 的测度（或长度 、或面积 、或体积等）成正比 ，则区域 Ω
内任意一点落在区域 G 内的概率为区域 G 的测度与区域 Ω 的测度的比值 ，即

P（ A） ＝ G的测度Ω 的测度 ．

　 　这一类概率通常称为几何概率 ．
因为几何概率的定义及计算与几何图形的测度密切相关 ，所以 ，我们所考虑的

事件应是某种可定义测度的集合 ，且这类集合的并 、交也是事件 ．
常见的几何概率有以下三种情况 ．
（１） 设线段 l是线段 L 的一部分 ，向线段 L上任投一点 ．若落在线段 l上的点

数与线段 l 的长度成正比 ，而与线段 l在线段 L 上的相对位置无关 ，则点落在线段
l上的概率

P ＝ l的长度
L 的长度 ．

（２） 设平面区域 g是平面区域 G 的一部分 ，向区域 G上任投一点 ．若落在区
域 g上的点数与区域 g 的面积成正比 ，而与区域 g在区域 G 上的相对位置无关 ，
则点落在区域 g上的概率

P ＝ g的面积G 的面积 ．

（３） 设空间区域 v是空间区域 V 的一部分 ，向区域 V 上任投一点 ．若落在区
域 v上的点数与区域 v 的体积成正比 ，而与区域 v在区域 V 上的相对位置无关 ，
则点落在区域 v上的概率

P ＝ v的体积V 的体积 ．

　 　下面 ，我们以平面区域为例 ，介绍几何概率的计算方法 ．
例 11 　在间隔时间 T内的任何瞬间 ，两个信号等可能地进入收音机 ．若这两

个信号的间隔时间小于 ２（单位 ：秒） ，则收音机将受到干扰 ，试求收音机受到干扰
的概率 ．

解 　设两个信号进入收音机的瞬间分别为 x与 y ，x与 y 的变化范围为
０ ≤ x ≤ T ，　 ０ ≤ y ≤ T ，

则样本空间 Ω是边长为 T 的正方形 ，且当 x － y ≤ ２ 时收音机受到干扰 ，即当样
本点（ x ，y）落在两条直线
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y ＝ x ＋ ２ ，　 y ＝ x － ２
之间 ，且在正方形 Ω之内的区域 A 中时 ，收音机才受到干扰（图 １唱７） ，于是所求概
率

P ＝ A的面积Ω 的面积 ＝ T
２ － （ T － ２）２

T２ ＝ １ － １ － ２
T

２

．

图 １唱７ 图 １唱８

　 　例 12 　从区间（０ ，１）内任取两个数 ，求这两个数的积小于 １
４的概率 ．

解 　设从区间（０ ，１）内任取两个数为 x与 y ，则 x与 y 的变化范围为
０ ＜ x ＜ １ ，　 ０ ＜ y ＜ １ ．

样本空间 Ω是边长为 １的正方形 ，两个数的积小于 １
４的充要条件为

xy ＜ １
４ ，　 ０ ＜ x ＜ １ ，　 ０ ＜ y ＜ １ ，

即当样本点（ x ，y）落在由双曲线 x y ＝ １
４及四条直线

x ＝ ０ ，　 x ＝ １ ，　 y ＝ ０ ，　 y ＝ １

所围成的区域 G（图 １唱８）内时 ，两个数的积小于 １
４ ，于是所求的概率

P ＝ G的面积Ω 的面积 ＝

１
４ · １ ＋∫

１

１
４

１
４ xd x

１ ＝ １
４ ＋ １

２ ln２ ．
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１畅３ 　条 件 概 率
1畅3畅1 　条件概率

　 　在实际问题中 ，常常需要计算在某个事件 B已经发生的条件下 ，另一个事件
A发生的概率 ．在概率论中 ，称此概率为事件 B已发生的条件下事件 A 发生的条
件概率 ，简称为 A对 B 的条件概率 ，记为 P（ A B） ．一般地 ，因为增加了“事件 B已
经发生”的条件 ，所以 P（ A B） ≠ P（ A） ．

下面举例引出条件概率的定义 ．
例 1 　某工厂有职工 ５００ 人 ，男女各占一半 ，男女职工中技术优秀的分别为

４０人与 １０人 ．现从中任选一名职工 ，试问 ：
（１） 该职工为技术优秀的概率是多少 ？
（２） 已知选出的是女职工 ，她为技术优秀的概率是多少 ？
解 　设 A表示选出的职工为技术优秀的事件 ，B 表示选出的是女职工的事

件 ．

（１） P（ A） ＝ ４０ ＋ １０
５００ ＝ １

１０ ．

（２） P（ A B） ＝ １０
２５０ ＝ １

２５ ．

显然 ，P（ A） ≠ P（ A B） ．这是因为限制在 B已发生的条件下求 A 的概率的缘
故 ．

另外 ，可由

P（ A B） ＝ １０
２５０ ＝ １０／５００

２５０／５００ ＝ P（ AB）P（B） ，

推得一般情况下条件概率的定义 ．
设试验的基本事件总数为 n ，事件 B所包含的基本事件数为 m B ，事件 AB所

包含的基本事件数为 m AB ，则有

P（ A B） ＝ mABm B ＝ mAB ／nm B／n ＝ P（ AB）P（B） ．

　 　由此可得条件概率的定义 ．

定义 1畅6 　设 A 、B为两个事件 ，且 P（B） ＞ ０ ，则称 P（ AB）P（B） 为事件 B发生的条

件下事件 A发生的条件概率 ，记为

P（ A B） ＝ P（ AB）P（B） ．

　 　根据条件概率定义 ，不难验证它符合概率定义中的三个条件 ，即
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１° 　 P（ A B） ≥ ０ ；
２° 　 P（ Ω B） ＝ １ ；
３° 　若事件 A１ ，A２ ，… 是两两互不相容的 ，则

P ∪
∞

i ＝ １
A i B ＝ ∑

∞

i ＝ １
P（ A i B） ．

　 　条件概率 P（ A B）既然是一个概率 ，也就满足概率的一般性质 ．条件概率是概
率论中一个很重要 、很基本的概念 ，必须很好地理解和掌握它 ．

条件概率也可利用“缩减样本空间”的方法来计算 ．如求 P（ A B） ，可把事件 B
所包含的基本事件作为样本空间 Ω B ，在这个“小”的样本空间中求事件 A 发生的
概率 ．

例 2 　甲 、乙两车间各生产 ５０件产品 ，其中分别含有次品 ３件与 ５件 ．现从这
１００件产品中任取 １件 ，在已知取到甲车间产品的条件下 ，求取得次品的概率 ．

解 　设 A为取得次品的事件 ，B为取得甲车间产品的事件 ，则由 B已发生即
已知抽得甲车间产品 ，可得缩减的样本空间 ΩB 中有 ５０件产品（１００件产品去掉乙
车间的产品之后的产品数） ，于是用“缩减样本空间”的方法 ，得

P（ A B） ＝ ３
５０ ＝ ０畅 ０６ ．

　 　若用条件概率定义计算 ，则为

P（ A B） ＝ P（ AB）P（B） ＝ ３／１００
５０／１００ ＝ ３

５０ ＝ ０畅 ０６ ．

　 　例 3 　从含有 ５台次品的 １００台电脑中任取 ２台 ，发现其中 １台是正品 ，求取
到的 ２台都是正品的概率 ．

解 　设 A为“取到的 ２台中至少有 １台是正品”的事件 ，B为“取到的 ２台都是
正品”的事件 ，则

B 炒 A ，　 AB ＝ B ．
n ＝ C２

１００ ，　 kA ＝ C１
９５ C１

５ ＋ C２
９５ ，　 kAB ＝ kB ＝ C２

９５ ，
故所求概率

P（B A） ＝ P（ AB）P（ A） ＝ P（B）P（ A） ＝ kBk A ≈ ０畅 ９０３８ ．

1畅3畅2 　乘法公式

设有事件 A和 B ．若 P（ A） ＞ ０ ，P（B） ＞ ０ ，则由条件概率定义 ，得
P（ AB） ＝ P（ A） P（B A） ，

或

P（ AB） ＝ P（B） P（ A B） ．
　 　一般地 ，设事件 A１ ，A２ ，… ，An ，若 P（ A１ A２ … An － １ ） ＞ ０ ，则有

·１２·　 １畅３ 　条件概率


