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内  容  简  介 

本书系统介绍线性混合模型和广义线性混合模型的基本理论和方法. 主

要包括两类模型的参数估计、假设检验、置信区域和统计诊断问题. 重点

是两类模型的统计诊断分析, 采用数据删除方法研究两类模型影响点的探

测问题, 基于 EM 算法中的 Q 函数, 来构建影响度量——广义 Cook 统计量, 
解决了一般方差结构的两类混合模型统计诊断的困难. 而且, 获得的影响

度量有很好的统计意义, 能够方便地用于全参数(均值参数与方差参数)和

部分参数(均值参数或方差参数)的诊断分析. 
本书可以作为统计专业高年级本科生及研究生的教材和参考书, 也可以

作为数学、生物、医学和经济等领域教师和研究人员的参考书. 
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前 言

线性混合模型和广义线性混合模型是两类重要的应用广泛的模型,近年来关于

两类模型的参数估计、假设检验、置信区域和统计诊断问题方面的研究有了很多新

的进展. 本书试图向读者系统介绍近几年来关于两类模型的研究结果, 特别是两类

模型和统计诊断分析是本书的重要内容.

第 1 章简要介绍普通线性模型、广义线性模型、线性混合模型和广义线性混

合模型的定义, 统计诊断的含义和基本方法, 还给出了一些矩阵代数和矩阵微商法

则, 方便以后应用.

第 2 章介绍线性混合模型的定义、常见类型. 在正态假定下讨论了线性混合

模型参数的最大似然估计和限制最大似然估计,在非正态假定下讨论了方差分量参

数的估计方法, 接着研究了该模型的假设检验和置信区域理论, 最后介绍线性混合

模型随机效应的预测问题和模型选择方法.

第 3 章研究线性混合模型的统计诊断. 先从一般似然函数出发讨论独立方差

结构下线性混合模型的影响点探测问题, 然后从 EM 算法中的 Q 函数出发来构建

影响度量, 来研究非独立方差结构下线性混合模型的统计诊断, 获得了两个重要的

基于 Q 函数的广义 Cook 统计量, 它们有很好的统计意义, 能够方便地用于全参数

(均值参数与方差参数) 和部分参数 (均值参数或方差参数) 的统计诊断分析.

第 4 章介绍广义线性混合模型的定义、模型参数估计 (包括基于 EM 算法的

最大似然估计和基于条件似然的参数估计),讨论了估计量的大样本性质,然后研究

了参数的区间估计和假设检验问题, 最后介绍了广义线性混合模型的选择准则.

第 5 章研究广义线性混合模型的统计诊断. 首先在一般似然函数框架下研究

模型的影响点探测问题, 然后从 EM 算法中的 Q 函数出发构造影响度量, 来讨论

模型的统计诊断分析, 最后介绍了模型扰动的选择问题.

本书内容是国家自然科学基金项目 “线性混合模型和广义线性混合模型均值

和方差协方差结构的同时拟合及其统计诊断”(项目编号：11061036) 的部分研究成

果, 同时, 本书的出版也获得国家自然科学基金数学天元基金项目 “充分降维理论
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中基于分布加权思想的压缩估计”(项目编号：11126297)、云南财经大学统计学博士

点建设基金的支持, 在此表示诚挚的感谢.

作 者

2012 年 10 月于昆明
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1.1 线性模型简介

1.1.1 普通线性模型

定义 1.1 如下模型通常用来描述 y 与 x 之间的随机线性关系

y = β0 + β1x1 + · · ·+ βkxk + ε, (1.1)

其中 x1, · · · , xk 是非随机的自变量, y 是因变量, β0 是常数项, β1, · · · , βk 是回归系

数, ε 是随机误差项.

假设对 y, x1, · · · , xk 进行了 n 次观测, 得到 n 组观测值 yi, x1i, · · · , xki(i =

1, · · · , n), 它们满足关系式

yi = β0 + β1x1i + · · ·+ βkxki + εi, (1.2)

引入矩阵记号, 记

y =




y1

y2

...

yn




, X =




1 x11 · · · xk1

1 x12 · · · xk2

...
...

...

1 x1n · · · xkn




, β =




β0

β1

...

βk




, ε =




ε1

ε2

...

εn




.

则模型 (1.2) 可以写成如下形式

y = Xβ + ε, (1.3)

其中 y 是 n × 1 观测向量, X 是 n × (k + 1) 已知设计阵, ε 是随机误差向量, β 是

未知参数向量.

如果模型 (1.3) 满足条件：(1) E(ε) = 0, (2) var(ε) = σ2I, (3) x1, · · · , xk 不相

关, 则称模型 (1.3) 为普通线性回归模型 (ordinary linear regression model).

进一步, 如果模型的随机误差项服从正态分布, 即 ε ∼ N(0, σ2I), 则称模型
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(1.3) 为普通正态线性回归模型.

下面给一个例子说明.

例 1.1(普通线性回归模型) 考虑变量 y 随变量 x1, · · · , xk 变化的情况, 随机

观测了 n 组观测值 (yi, x1i, · · · , xki)(i = 1, · · · , n), 这里 yi 是 y 的第 i 个观测值,

xji 是 xj(j = 1, · · · , k)的第 i个观测值,影响 yi 取值的主要因素是 x1i, · · · , xki. 此

外, 随机误差也要考虑, 于是可以将 y 随 x 变化的情况写出如下形式

yi = f(x1i, · · · , xki) + εi (i = 1, · · · , n). (1.4)

如果函数 f 是线性函数, 即 f(x1i, · · · , xki) = β0 + β1x1i + · · ·+ βkxki, 则模型 (1.4)

就是一个线性回归模型. 如果变量 x1, · · · , xk 相互独立, 随机误差项 εi 相互独立,

均值为 0, 方差为 σ2, 则该模型是一个普通线性回归模型.

1.1.2 广义线性模型

模型 (1.3) 是一般的线性模型, 可以处理连续型变量, 即 y 变量是连续型变量

的情况, 但在实际中, 很多变量不是连续的, 例如调查顾客是否购买了某种商品, 这

里的响应变量 y 是二值变量, 比如 y = 1 表示购买了该商品, y = 0 表示没有购

买该商品. 对于 y 是二值变量或其他非连续变量的情况, 不能直接采用一般线性

模型 (1.3) 进行分析, 可以采用本节定义的广义线性模型 (generalized linear model,

GLM).

定义 1.2 广义线性模型 (McCulloch et al., 2002) 是一般线性模型的推广, 其

定义由以下三个部分组成：

(1)随机成分 (random components)：设 y1, · · · , yn 是来自于指数分布族的随机

样本, 即 yi 的密度函数为

f(yi, αi, φ) = exp
{

yiαi − b(αi)
ai(φ)

+ ci(yi, φ)
}

, (1.5)

其中 φ 是散度参数 (dispersion parameter), ai(·), b(·) 和 ci(·) 是已知函数.

(2) 系统成分 (system components)：对于第 i 个响应 yi, 以下系统成分称为线

性预测项 (linear predictor)

ηi = xT
i β =

k∑

j=1

xijβj (i = 1, · · · , n), (1.6)

它是协变量 xj 的线性组合.
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(3) 关联函数 (link function)：设 µi = E(yi) 是 yi 的期望, 而 g(·) 是单调可微
函数, 将随机成分的期望 µi 与系统成分联结起来, 即

g(µi) = ηi = xT
i β (i = 1, · · · , n). (1.7)

引入矩阵符号, 记

η =




η1

η2

...
ηn




n×1

, µ =




µ1

µ2

...
µn




n×1

, X =




xT
1

xT
2
...

xT
n




n×k

,

则关联函数可以写成以下矩阵形式

g(µ) = η = Xβ, (1.8)

其中 β 是未知参数.

以上定义的广义线性模型是一类广泛的线性模型,实际中应用广泛的概率单位

模型 (probit model) 和逻辑斯谛模型 (logistic model) 就属于广义线性模型.

例 1.2 (概率单位模型) 设 yi 服从参数为 pi 的伯努利分布 (Bernoulli distri-

bution), 即 yi ∼ B(pi)(i = 1, · · · , n), 则 µi = E(yi) = pi > 0, 采用正态关联函数,

即 g(µi) = Φ−1(pi) = xT
i β,其中 Φ(·)是正态分布的分布函数,此模型称为概率单位

模型.

例 1.3 (逻辑斯谛模型) 设 yi 服从参数为 pi 的伯努利分布,即 yi ∼ B(pi)(i =

1, · · · , n), 则 µi = E(yi) = pi > 0, 采用逻辑关联函数, 即 g(µi) = logit(pi) =

log
pi

1− pi
= ηi = xT

i β, 此模型称为逻辑斯谛模型.

1.1.3 线性混合模型

线性模型 y = Xβ + ε 中, 回归系数 β 是未知常数, 但实际中, 在某些情况下,

系数视为随机的更合理. 比如在医学研究中, 随机观测了 m 个病人的某个指标的

测量值, 每个病人都作了若干次重复测量, 用 yij 记第 i 个病人的第 j 次观测值

(i = 1, · · · ,m; j = 1, · · · , ni), 显然, 第 i 个病人的 ni 次观测值是相关的, 假定 ui

是第 i 个病人的随机效应 (random effect), 则可以采用以下线性混合模型 (linear

mixed model, LMM) 来拟合 yij , 即

yij = xT
ijβ + ui + εij (i = 1, · · · ,m; j = 1, · · · , ni),
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其中 xij 是已知协变量, β 是未知回归系数, ui 是未知随机效应, 一般假定 ui 是相

互独立同分布的随机变量,均值为 0,方差为 σ2
u;而 εij 是随即误差项,均值为 0,方

差为 σ2
ε .

定义 1.3 一般的线性混合模型 (Laid et al., 1982) 定义为

y = Xβ + Zu + ε, (1.9)

其中 y 是响应观测向量, X 是已知协变量矩阵, β 是未知回归系数, 通常称为固定

效应, Z 是已知矩阵, u 是随机效应, ε 是随机误差, 一般假定 u 与 ε 相互独立.

进一步, 不失一般性, 可以假定 E(u) = 0, E(ε) = 0, 而 var(u) = G, var(ε) = R,

如果假定 u 和 ε 均服从正态分布, 即 u ∼ N(0, G), ε ∼ N(0, R), 称模型为正态线性

混合模型.

线性混合模型是一类应用非常广泛的模型, 可以用来拟合多种复杂数据, 比如

纵向数据和面版数据等, 线性混合模型 (1.9) 包含了许多常用模型, 比如方差分量

模型, 含协变量的两向随机效应模型、纵向模型、增长曲线模型等 (具体参见 2.2

节), 下面仅给一个例子说明.

例 1.4 (单向随机效应模型) 医学实验中, 通常要比较 k 种药治疗某种疾病

的效果, 药效度量指标为 Y , 通常采用双盲实验法, 假设随机抽取了 n = mk 个病

人, 分为 k 组, 每组有 m 个人, 分别服用 k 种药, 记 yij 是服用第 i 种药的第 j 个

病人的药效测量值, 则 yij 可以表示为

yij = µ + αi + εij (i = 1, · · · , k; j = 1, · · · ,m), (1.10)

其中 µ 称为总平均, αi 表示第 i 种药的效应, εij 是随机误差.

在这个问题中, 我们感兴趣的因子是药品, 它有 k 个不同的品种, 称为因子的

水平或处理, 模型 (1.10)称为单向分类模型 (或单因素方差分析模型). 引入矩阵记

号, 记 X = 1n, β = µ, 且

y=




y11

...

y1m

y21

...

ykm




n×1

, Z =




1m

1m

. . .

1m




n×k

, u=




α1

α2

...

αk




k×1

, ε=




ε11

...

ε1m

ε21

...

εkm




n×1

,
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则上述模型可以表示为 y = Xβ + Zu + ε, 即线性混合模型 (1.9) 的形式.

1.1.4 广义线性混合模型

广义线性混合模型 (generalized linear mixed model, GLMM) 是广义线性模型

(GLM)和线性混合模型 (LMM)的有机结合,可以用来拟合离散型非独立的一类数

据, 这类数据无法单独运用广义线性模型或线性混合模型来处理, 下面先给出广义

线性混合模型的定义, 然后给一个例子说明.

定义 1.4 广义线性模型 (Jiang, 2007) 的定义由以下三个部分组成：

(1)随机成分 (random components)：设给定随机向量 u = (u1, · · · , um)T, 响应

变量 y1, · · · , ym 是来自于指数分布族的变量, 其密度函数为

f(yi, αi, φ|u) = exp
{

yiαi − b(αi)
ai(φ)

+ ci(yi, φ)
}

, (1.11)

其中 φ 是散度参数 (dispersion parameter), ai(·), b(·) 和 ci(·) 是已知函数.

(2) 系统成分 (system components)：对于第 i 个响应 yi, 以下系统成分称为线

性预测项 (linear predictor)

ηi = xT
i β + zT

i u (i = 1, · · · , n), (1.12)

其中 xi 和 zi 是已知向量, 而 β 和 u 是未知的固定效应和随机效应.

(3) 关联函数 (link function)：在给定 u 的条件下, yi 的条件期望是 µi, 即

µi = E(yi|u),而 g(·)是单调可微函数,将随机成分的期望 µi 与系统成分 ηi 联结起

来, 即

g(µi) = ηi = xT
i β + zT

i ui (i = 1, · · · , n). (1.13)

引入矩阵符号, 记

η =




η1

η2

...

ηn




n×1

, µ =




µ1

µ2

...

µn




n×1

, X =




xT
1

xT
2

...

xT
n




n×k

,

Z =




zT
1

zT
2

...

zT
n




n×m

, u =




u1

u2

...

um




m×1

,
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则关联函数可以写成以下矩阵形式

g(µ) = η = Xβ + Zu. (1.14)

例 1.5 (广义逻辑斯谛模型) 医学研究经常涉及到配对二值数据, 比如想了

解癌症病人在主要的癌症治疗中心是否比在一般的社区医院能接受更有效的治疗,

我们不能简单地比较两个地方癌症治疗的有效率,因为两个地方病人的数目差别很

大,比如,癌症治疗中心可能提供较差的治疗,原因是他们要治疗最难的癌症. 一个

可能的方法是采用配对设计：根据治疗的时间、方法和病人的年龄, 我们从癌症治

疗中心随机抽取一个病人与从社区医院抽取的一个病人配成一对,假设响应变量是

90 天内肿瘤大小有没有缩小, 用 yij = 1 表示缩小了, 用 yij = 0 表示没有缩小, 这

里 i = 1, · · · ,m 表示病人对别; 而 j 表示医院类型, j = 1 表示癌症治疗中心, j = 2

表示一般社区医院; 协变量 xij 表示病人来自于哪种医院, xi1 = 0 表示来自癌症

治疗中心, xi2 = 1 表示来自一般社区医院; 记 pij = P (yij = 1|ui), 其中 ui 表示第

i 个病人的随机效应. 于是, 给定 ui 条件下, yij 服从参数为 pij 的伯努利分布, 即

yij |ui ∼ B(pij)(i = 1, · · · ,m; j = 1, 2), 显然 µij = E(yij |ui) = pij > 0, 采用逻辑关

联函数, 即 g(µij) = logit(pij) = log
pij

1− pij
= ηij = α + βxij + ui, 这样得到的广义

线性混合模型称为广义逻辑斯谛模型.

1.2 统计诊断概述

1.2.1 统计诊断的含义

统计模型是统计分析的重要手段, 采用统计模型拟合数据, 进行统计预测和推

断是数据分析的常用方法,只有模型是合理的情况下相应的统计预测和推断才是有

效的,而模型是否合理需要进行统计检验和统计诊断分析,因此,统计诊断是数据分

析的重要环节. 统计诊断的主要任务是通过诊断统计量检测用既定模型 (postulated

model) 拟合观测数据的合理性, 具体说来, 统计诊断主要检测两类数据点：一是异

常点 (outlier), 即严重偏离既定模型的数据点; 二是强影响点 (influential case), 即

对统计推断 (比如参数估计、假设检验等) 的结果有重要影响的点.

需要指出的是,异常点很可能是强影响点,强影响点也很可能是异常点;但二者

之间的联系不是必然的,即异常点也可能不是强影响点,反之亦然. 异常点与强影响
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点之间的关系是一个比较复杂的有争议的问题, 它与数据的实际背景有很大关系,

关于二者关系的讨论可以参阅 Beckman和 Cook(1983), Cook等 (1982), Chatterjee

和 Hadi(1988), 韦博成等 (1991), Pan 和 Fang(2002).

统计诊断方法总是结合数据点进行分析, 研究它们对于统计推断的影响, 所以

也把这个过程称为影响分析 (influence analysis).

1.2.2 统计诊断的主要方法

统计诊断有两种主要方法：点删除 (case deletion) 方法和局部影响分析 (local

influence analysis) 方法, 下面简要介绍这两种方法.

1. 点删除方法

点删除方法也称数据删除方法 (Cook, 1977; Cook et al., 1982), 它通过比较点

删除模型与原模型相应统计量之间的差异, 进行统计诊断分析, 它是统计诊断的最

基本的方法, 适用于线性回归模型和其他更复杂的统计模型.

这里以线性回归模型简单说明点删除方法的含义. 给定一组数据集 X =

{x1, · · · , xn}, 假设 X 对应参数模型 M(θ), 即 X ∼ M(θ). 参数 θ 的一个估计

为 θ̂(MLE 或 LS 估计等), 研究数据点 xi 对 θ̂ 的影响, 考虑删除 xi 前后估计量的

变化, 设删除 xi 后 θ 的估计为 θ̂[i], 构造某种合适的“距离”Di, 用来度量 θ̂[i] 与 θ̂

之间的“差异”, Di 通常称为诊断统计量. 最常用就是如下定义的 Cook 距离

Di(M) = (θ̂[i] − θ̂)TM(θ̂[i] − θ̂), (1.15)

其中 M 是权矩阵 (Cook et al., 1982).

如果 xi 是一个正常的点, 则 θ̂[i] 与 θ̂ 应该相差不大, 从而 Di 会比较小; 如果

Di 比很大,则 θ̂[i] 与 θ̂ 相差很大,说明 xi 的存在与否对 θ 的估计值有重大影响,即

xi 对 θ̂ 有很大影响, 那么 xi 可能是异常点或强影响点. 本书采用的统计诊断方法

是点删除方法, 主要使用类似 (1.15) 的 Cook 距离作为诊断统计量.

2. 局部影响分析

局部影响分析是由 Cook(1986) 基于似然函数提出的一种统计诊断方法, 它用

于评价既定模型假定有微小变动对统计推断产生的局部影响. Cook(1986) 引入了

扰动 (perturbation) 概念, 把异常点和强影响点归结为“比其他点受到更大扰动的
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点”. 局部影响分析方法是一种应用广泛的统计诊断分析方法, 在一定条件下, 前

面提到的点删除诊断方法可以视为局部影响分析方法的特例. 下面以似然距离为

例, 简要介绍局部影响分析方法和相应的统计诊断方法.

给定一组数据集 (xi, yi)(i = 1, · · · , n), 设 Y = (y1, · · · , yn)T 的分布密度为

p(y, θ), 对数似然函数为 L(θ), θ ∈ Θ, 参数 θ 的最大似然估计为 θ̂, 以上模型记

为 M . 假定模型 M 受到扰动变为 M(ω), ω = (ω1, · · · , ωq)T ∈ Ω 是 q 维扰动

向量, 设相应的对数似然函数为 L(θ|ω), 相应的 θ 的 MLE 为 θ̂(ω). 假定存在

ω = ω0 ∈ Ω, 使 M(ω0) = M 是未受到扰动的原模型, 于是有 L(θ|ω0) = L(θ),

θ̂(ω0) = θ̂, L(θ̂) = L(θ̂(ω0)|ω0). 为了评价扰动对统计推断的影响, 对模型 M 和其

扰动模型 M(ω), 最大似然估计 θ̂ 与 θ̂(ω) 之间的似然距离定义为

LD(ω) = 2[L(θ̂)− L(θ̂(ω))], (1.16)

其中 L(θ̂) 是 L(θ) 在 Θ 上的全局最大值, 因此 LD(ω) 表示扰动前后这两个最大值

的改变量,而且 LD(ω) > 0, LD(ω)越大,说明扰动对于估计量 θ̂ 的影响越大.在一

定正则条件下, 参数 θ 的渐近似然置信域为

C(θ) = {θ : 2[L(θ̂)− L(θ)] 6 χ2
1−α(p)}, (1.17)

因此, 若 LD(ω) 很大, 使 θ̂(ω) 落在置信域之外, 则说明 θ̂(ω) 离 θ 很远, 也离 θ̂ 很

远, 即 θ̂(ω) 与 θ̂ 之间的差异很大, 从而认为扰动对估计量的影响很大.

1.3 预 备 知 识

本节给出本书后面章节会用到的一些预备知识, 比如矩阵代数和矩阵微商法

则等, 这些结果的证明可以参阅 Pan 和 Fang(2002), Searle 等 (1992), Vonesh 和

Chinchilli(1997), 王松桂等 (2004).

1.3.1 矩阵代数

定义 1.5 (矩阵的 Kronecker 乘积) 设 A = (aij)m×n, B = (bij)p×q, 定义矩阵

C = (aijB)mp×nq, 称为 A 和 B 的 Kronecker 乘积, 记为 C = A⊗B, 即

C = A⊗B =




a11B a12B · · · a1nB

a21B a22B · · · a2nB
...

...
...

am1B am2B · · · amnB




mp×nq

. (1.18)
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定义 1.6 (矩阵的向量化运算) 设 Am×n = (a1, a2, · · · , an), 称 mn × 1 向量

vec(A) = (aT
1 , aT

2 , · · · , aT
n )T 为矩阵 A 的按列拉直运算, 即将矩阵 A 向量化变为一

个向量.

由定义 1.5 和 1.6 容易得以下公式

vec(ABC) = (A⊗ CT)vec(B). (1.19)

引理 1.1 (Pan et al., 2002) 设 A 和 B 是 p × p 和 q × q 非奇异矩阵, C 是

p× q 矩阵, 而 D 是 q × p 矩阵, 那么

(A + CBD)−1 = A−1 −A−1CB(B + BDA−1CB)BDA−1 (1.20)

引理 1.2 (Pan et al., 2002) 设 A 是 p× p 非奇异矩阵有如下分解

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
,

其中 A11, A12, A21和 A22分别是 k×k, k×(p−k), (p−k)×k和 (p−k)×(p−k)子阵.

假定 A11 和 A22 非奇异,记 A11.2 = A11−A12A
−1
22 A21 和 A22.1 = A22−A21A

−1
11 A12,

则

A−1 =


 A−1

11.2 −A−1
11 A12A

−1
22.1

−A−1
22 A21A

−1
11.2 A−1

22.1




=


 A−1

11 + A−1
11 A12A

−1
22.1A21A

−1
11 −A−1

11 A12A
−1
22.1

−A−1
22 A21A

−1
11.2 A−1

22.1


 (1.21)

引理 1.3 对于分块行向量 a=(a1, · · · , am)与分块对角矩阵 B=diag (B1, · · · ,

Bm), 有 aBaT = a1B1a
T
1 + · · ·+ amBmaT

m, 这里假定涉及的矩阵乘法都有意义.

证明

aBaT = [a1, · · · , am]




B1

. . .

Bm







aT
1

...

aT
m




= [a1B1, · · · , amBm]




aT
1

...

aT
m
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= a1B1a
T
1 + · · ·+ amBmaT

m.

1.3.2 矩阵微商

定义 1.7 (矩阵微商) 设 X 为 m× n 矩阵, y = f(X) 是 X 的一个实值函数,

下列矩阵

∂y

∂X

∧=




∂y

∂x11

∂y

∂x12
· · · ∂y

∂x1n

∂y

∂x21

∂y

∂x22
· · · ∂y

∂x2n

...
...

...
∂y

∂xm1

∂y

∂xm2
· · · ∂y

∂xmn




m×n

(1.22)

称为 y 对 X 的微商. 设 F (X) 是 X 的矩阵函数, 则 F (X) 关于 X 的微商定义为

∂F (X)
∂X

=
∂vec(F (X))

∂vec(X)
.

引理 1.4 (Vonesh et al., 1997) 设 g(x) 是 p × 1 向量 x 的函数, 则对于常数

对称矩阵 A, 有

∂{y − g(x)}TA{y − g(x)}
∂x

= −2D(x)TA{y − g(x)}, (1.23)

其中 D(x) = ∂g(x)/∂xT.

引理 1.5 (Searle et al., 1992) 设 A 是 x 的矩阵函数, 记 |A| 为矩阵 A 的行

列式, 则

∂ log |A|
∂x

= tr
(

A−1 ∂A

∂x

)
,

∂A−1

∂x
= −A−1 ∂A

∂x
A−1, (1.24)

其中 tr(·) 表示矩阵的迹.

引理 1.6 (矩阵函数乘积求导公式) 设 X 为 m×n阶实矩阵, F (X)和 G(X)

分别为 p× q 阶和 q × r 阶实矩阵, 其元素均为 X 的函数, 则

∂F (X)G(X)
∂X

=
∂F (X)

∂X
(Ip ⊗G(X)) +

∂G(X)
∂X

(F (X)T ⊗ Ir). (1.25)

引理 1.7 (复合矩阵函数求导公式) 设 F (G(X))是两个矩阵函数的复合函数,

则有
∂F (G(X))

∂X
=

∂G(X)
∂X

∂F (G)
∂G

. (1.26)
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引理 1.8 (矩阵正则逆求导公式)

∂X−1

∂X
= −(X−1)T ⊗X−1. (1.27)

引理 1.9 (矩阵行列式求导公式)

∂|X|
∂{X} = (XT)−1|X|. (1.28)



第2章 线性混合模型

2.1 模 型 简 介

在现实问题中, 人们常使用下述线性模型来刻画变量之间的随机线性关系

y = β0 + β1x1 + · · ·+ βkxk + ε,

其中, y 是因变量, x1, · · · , xk 是自变量, ε 是随机误差. β1, · · · , βk 是回归系数, 刻

画了自变量对因变量的影响大小. 这里, β0, β1, · · · , βk 均为非随机的常数. 然而,在

实际问题中, 对 Y 产生影响的因素未必一定以固定的方式作用于 Y , 在模型中以

线性形式引入这些因素时, 变量前面的系数就应当是随机的, 而非固定值. 此时, 模

型的形式就推广为本章所要讨论的线性混合模型 (linear mixed model). 为了方便,

给出其样本形式

y = Xβ + Zu + ε, (2.1)

其中, y 是因变量的观测向量, X 是协变量的设计矩阵 (已知), β 是未知回归系数

向量 (非随机), 称为固定效应, Z 是已知矩阵. u 是一个随机向量, 称为随机效应向

量, ε 是随机误差向量, u 与 ε 相互独立, 均无法观测.

上述线性混合模型中, 关于随机效应 u和随机误差 ε的分布,根据不同的先验

信息, 可设置不同的假定. 不失一般性, 总假定 u 和 ε 的期望均为 0, 事实上, 若

记 µu = E(u), 注意到 ZU = Zµu + Z(U − µu), 故可将 u 中心化, 而将其期望归并

到固定效应部分. 此外, 通常假定 u 和 ε 的协方差矩阵有限, 记作 G =̂ var(u) 和

R =̂ var(ε). G和 R的结构可根据先验的信息进一步具体化,通常会包含未知参数,

G 和 R 中包含的未知参数组成的向量记作 ϑ. 关于 u 和 ε 的分布类型, 常常假定

u 和 ε 均服从正态分布, 此时, 称模型为正态 (高斯) 线性混合模型; 若对 u 和 ε 不

作正态假定, 则称模型为非正态线性混合模型.

在线性混合模型 (2.1) 式中, 若记 ε∗ = Zu + ε, 则 E(ε∗) = 0, (2.1) 可以表述为

y = Xβ + ε∗, 将 ε∗ 视为随机误差项, 则 (2.1) 式也可以视为一个线性模型, 具有协
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方差结构 var(y) = ZGZT + R. 若加上正态假设, 则线性混合模型 (2.1) 可等价地

表述为 y ∼ N(Xβ,ZGZT + R).

在这个意义上, 线性混合模型可视作具有特殊协方差结构的线性模型. 但是,

用 (2.1)式描述线性混合模型有其独特的优势. 随机效应项的引入,使得 (2.1)式对

复杂数据结构的刻画更为清晰和直观. 此外, 在许多场合, 随机效应本身的预测也

是人们关心的问题.

通过恰当地设定随机效应设计阵 Z, 以及随机效应 u 和误差 ε 的协方差 (即

var(u) 和 var(ε)) 结构的形式, (2.1) 式可以刻画多种复杂的数据结构 (如：纵向数

据、面板数据等), 下面仅举一例加以说明.

例 2.1 (面板数据模型) 研究一个指标 Y 的变化规律,随机抽取 m个个体进

行 T 个时刻的观测. 第 i个个体第 t个时刻该指标的观测记为 yit, xit 是 p个协变

量相应的取值 (这是一个非随机可观测的 p × 1 向量). 在此问题中, 影响 yit 取值

的因素除了协变量之外, 当然还应当考虑随机误差. 如果假定随机误差 εit 是独立

同分布, 那么, 仅仅用 εit 来刻画 yit 中所包含的随机因素很可能是不够充分的. 事

实上, yit(t = 1, · · · , T )都是来自第 i个个体的观测,只是观测时刻不同,因此,简单

地认定它们之间相互独立是不合理的. 由于 yit(t = 1, · · · , T ) 来自的第 i 个个体是

随机抽取的, 我们有理由认为, 除了随机误差外, 它们可能受到同一个随机因素的

影响, 称之为随机个体效应, 记作 ui. 将上述内容归纳为一个模型, 即有

yit = xT
itβ + ui + εit, i = 1, · · · ,m; t = 1, · · · , T,

其中, 随机误差 εit(i = 1, · · · ,m; t = 1, · · · , T ) 独立同分布, 均值为 0, 方差为 σ2
ε(未

知); 随机个体效应 ui(i = 1, · · · ,m) 独立同分布, 均值为 0, 方差为 σ2
u(未知); 所

有 ui 与 εit 相互独立. 易见, 该模型是模型 (2.1) 的一种特殊形式, 具体而言, 取

y = (y11, · · · , y1T , · · · , ym1, · · · , ymT )T,

X = (x11, · · · , x1T , · · · , xm1, · · · , xmT )T, Z = Im ⊗ 1T ,

u = (u1, · · · , um)T, ε = (ε11, · · · , ε1T , · · · , εm1, · · · , εmT )T,

其中, 1T 为元素全为 1 的 T 维列向量. 等价地, 也可以认为, 该模型刻画了 y 的

均值结构和协方差结构. 其中, 均值结构为 E(y) = Xβ, 而协方差结构为 var(y) =

σ2
uZZT + σ2

εImT , 这里, ZZT 可具体化为 Im ⊗ JT , 其中 JT 表示元素全为 1 的 T

阶方阵.
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上述例子中, 当协变量设计阵 X 选取为某种特殊形式时, 模型也可视为方差

分析模型, 但与一般的固定效应方差分析模型不同的是, 它含有随机效应. Laird 和

Ware(1982) 曾使用线性混合模型研究空气污染对肺功能的影响. 在该研究中, 设定

了 5个观测时刻,分别处在正常空气质量条件下、空气污染警报期和接下来的 3个

星期, 随机抽取了 200 个在校儿童, 观测每个儿童在上述 5 个观测时刻的第一秒用

力呼气量 (FEV1). 研究的一个重要目的是获知空气污染警报期, FEV1 是否有所

下降. 形如例 2.1中的模型被用于该问题的研究.特别地,取 xit 为第 t个元素为 1,

其余元素均为 0 的 T 维向量 (T = 5), 取 β = (β1, · · · , βT )T, 则 βt 就代表了在第 t

个观测时刻, FEV1 的平均取值.问题归结为研究 βt(t = 1, · · · , 5)是否全部相同,抑

或呈现出某种趋势. 应用这个含随机效应的方差分析模型, Laird 和 Ware 得到了

这样的结论：较之空气质量正常时期,在空气污染警报期及之后的观测时刻, FEV1

在平均意义上有所下降.

上述例子仅就线性混合模型的特点和适用背景略作说明. 事实上, 线性混合模

型涵盖着多种类型的模型,适用于纵向数据、面板数据等多种数据类型,被广泛应用

于生物、医学、经济等领域.关于该模型的理论研究,目前已有多部专著,如：Greert

和 Greert(2000), Rao 和 Kleffe(1988), 以及 Searle(1992). 此外, Jiang(2007) 对于线

性混合模型下的理论研究工作近期进展作了较为完整的回顾.

2.2 线性混合模型的常见类型

在线性混合模型 (2.1) 下, 随机效应设计阵 Z、随机效应 u 和随机误差 ε 的协

方差结构 (即 var(u) 和 var(ε) 的结构), 需要根据所研究的问题和数据的特征慎重

选择. 选取不同的 Z、var(u) 和 var(ε), 将得到不同类型的模型. 本节介绍两种典型

的线性混合模型.

2.2.1 方差分量模型

一般的方差分量模型 (variance component model) 定义如下

y = Xβ + Z1u1 + · · ·+ Zsus + Zs+1us+1, (2.2)

其中, y 为观测向量, X, Z1, · · · , Zs+1 为已知的非随机矩阵, β 为未知参数向量,

u1, · · · , us+1 均为随机向量, 相互独立. E(ui) = 0, var(ui) = σ2
i Iti(i = 1, · · · , s + 1),



2.2 线性混合模型的常见类型 · 15 ·

σ2
i (i = 1, · · · , s + 1) 为未知参数, 称为方差分量 (variance component).

若取 Zs+1 = I, 记 ε = us+1, Z = (Z1, · · · , Zs), u = (uT
1 , · · · , uT

s )T, 则方差分量

模型可写作线性混合模型的标准形式 (2.1).

例 2.2 (含协变量的两向随机效应模型) 现研究一个指标 Y 与非随机协变量

X = (X1, · · · , Xp)T 之间的关系. 随机抽取 m 个个体, 并随机抽取 T 个时刻, 在每

个时刻对所有个体的指标 Y 和非随机协变量向量 X 进行观测,分别记其观测值为

yit 和 xit. 则在建模过程中, 不加验证地认定 yit(i = 1, · · · ,m; t = 1, · · · , T ) 相互独

立显然是不合适的. 事实上,数据 yit 之间至少可能存在两种相关,即来自同一个个

体的数据之间的相关和来自同一时刻的数据之间的相关. 因此, 用下述模型来刻画

数据的基本规律不失合理性

yit = xT
itβ + ξi + ηt + εit, i = 1, · · · ,m; t = 1, · · · , T, (2.3)

其中, ξi ∼ N(0, σ2
1) 代表个体效应, ηt ∼ N(0, σ2

2) 代表时间效应, xit 是非随机协变

量向量的样本, 随机误差 εit ∼ N(0, τ2). ξi, ηt, εit, (i = 1, · · · ,m; t = 1, · · · , T ) 之

间全部相互独立. 在此模型中, 来自第 i 个个体的数据 yit(t = 1, · · · , T ) 共享同一

个个体效应 ξi, 而来自第 t 个时刻的数据 yit(i = 1, · · · ,m) 则共享同一个时间效

应 ηt, 从而考虑了数据之间可能存在的上述两种相关性. 需要说明的是, 上述模型

的设定并不意味着我们事先认定随机个体效应或随机时间效应一定存在. 事实上,

若 σ2
1 = 0, 则意味着随机个体效应不存在; 若 σ2

2 = 0, 则意味着随机时间效应不

存在. 判断这两个随机效应是否存在, 实际上就是假设检验问题 H01 : σ2
1 = 0 和

H02 : σ2
2 = 0.

易见, 模型 (2.3) 是方差分量模型 (2.2) 的一种特殊形式, 其中, X, y 和 u3 的

形式分别同例 2.1 中的 X, y 和 ε, 而 Z1 = Im ⊗ 1T , Z2 = 1m ⊗ IT , Z3 = ImT ,

u1 = (ξ1, · · · , ξm)T, u2 = (η1, · · · , ηT )T. 在该模型中, 若 ξi(i = 1, · · · ,m) 或 ηt(t =

1, · · · , T ) 的方差退化为 0, 则模型退化为单向随机效应模型. 此外, 恰当地选取

xit(i = 1, · · · ,m; t = 1, · · · , T ) 的取值, 则模型 (2.3) 也可能是一个同时包含随机效

应和固定效应的方差分析模型 (如例 2.1).

2.2.2 纵向模型

在实际问题中, 人们可能需要处理这样的数据：它们形成自然的分组, 各组数

据之间相互独立,而组内数据之间则可能存在相关.纵向数据 (longitudinal data)就
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常常具备这样的性质：假设随机抽取 m 个个体, 对第 i 个个体在 Ti 个时刻进行观

测, 如果这 m 个个体之间相互独立, 则可将个体视为上述组别, 而个体在不同时刻

的观测值之间存在相关性是很常见的情形. 具备上述特征的数据, 其统计规律可以

用下述 Datta 和 Lahiri(2000) 提出的模型加以刻画：

yi = Xiβ + Ziαi + εi, i = 1, · · · ,m, (2.4)

其中, yi 是来自第 i 个组的观测向量; Xi 和 Zi 是已知的非随机矩阵; β 是待估的

回归系数向量; αi 是第 i 个组的随机效应; εi 是第 i 个组的随机误差; αi, εi (i =

1, · · · ,m)相互独立, E(αi) = 0, E(εi) = 0, var(αi) = Gi, var(εi) = Ri (i = 1, · · · ,m).

y = (yT
1 , · · · , yT

m)T 的协方差结构

var(y) = diag(Z1G1Z
T
1 + R1, · · · , ZmGmZT

m + Rm),

这里, diag(A1, · · · , Am) 表示以 A1, · · · , Am 为主对角块的分块对角矩阵.

易见, 模型 (2.4) 是线性混合模型 (2.1) 的特例. 在 (2.1) 式中取

y = (yT
1 , · · · , yT

m)T, X = (XT
1 , · · · , XT

m)T, α = (αT
1 , · · · , αT

m)T,

Z = diag(Z1, · · · , Zm), ε = (εT
1 , · · · , εT

m)T,

即得模型 (2.4). 该模型虽然称为纵向模型, 但其适用范围并不局限于纵向数据, 对

于组间独立的分组数据通常都是适用的.

根据先验信息, 可以进一步设定协方差矩阵 Gi 和 Ri 的结构, 但 Gi 和 Ri 通

常包含未知参数,记 Gi 和 Ri(i = 1, · · · ,m)中包含的未知参数组成的向量为 ϑ. Zi,

Gi 和 Ri 的形式选择, 就构成了对 yi 的协方差结构的具体假定. 此外, 通过选取

Xi 的形式, 也可以进一步对纵向模型 (2.4) 的均值结构作出较为具体的假定, 下面

举一个例子以作说明.

例 2.3 (增长曲线模型) 增长曲线模型主要被用来刻画某个指标的变化趋势

和规律,比如：儿童体重随着时间推移的变化规律;某个指标随着空间位置变动的变

化趋势; 某项人体体征指标随着使用药物剂量变化而产生的变化等. 该模型一直较

受关注,许多文献对其加以讨论,如：Potthoff和 Roy(1964), Grizzle和 Allen(1969),

Rao(1973), Kshirsagan和 Smith(1995). 这里仅讨论增长曲线模型的一个特例,以说

明纵向模型的一些特点. 假设对 m 个个体, 在 k 个时刻进行观测, 记 yit 为第 i 个
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个体在第 t 个时刻的观测值, 模型的形式为

yit = ξi + zT
itηi + εit, i = 1, · · · ,m; t = 1, · · · , k, (2.5)

其中, εit 为随机误差, 由两部分组成：一部分刻画序列相关 (这里假设是一阶自回

归相关), 另一部分代表独立同分布的随机波动. εi = (εi1, · · · , εik)T 的期望为 0, 协

方差阵为

Rε =̂ cov(εi) =
σ2

1

1− φ2




1 φ · · · φn−1

φ 1 · · · φn−2

...
...

...

φn−1 φn−2 · · · 1




+ σ2
2I;

此外, zit 为第 i个个体在第 t个时刻处协变量向量 (非随机)的观测值; ξi 为随机截

距, ηi 为随机回归系数向量. α∗i =̂ (ξi, η
T
i )T 满足 E(αi) = µα, Gα =̂ var(αi) > 0(不

假定 Gα 具有特殊结构, 如对角阵等). 另, 假定 αi 与 εi 相互独立, 且对 i 6= j, αi

与 αj 独立, εi 与 εj 独立.

易见, 该增长曲线模型是纵向模型的一个特例. 事实上, 在模型 (2.4) 中, 取

Xi = Zi = ((1, zT
i1)

T, · · · , (1, zT
ik)T)T, β = µα, αi = (ξi, η

T
i )T−µα, Gi = Gα, Ri = Rε,

i = 1, · · · ,m, 即得 (2.5) 式.

本节介绍了线性混合模型的两种常见类型 —— 方差分量模型和纵向模型. 这

两种类型并不完全相斥,有些模型既是方差分量模型,又可视为纵向模型,例如：下

述单向随机效应模型

yij = µ + ξi + εij , i = 1, · · · ,m; j = 1, · · · , k, (2.6)

其中, µ是总平均,为非随机常数; ξi为随机个体效应, εij 为随机误差. 现假定 ξi(i =

1, · · · ,m) 相互独立同分布, E(ξi) = 0, var(ξi) = σ2
ξ , εij (i = 1, · · · ,m; j = 1, · · · , k)

相互独立同分布, E(εij) = 0, var(εij) = σ2
ε . 所有 ξi, εij 之间均相互独立. 上述单向

随机效应模型 (2.6)式显然是一个方差分量模型,只需在 (2.2)式中取X = 1mk, β =

µ, Z1 = Im⊗1k, u1 = (ξ1, · · · , ξm)T, Z2 = I, u2 = (ε11, · · · , ε1k, · · · , εm1, · · · , εmk)T;

同时, (2.6) 式也是一个纵向模型, 只需在 (2.4) 中取 Xi = 1k, β = µ, Zi = 1k,

αi = ξi, εi = (εi1, · · · , εik)T (i = 1, · · · ,m).

另一方面, 方差分量模型和纵向模型又各有特点：方差分量模型的一个显著

特点是出现在模型中的所有随机效应均互不相关; 纵向模型的显著特点则是模型



· 18 · 第 2 章 线性混合模型

的分组性质和各个组之间的独立性, 这使得纵向模型较适用于数据自然分组的情

形. 这两种模型一般而言不能相互涵盖, 例如, 例 2.2 中所列两向分类随机效应模

型就无法视作纵向模型, 因为无论以个体或时间对数据分组, 组间的独立性均会受

到破坏,这种破坏来自于分属不同组的观测在另一个方向上共有的随机效应.又如,

例 2.3 中所列增长曲线模型也无法视为方差分量模型, 因为无论是随机效应向量

αi =̂ (ξi, η
T
i )T 还是随机误差向量 εi =̂ (εi1, · · · , εik)T, 其分量之间均无法保证互不

相关, 这与方差分量模型的假设相悖.

线性混合模型涵盖甚广, 包括的模型形式灵活多样, 这里不再一一列举. 线性

混合模型形式的设定, 本质上是根据先验信息, 对因变量观测向量的均值结构和协

方差结构作出具体假设. 既然是假设,当然有可能存在偏误,而在参数模型下,不预

作假设显然是不现实的, 例如, 若不对因变量观测向量 y 的协方差结构作出假定,

则 y 的协方差矩阵中的元素都是未知的待估参数, 其数量之大显然超过了样本量

所能支持的程度. 因此, 根据先验信息选择模型具体形式, 但不过分信任初始选择

的模型形式, 重视模型的检验、诊断和模型选择, 不失为明智的策略.

2.3 参 数 估 计

参数估计是线性混合模型统计推断的基本内容和重要环节. 本节将介绍几种常

见的估计方法. 正如 2.1节中提到的,线性混合模型是线性模型 y = Xβ+e (E(e) =

0, var(e) = Σ ) 的一个特例 (观测向量 y 的协方差矩阵具有特定的结构). 因此, 若

其观测向量的协方差矩阵已知, 则对于固定效应回归系数 β 的估计理论,可以纳入

线性模型回归系数的估计理论体系 (包括估计方法和估计的性质等内容), 细节可

参看相关文献, 如：王松桂等 (2004).

2.3.1 最大似然估计

1. 最大似然估计原理及求取方法

最早将最大似然估计 (maximum likelihood estimate)方法应用于混合模型的是

Hartley 和 Rao(1967). 在线性混合模型 (2.1) 中, 若假设随机效应和随机误差都服

从正态分布,即 ε ∼ N(0, R), u ∼ N(0, G),则 y ∼ Nn(Xβ, V ),其中 V =̂ ZGZT +R.

故有因变量观测向量 y 的联合密度为
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f(y) = (2π)−n/2|V |−1/2 exp
{
−1

2
(y −Xβ)TV −1(y −Xβ)

}
. (2.7)

故有, 对数似然函数为

l(β, ϑ|y) = −n

2
log(2π)− 1

2
log |V | − 1

2
(y −Xβ)TV −1(y −Xβ), (2.8)

其中, ϑ 是 V 中包含的未知参数组成的向量. 根据最大似然估计 (MLE) 的定义, β

和 ϑ 的最大似然估计应使得上述对数似然函数达到最大, 即

(β̂T, ϑ̂T)T = arg max
β,ϑ

l(β, ϑ|y). (2.9)

注意到使得 l(β, ϑ|y)达到最大的一个必要条件是 (y−Xβ)TV −1(y−Xβ) = [V −1/2(y−
Xβ)]T[V −1/2(y − Xβ)] 达到最小, 即在 V −1/2X 的列空间上寻求一个向量使得

V −1/2y − V −1/2Xβ 的欧氏模达到最小. 这意味着 V −1/2Xβ̂ 是 V −1/2y 在 V −1/2X

的列空间上的投影, 故根据投影的性质有

(V −1/2y − V −1/2Xβ̂)T(V −1/2X) = 0, i.e., XTV −1Xβ̂ = XTV −1y, (2.10)

解方程立得

β̂(ϑ) = (XTV −1X)−1XTV −1y. (2.11)

当 X 列不满秩时, 应该在上式中将 (XTV −1X)−1 替换为广义逆 (XTV −1X)−. 虽

然 X 列不满秩时满足方程 (2.10)的 β̂ 不唯一,但 V −1/2Xβ̂ 却是唯一的,与广义逆

的选择无关. 将 β̂(ϑ) = (XTV −1X)−1XTV −1y 代入 l(β, ϑ|y) 中, 记

l∗(ϑ|y) =̂ l(β̂(ϑ), ϑ|y). (2.12)

如此, 则最大似然估计的求解问题归结为求取 l∗(ϑ|y) 的最大值点：

ϑ̂ = arg max
ϑ

l∗(ϑ|y). (2.13)

对于该最大值问题,通常很难获得显式解,但可以使用数值求解方法解决该问题.下

面介绍较为常用的牛顿–拉弗森 (Newton-Raphson) 方法.

l∗(ϑ|y) 的极大值点应当满足方程

∂l∗(ϑ|y)
∂ϑ

= 0. (2.14)
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选定初值 ϑ(0), 将上式左端在 ϑ(0) 处泰勒 (Taylor) 展开得

∂l∗(ϑ|y)
∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ=ϑ(0)

+
∂2l∗(ϑ|y)
∂ϑ∂ϑT

∣∣∣∣
ϑ=ϑ(0)

(ϑ− ϑ(0)) ≈ 0, (2.15)

以 ϑ 为未知量, 解方程得

ϑ(1) = ϑ(0) −
[

∂2l∗(ϑ|y)
∂ϑ∂ϑT

∣∣∣∣
ϑ=ϑ(0)

]−1
∂l∗(ϑ|y)

∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ=ϑ(0)

. (2.16)

牛顿–拉弗森迭代方法通过下述迭代公式实现：

ϑ(k+1) = ϑ(k) −
[

∂2l∗(ϑ|y)
∂ϑ∂ϑT

∣∣∣∣
ϑ=ϑ(k)

]−1
∂l∗(ϑ|y)

∂ϑ

∣∣∣∣
ϑ=ϑ(k)

. (2.17)

其中, ϑ(k) 是方程 (2.14) 的第 k 步迭代近似解. 初始值 ϑ(0) 给定后, 即可据 (2.17)

得到 ϑ(1), 进而得到 ϑ(2), · · · , 直至某一步的迭代值 ϑ(l) 满足预设的收敛精度要求

(精度通常通过比较前后两次或多次迭代值之间的差异确定), 则取该 ϑ(l) 为方程

(2.14) 的数值解, 亦即近似地取 ϑ 的 MLEϑ̂ = ϑ(l). 这里, (2.17) 右端的第二项
[
∂2l∗(ϑ|y)/∂ϑ∂ϑT

∣∣
ϑ=ϑ(k)

]−1
∂l∗(ϑ|y)/∂ϑ|ϑ=ϑ(k) 可以视作在求取第 k + 1 步迭代值

ϑ(k+1) 时, 对 ϑ(k) 的修正项. 当 ϑ(k) 渐趋于 0 时, ∂l∗(ϑ|y)/∂ϑ|ϑ=ϑ(k) 渐趋于 0, 从

而修正项也渐趋于 0. 一阶偏导向量 ∂l∗(ϑ|y)/∂ϑ和二阶偏导矩阵 ∂2l∗(ϑ|y)/∂ϑ∂ϑT

的求取可以通过矩阵微商等运算公式实现,这些矩阵理论细节可参看本书预备知识

及相关文献,如：倪国熙 (1982), Bellman(1970),王松桂等 (2004). 下面求取 (2.17)

中需要用到的几个矩阵微商. 为了表述简洁, 在不会发生误解的前提下, 将对一些

符号使用简写,如：将 l∗(ϑ|y)简记为 l∗ 或 l∗(ϑ). 首先,由链锁法则 (chain rule),有

∂l∗(ϑ)
∂ϑ

=
∂β̂(ϑ)

∂ϑ

∂l(β, ϑ)
∂β

∣∣∣∣
β=β̂(ϑ)

+
∂l(β, ϑ)

∂ϑ

∣∣∣∣
β=β̂(ϑ)

, 再由
∂l(β, ϑ)

∂β

∣∣∣∣
β=β̂(ϑ)

= 0, 立得

∂l∗(ϑ)
∂ϑ

=
∂l(β, ϑ)

∂ϑ

∣∣∣∣
β=β̂(ϑ)

. (2.18)

上式中,左右两端对 ϑ求导,再次使用链锁法则得
∂2l∗(ϑ)
∂ϑ∂ϑT

=
∂β̂(ϑ)

∂ϑ

∂2l(β, ϑ)
∂ϑ∂βT

∣∣∣∣
β=β̂(ϑ)

+

∂2l(β, ϑ)
∂ϑ∂ϑT

∣∣∣∣
β=β̂(ϑ)

. 另由 0 =

∂
∂l(β, ϑ)

∂β

∣∣∣∣
β=β̂(ϑ)

∂ϑ
=

∂β̂(ϑ)
∂ϑ

∂2l(β, ϑ)
∂β∂βT

∣∣∣∣
β=β̂(ϑ)

+

∂2l(β, ϑ)
∂β∂ϑT

∣∣∣∣
β=β̂(ϑ)

, 立得
∂β̂(ϑ)

∂ϑ
= − ∂2l(β, ϑ)

∂β∂ϑT

∣∣∣∣
β=β̂(ϑ)

(
∂2l(β, ϑ)
∂β∂βT

∣∣∣∣
β=β̂(ϑ)

)−1

. 将其代


