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前 　 　 言

本书是为研究生学习数学物理方程而编写的 ．研究生在本科阶段已学过这方

面的课程 ，为了避免重复并且达到提高的目的 ，本书选择内容较深 ，讲述方法立

足点较高 ．特别是引进了若干泛函方面 的理论（例 如 ，第 二章中 Hilber t 空 间概

念） ，并且尽可能给出严格的数学证明（例如 ，第四章详细证明了本征函数系完备

性定理） ．当然 ，直观的物理描述方法还是占主导地位 ．
本书共分八章 ，各章的内容大致如下 ：第一章讲述数学物理方程的基本问题 ，

介绍几个典型定解问题的求解方法 ，重点讨论定解问题的适定性（主要是惟一性和

稳定性） ．第二章讲述分离变数法基本原理 ．首先引进 Hilber t 空间概念（特别是平

方可积函数空间 L ２［ a ，b］） ．因为正交函数展开是分离变数法的关键 ，故第二章对

一定函数类按完备的正交归一系展开问题进行了详细的讨论 ．本章讨论的另一个

十分重要的问题是本征值问题 ，特别是 SturmLiouville 型本征值问题 ．第三章介

绍求解定解问题的一个重要方法 ，即 Green 函数理论 ．本章特别强调的一个问题

是如何利用 Green 函数把微分方程化成积分方程 ．第四章介绍一种十分有用的近

似方法 ，即变分近似方法 ，它在工程或物理问题中应用广泛 ．第五章是关于积分

方程的基本理论 ，因微分方程可通过 Green 函数转化成积分方程 ，而对积分方程

的讨论往往比较简单（例如讨论解的存在性） ．此外 ，积分方程在实际问题中也经

常出现 ．第六章讨论微扰理论 ，主要介绍正则微扰（参数变形法和多尺度展开） 、
奇异微扰及边界层理论方面的基本概念 ．实际问题能严格求解的很少 ，因此微扰

理论具有实用意义 ．这方面的理论相当丰富 ，本章仅仅介绍一些基本思想 ．第七

章介绍目前科学与工程的热点课题 ，即数学物理方程的逆问题 ，介绍逆问题的基本

概念和主要方法 ．最后 ，第八章介绍若干典型的非线性数学物理方程 ，特别是这

些非线性方程存在的“孤立波”解 ．
整个课程大致需要 １２０ 学时左右 ，总的来说 ，量比较大 ．但因研究生自学能力

强 ，本书的数学推导详细 ，适合于自学 ．选择适当的章节 ，在 ８０ 学时（或 ６０ 学时）
内完成教与学的任务是不成问题的 ．

本书的出版得到国家杰出青年科学基金和南京大学“９８５”工程的资助 ．
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第一章 　 数学物理方程的基本问题

数学物理方程是源于物理及工程问题的微分方程（常微分方程和偏微分方

程） ．典型的数学物理方程包括波动方程 、输运方程及位势方程 （ Laplace 方程） ．
它们分别描述三类不同的物理现象 ：波动（声波和电磁波） 、输运过程（热传导和

扩散）和状态平衡（静电场分布 、平衡温度场分布和速度势等） ．从方程本身来看 ，
它们又是三类方程 ，即双典型 、抛物型和椭圆型方程的最简单例子 ．

除偏微分方程外 ，另一类十分重要的数学物理方程为积分方程 ，即方程中含

有未知函数 u（ x１ ，x２ ，… ，xn）积分的方程 ．典型的积分方程有第一 、第二类 Fred
holm 和 Volterra 方程 ，我们将在第五章专门讨论 ．

本章讨论三类典型数学物理方程的若干基本问题 ，主要内容有 ：１１ 节讨论数

学物理方程的分类并引出定解问题及定解问题适定性的概念 ，以后各节分别讨论

波动方程 、Laplace 方程以及热传导方程的各种定解问题 ，重点是解的惟一性和稳

定性 ．

１１ 　 数学物理方程的分类及一般性问题

本节首先简单介绍有关偏微分方程及其解的若干基本概念 ，然后讨论二阶线

性偏微分方程的分类以及标准形式 ，最后在 １１４ 小节中讨论数学物理方程的一

般性问题 ，即定解问题以及定解问题适定性概念 ．

111 　 基本概念 ：古典解和广义解

含有未知函数 u（ x１ ，x２ ，… ，xn）及偏导数的方程称为偏微分方程 ，如果方程

中出现的偏导数最高阶为 m 则称方程为 m阶偏微分方程 ．进一步 ，如果方程关

于 u 及 u 的各阶偏导数都是线性的 ，则称方程为 m阶线性偏微分方程 ．
二阶线性偏微分方程的一般形式为

L u ＝ f （１１１）
其中算子 L 定义为

L ≡ ∑
n

i ， j ＝ １
ai j

２

 xi xj
＋ ∑

n

i ＝ １
bi 
 xi

＋ c （１１２）

其中 ai j 、bi 、c 和 f 都是变量 r ＝ （ x１ ，x２ ，… ，xn）的函数 ．显然 ，可以写出无数偏微

分方程 ，但并不是每个方程都有它的实际应用 ．因此我们主要讨论物理和工程中



出现的方程 ，这样的方程称为数学物理方程 ． 典型的数学物理偏微分方程有三

类 ：波动方程 、输运方程以及位势方程 ，它们分别具有以下形式

（１） 波动方程

utt － a２ Δ ２u ＝ f（ r ，t） （１１３）

　 　 （２） 输运方程

ut － a２ Δ ２u ＝ g（ r ，t） （１１４）

　 　 （３） 位势方程

Δ ２u ＝ h（ r） （１１５）
其中 r ＝ （ x１ ，x２ ，… ，x n）表示空间变量 ，t 表示时间变量 ，Δ ２

为 Laplace 算子

Δ ２ ＝ ∑
n

i ＝ １

２

 x２
i

（１１６）

显然 ，以上三个方程是二阶线性偏微分方程（１１１）的特例 ．
以二阶线性偏微分方程（１１１）为例 ，我们来说明方程解的概念 ．式（１１１）

的解是指函数 u（ x１ ，x２ ，… ，xn）具有方程出现的各阶连续偏导数 ，使方程的左边

恒等于右边 ，这样的解称为式（１１１）的古典解 ．考虑二个自变量（ x ，t）的波动方

程

２ u
 t２ － ２ u

 x２ ＝ ０ （１１７）

作变换

ζ ＝ x ＋ t
２ ；　 　 η ＝ x － t

２ （１１８）

则式（１１７）变成

２ u
 ζ η ＝ ０ （１１９）

上式的解可积分两次得到 ，具有一般形式

u（ ζ ，η） ＝ F（ ζ） ＋ G（ η） （１１１０）
显然上式是式（１１９）解的基本条件是 ，F（ζ）和 G（ η）必须具有连续的一阶偏导

数 ．回到原来的变数 ，可得式（１１７）的通解为

u（ x ，t） ＝ F（ x ＋ t） ＋ G（ x － t） （１１１１）
把上式代入式（１１７） ，显然要求 F（ x ＋ t）和 G（ x － t）关于（ x ，t）具有连续的一

阶和二阶偏导数 ．由此可见 ，尽管式（１１７）与（１１９）可通过变换式（１１８）等
价起来 ，但二者的古典解对函数 F 和 G 有不同的光滑性要求 ．式（１１１１）中任意

函数 F 和 G 由其他附加条件决定 ．如果我们要求 u（ x ，t）满足初始条件

u t ＝ ０ ＝ f（ x） ；　 　 ut t ＝ ０ ＝ g（ x） （１１１２）

则 F 和 G 应满足
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f（ x） ＝ F（ x） ＋ G（ x）
g（ x） ＝ F′（ x） － G′（ x） （１１１３）

不难求得

２ F（ x） ＝ f（ x） ＋∫
x

c
g（ s）d s ；　 　 ２ G（ x） ＝ f（ x） －∫

x

c
g（ s）d s

其中 c 为任意实数 ．于是满足初始条件式（１１１２）的式（１１７）的解为

u（ x ，t） ＝ １
２ ［ f（ x － t） ＋ f（ x ＋ t）］ ＋ １

２∫
x ＋ t

x － t
g（ s）d s （１１１４）

上式称为 d′Alember t 公式 ．显然 ，上式满足式（１１７）的条件是 f（ x）具有连续的

一阶和二阶导数 ，而 g（ x）具有连续的一阶导数 ，即要求 f ∈ C２ ， g ∈ C１ ，否则式

（１１７）和（１１１２）不存在古典解 ．但是 ，实际物理问题往往不能给出具有如此

光滑性的函数 f 和 g ，而这样的问题却有实际意义 ．例如考虑 f 和 g 具有形式

f（ x） ＝
２（ x２ － １）２ ，　 　 x ≤ １

０ ，　 　 x ＞ １
；　 　 g（ x） ＝ ０ （１１１５）

显然 ， f （ x）在 x ＝ ± １ 处一阶导数连续 ， 但二阶导数间断 ． 因此 ， 严格地讲

式（１１７）和（１１１５）不存在古典解 ．但如果把式（１１１５）代入式（１１１４）有
u（ x ，t） ＝ u１（ x ，t） ＋ u２（ x ，t） （１１１６）

其中

u１ （ x ，t） ＝
［（ x － t）２ － １］２ ，　 　 | x － t | ≤ １

０ ，　 　 | x － t | ＞ １
（１１１７）

u２ （ x ，t） ＝
［（ x ＋ t）２ － １］２ ，　 　 | x ＋ t | ≤ １

０ ，　 　 | x ＋ t | ＞ １
（１１１８）

显然 ，在 xt 平面上除四条直线｜ x ± t｜ ＝ １ 外 ，式（１１１６）满足波动方程（１１７） ．
因此 ，可把式（１１１６）看作式（１１７）的一种广义解 ．由于在｜ x ± t｜ ＝ １ 上 u（ x ，t）
的二阶导数间断 ，但一阶导数连续 ，故这种广义解也称为弱间断解 ．

因此 ，有必要推广方程解的含义 ，引进广义解的概念 ．广义解有多种定义 ，
本节介绍基于函数序列收敛概念定义的广义解 ，在以后的讨论中 ，我们将根据具

体情况 ，给出广义解的具体定义 ．仍然以式 （１１１２）为例 ， 存在古典解的条件

f ∈ C２和 g ∈ C１ 不成立 ，但可设想用下述方法来解决这一问题 ．我们选取函数序

列｛ fn｝和｛ gn｝ ，并且序列的每个元素满足 fn ∈ C２ 和 gn ∈ C１ ，于是对每一对 f n
和 gn 可以建立一系列初值问题

２ un

 t２ －
２ un

 x２ ＝ ０ （１１１９）

un t ＝ ０ ＝ fn（ x） ；　 　
 un

 t t ＝ ０ ＝ gn （ x） （１１２０）
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显然 ，这些初值问题的古典解存在且为

un（ x ，t） ＝ １
２ ［ fn（ x － t） ＋ fn（ x ＋ t）］ ＋ １

２∫
x ＋ t

x － t
gn （ s）d s （１１２１）

当 n → ∞ 时 ，如果序列｛ fn ｝和｛ gn ｝在“某种意义下”收敛到 f（ x）和 g（ x）
lim
n → ∞

fn ＝ f（ x） ；　 　 lim
n → ∞

gn ＝ g（ x） （１１２２）

并且｛ un｝也在“某种意义下”收敛到某个函数 u（ x ，t）
lim
n → ∞

un（ x ，t） ＝ u（ x ，t） （１１２３）

则把 u（ x ，t）称为“某种意义下”的广义解 ．所谓“某种意义下” ，可以是严格的一

致收敛 ，也可以是“平均收敛”（见第二章）或“弱收敛”（见第三章） ，只要我们对“某
种意义下”的选择恰当 ，那么所得的广义解也有意义 ．

对一般的方程 （１１１） ，设函数序列｛ un ｝满足可微条件（L 中出现的各阶导

数）且在“某种恰当意义下”收敛到 u
lim
n → ∞

un ＝ u （１１２４）

如果 L un 也在“某种恰当意义下”收敛到 f
lim
n → ∞

L un ＝ f （１１２５）

则我们称 u 为式（１１１）的广义解 ．

112 　 两个自变量二阶线性方程的分类和化简

考虑二个自变量（ x ，y）的二阶线性偏微分方程

L u ≡ a ２ u
 x２ ＋ ２ b ２ u

 x y ＋ c 
２ u
 y２ ＋ d  u

 x ＋ e  u y ＋ gu ＝ f 　 （１１２６）

图 １１１ 　 曲线 C 及邻域 C′

其中 a 、b 、c 、d 、e 、 f 和 g 都是 x 和 y 的

已知函数 ． 我们从下列问题引出上式的

特征方程 ， 然后根据特征方程来对方程

进行分类和化简 ．设在 xy 平面上给定

曲线 C ，如图 １１１ ， C 的参数方程为

x ＝ φ（ t）
y ＝ ψ（ t） （１１２７）

在 C 上给定 u ＝ u （ x ， y） ＝ u ［ φ （ t） ，
ψ（ t）］ 、p ≡ ux ［ φ （ t） ，ψ（ t）］以及 q ≡
uy［ φ（ t） ，ψ（ t）］ ，且满足相容性条件

d ud t ＝ p d xd t ＋ q d yd t
曲线 C 上的 u 、p 和 q 称为 Cauchy数据 ．问题是 ，由 C 上给定的 Cauchy 数据 ，如
何求 C 的邻域 C′上 u（ x ， y）的值 ？ 利用 Taylor 展开
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u（ x′ ，y′） ≈ u（ x０ ，y０） ＋ p Δ x ＋ q Δ y ＋ １
２ ux x（ x０ ，y０）（Δ x）２

　 　 　 　 　 　 　 ＋ １
２ uy y（ x０ ，y０ ）（ Δ y）２ ＋ １

２ ux y（ x０ ，y０） Δ x Δ y ＋ …

其中（ x０ ，y０）在 C 上 ，（ x′ ，y′） ＝ （ x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y）在 C′上 ．为此 ，至少必须知

道 C 上 u（ x ，y）的二阶偏导数 u x x 、ux y和 uyy ．在 C 上有

d p
d t ＝  p

 x
d x
d t ＋  p

 y
d y
d t ＝ ux x

d x
d t ＋ ux y

d y
d t （１１２８）

d q
d t ＝  q

 x
d x
d t ＋  q

 y
d y
d t ＝ ux y

d x
d t ＋ uy y d y

d t （１１２９）

因为 u（ x ，y）是式（１１２６）的解 ，故从式（１１２６） ～ （１１２９）可得决定 ux x 、ux y

和 uy y的线性方程组

d x
d t ux x ＋ d y

d t ux y ＋ ０ · uy y ＝ d p
d t （１１３０）

０ · ux x ＋ d xd t ux y ＋ d yd t uyy ＝ d qd t （１１３１）

aux x ＋ ２ bu x y ＋ cuyy ＝ f － （ dp ＋ eq ＋ gu） （１１３２）

上述方程的解是否存在 ，依赖于系数行列式的性质

Δ ≡
a ２ b c
x′ y′ ０
０ x′ y′

＝ a d y
d t

２

－ ２ b d x
d t ·

d y
d t ＋ c d x

d t
２

如果曲线 C 满足 Δ ≠ ０ ，则解存在且惟一 ．反之 ，如果 Δ ＝ ０ ，则 Cauchy 数据 p 、q
和 u 不能任意给定 ，否则方程组无解 ．满足 Δ ＝ ０ ，即满足方程

a d y
d t

２

－ ２ b d x
d t ·

d y
d t ＋ c d x

d t
２

＝ ０ （１１３３）

的曲线 C 对式（１１２６）有重要意义 ，称之为特征曲线 ．相应地 ，式（１１３３）称为

特征方程 ．因此在特征曲线上 ，Cauchy 数据 p 、q 和 u 不能任意给定 ．式（１１３３）
可改写成形式

a d y
d x

２

－ ２ b d y
d x ＋ c ＝ ０ （１１３４）

于是可解出

d y
d x ＝ １

a b ± b２ － ac （１１３５）

因此 ，特征曲线是否存在依赖于（ b２ － ac） ：
（１） 当 b２ － ac ＞ ０ ，存在两根实的特征曲线 ；
（２） 当 b２ － ac ＝ ０ ，两根实的特征曲线退化成一根 ；
（３） 当 b２ － ac ＜ ０ ，不存在实的特征曲线 ．
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据此可把式（１１２６）作下列分类 ，称式（１１２６）是 ：
双曲型的 ：如果 b２ － ac ＞ ０ ；抛物型的 ： 如果 b２ － ac ＝ ０ ；椭圆型的 ： 如果

b２ － ac ＜ ０ ．
由于 a 、b 和 c 是（ x ，y）的函数 ，故上述分类只在某一区域才成立 ．当方程在

不同的区域具有不同的类型时 ，称之为混合型的 ．当 a 、b 和 c 为常数时 ，方程在

整个（ x ，y）平面内类型不变 ．
例 111 　 一维波动方程（１１７）是双曲型的 ，可求得二簇实的特征曲线 x ±

t ＝ 常数 ，它们是 xt 平面上的直线簇 ；一维热导方程

 u
 t － ２ u

 x２ ＝ ０

是抛物型的 ，只有一簇实特征曲线 t ＝ 常数 ，是 xt 平面上平行于 x 轴的直线 ；二
维 Laplace 方程

２ u
 x２ ＋ ２ u

 y２ ＝ ０

是椭圆型的 ，不存在实的特征曲线 ．
例 112 　 混合型方程最曲型的例子是 Tricomi 方程

y ２ u
 x２ ＋ ２ u

 y２ ＝ ０ （１１３６）

上半平面 y ＞ ０ ，方程是椭圆型的 ；下半平面 y ＜ ０ ，方程是双曲型的 ，这时具有二

簇实特征曲线

x ± ２
３ （－ y）３ ＝ 常数 （１１３７）

而在 x 轴上 y ＝ ０ ，方程是抛物型的 ．
利用特征曲线 ，可对式（１１２６）进行化简 ，从而求出其标准形式 ． 分三种情

况讨论 ：
（１） 方程（１１２６）是双曲型的 ，这时可从式（１１３４）求得两根实特征曲线

φ１（ x ，y） ＝ 常数 ；　 　 φ２ （ x ，y） ＝ 常数 （１１３８）

利用隐函数微分关系

d yd x ＝ －
 φi

 x
 φ i

 y
－ １

，（ i ＝ １ ，２）

可得 φi 满足的方程为

a  φi

 x

２

＋ ２ b  φi

 x
 φi

 y ＋ c  φi

 y

２

＝ ０ （１１３９）

由于式（１１３８）是式（１１３４）的两个独立解 ，故 Jacobi行列式不等于零
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D（ φ１ ，φ２）
D（ x ，y） ＝

 φ１

 x
 φ１

 y
 φ２

 x
 φ２

 y

≠ ０

因此可取变换

ξ ＝ φ１（ x ，y） ；　 　 η ＝ φ２ （ x ，y） （１１４０）

代入式（１１２６）并利用式（１１３９）可得方程

２ u
 ξ η ＋ D  u

 ξ ＋ E  u
 η ＋ Fu ＝ G （１１４１）

其中 D 、E 、F 和 G 是重新定义的已知函数（为了方便 ，下面经常使用这四个字母 ，
并不意味它们在每个方程中都一样） ，上式称为 Laplace 双曲方程 ，其特征曲线是

ξ ＝ 常数 ；　 　 η ＝ 常数

为 ξη 平面上平行于坐标轴的直线簇 ．进一步作变换

ξ ＝ s ＋ t
２ ；　 　 η ＝ s － t

２ （１１４２）

式（１１４１）可化成

２ u
 s２ － ２ u

 t２ ＋ D  u
 s ＋ E  u

 t ＋ Fu ＝ G （１１４３）

式（１１４１）或（１１４３）为双曲型方程的标准形式 ．显然一维波动方程（１１７）或
（１１９）是其最简单的形式 ．

（２） 方程（１１２６）是抛物型的 ，这时只存在一根实特征曲线

φ（ x ，y） ＝ 常数 （１１４４）
φ 同样满足式（１１３９） ，进一步利用 b２ － ac ＝ ０ 可化成

a  φ
 x ＋ c  φ

 y
２

＝ ０ （１１４５）

取 ξ ＝ φ（ x ，y）以及任意函数 η ＝ η（ x ，y） ，只要两者函数独立（Jacobi 行列式不等

于零） ，代入式（１１２６）有
２ u
 η２

＋ D  u
 ξ ＋ E  u

 η ＋ Fu ＝ G （１１４６）

进一步作函数变换

v ＝ uexp － １
２∫

η

η
０

E（ ξ ，τ）dτ （１１４７）

式（１１４６）又可写成

２ v
 η２

－ D  v
 ξ ＝ Fv ＋ G （１１４８）

上式或式（１１４６）为抛物型方程的标准形式 ．显然一维热导方程是其最简单的
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形式 ．　
（３） 方程（１１２６）是椭圆型的 ，因无实的特征曲线存在 ，式（１１３４）的解只

能是复函数 ，故设

φ（ x ，y） ＝ φ１（ x ，y） ＋ i φ２ （ x ，y） ＝ 常数 （１１４９）

是式（１１３４）的一个解 ，则可取变换

ξ ＝ Re［ φ］ ＝ φ１（ x ，y） ；　 　 η ＝ Im［ φ］ ＝ φ２ （ x ，y） （１１５０）

由于 φ（ x ，y）满足

a  φ
 x

２

＋ ２ b  φ
 x ·  φ

 y ＋ c  φ
 y

２

＝ ０ （１１５１）

把式（１１４９）或（１１５０）代入上式 ，实部和虚部分开可得

a ξ
 x

２

＋ ２ b  ξ
 x

ξ
 y ＋ c ξ

 y
２

＝ a  η
 x

２

＋ ２ b  η
 x

 η
 y ＋ c  η

 y
２

a  ξ
 x

 ξ
 y ＋ b ξ

 x
 η
 y ＋  ξ

 y
 η
 x ＋ c  ξ y

 η
 y ＝ ０

利用上二式和式（１１５０） 、式（１１２６）可化成

２ u
 ξ２

＋ ２ u
 η２

＋ D  u
 ξ ＋ E  u

 η ＋ Fu ＝ G （１１５２）

上式为椭圆型方程的标准形式 ．显然二维 Laplace 方程是其最简单的形式 ．
例 113 　 把 Tricomi 方程化成标准形式 ．Tricomi 方程的特征方程为

y d yd x
２

＋ １ ＝ ０ （１１５３）

在椭圆型区域 y ＞ ０ ，上式化成 d x ± i yd y ＝ ０ ，故

x ± i ２
３ y３ ＝ 常数 （１１５４）

取变换

ξ ＝ x ；　 　 η ＝ ２
３ y３ （１１５５）

式（１１３６）变成标准形式

２ u
ξ２

＋ ２ u
 η２

＋ １
３ η

 u
 η ＝ ０ （１１５６）

在双曲型区 y ＜ ０ ，式（１１５３）化为 d x ± － yd y ＝ ０ ，故

x ± ２
３ （－ y）３ ＝ 常数 （１１５７）

取变换

ξ ＝ x － ２
３ （－ y）３ ；　 　 η ＝ x ＋ ２

３ （－ y）３ （１１５８）

式（１１３６）化为标准形式
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２ u
 ξ η － １

６（ ξ － η）
 u
 ξ －  u

 η ＝ ０ （１１５９）

113 　 多个自变量线性方程的分类和标准型

由 １１２ 小节的讨论知 ，方程的类型取决于式（１１２６）左边包含二阶偏导数

的项 ，这些项称为方程的主部 ．因此 ，对 n 个自变量的二阶方程（１１１） ，只要考

虑式（１１２）的主部 L０ 即可

L０ ＝ ∑
n

i ， j ＝ １
ai j

２

 xi xj
（１１６０）

在 n 维空间中一点 r０ ＝ （ x０
１ ，x０

２ ，… ，x０n）的邻域内考虑二次式

A（ λ） ＝ ∑
n

i ， j ＝ １
a０i jλiλ j （１１６１）

其中 a０
i j ＝ ai j （ x０

１ ，x０
２ ，… ，x０

n ） ，我们总可取 ai j ＝ aj i ，并设它们都是实数 ，这样以

a０i j为元素的矩阵是实对称矩阵 ，存在实线性变换

λi ＝ ∑
n

k ＝ １
c０i kηk （１１６２）

可化二次式（１１６１）为标准型

A（ η） ＝ ∑
n

i ， j ， k ， l ＝ １
a０i j c０i k c０j l ηkηl ＝ ∑

n

k ， l ＝ １
∑
n

i ， j ＝ １
a０i j c０i k c０j l ηkηl

＝ ∑
n

k ， l ＝ １
α０kl ηkηl ≡ ∑

n

k ＝ １
εkη２k （１１６３）

其中 α０k l ＝ ∑
n

i ， j ＝ １
a０i j c０i k c０j l ，而 εk 只取 １ ， － １ 或者 ０ ．

另一方面 ，在 r０ ＝ （ x０
１ ，x０

２ ，… ，x０
n）邻域内 ，利用式（１１６２）的系数方阵 c ＝

［ c０i k］的转置方阵 cT ＝ ［ c０ki］作变换

yi ＝ ∑
n

k ＝ １
c０k i xk ，　 　 （ i ＝ １ ，２ ，… ，n） （１１６４）

代入式（１１１）和（１１２） ，其主部的变换为

∑
n

i ， j ＝ １
a０i j ２ u

 xi xj
＝ ∑

n

k ， l ＝ １
∑
n

i ， j ＝ １
a０i j c０i k c０j l ２ u

 yk yl
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　 　 　 　 　 　 ＝ ∑
n

k ， l ＝ １
a０k l ２ u

 yk yl ＝ ∑
n

k ＝ １
εk 

２ u
 y２k

． （１１６５）

根据上式作下列分类 ：
（１） 如果所有的 εk ＝ １ 或者 － １ ，即二次式（１１６１）是正定的（或负定的） ，则

称式（１１１）在点 r０ ＝ （ x０
１ ，x０

２ ，… ，x０
n）的邻域为椭圆型的 ，这时式（１１１）可化成
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标准形式

∑
n

i ＝ １

２ u
 y２i

＋ ∑
n

i ＝ １
bi  u
 yi

＋ cu ＝ f （１１６６）

同样为了方便 ，字母 bi 、c和 f 在下面多次使用 ，但并不意味它们相同 ．

（２） 若在 r０ ＝ （ x０
１ ，x０

２ ，… ，x０
n）点有（ n － １）个 εk ＝ １（或 － １） ，而另一个为 － １

（或 ＋ １）则称式（１１１）在点 r０ ＝ （ x０１ ，x０２ ，… ，x０
n）的邻域为双曲型的 ，有标准形式

２ u
 y２１

－ ∑
n

i ＝ ２

２ u
 y２i

＋ ∑
n

i ＝ １
bi  u yi ＋ cu ＝ f ． （１１６７）

　 　 （３） 若在点 r０ ＝ （ x０１ ，x０２ ，… ，x０
n）有（ n － l）个 εk ＝ １（或 － １）而 l 个 εk ＝ － １（或

＋ １） ，且 l 及 n － l ＞ １ ，则称式（１１１）在点 r０ ＝ （ x０
１ ，x０

２ ，… ，x０
n）的邻域为超双曲

型的

∑
l

i ＝ １

２ u
 y２i

－ ∑
n

j ＝ l ＋ １

２ u
 y２j

＋ ∑
n

i ＝ １
bi  u
 yi

＋ cu ＝ f ． （１１６８）

　 　 （４） 最后 ， 如果恰有一个 εk ＝ ０ ， 同时所有其他的 εk ＝ １（或 － １） ， 则称式

（１１１） 在点 r０ ＝ （ x０
１ ，x０

２ ，… ，x０
n）的邻域为抛物型的 ，有标准形式

 u
 y１ － ∑

n

i ＝ ２

２ u
 y２i

＋ ∑
n

i ＝ １
bi  u

 yi ＋ cu ＝ f ． （１１６９）

　 　 如果 ai j为常数 ，则方程的类型在全空间内不变 ．显然在全空间内 ，波动方程

（１１３）是双曲型的 ，输运方程（１１４）是抛物型的 ，而位势方程（１１５）是椭圆

型 ．由此可见 ，波动方程 、输运方程和位势方程确实是三类典型方程 ．
例 114 　 考虑 L ＝ － Δ ·［ p（ r）Δ ］ ＋ q（ r） ．如果在区域 G 内 p（ r） ＞ ０ ，则 L

在 G 内是椭圆型的 ，于是方程

ρ（ r） ut t ＋ L u ＝ f（ r ，t） （１１７０）

ρ（ r） ut ＋ L u ＝ f（ r ，t） （１１７１）

L u ＝ f（ r） （１１７２）
其中 ρ（ r） ＞ ０ ，分别在 G 内属双曲型 、抛物型和椭圆型方程 ．以上三个方程分别

是比式（１１３） ～ 式（１１５）更为一般的波动方程 、输运方程和位势方程 ，它们分

别描写非均匀介质中的波动 、输运和热平衡 ．

114 　 数学物理方程的一般性问题

我们知道 n 阶常微分方程的通解依赖于 n 个任意常数 ，这些常数由初始条件

或边界条件决定 ．对偏微分方程 ，问题要复杂得多 ，通解一般依赖于任意函数 ．例

如一维波动方程（１１７）的通解式（１１１１）依赖于二个任意函数 F 和 G ，为了决

定这些任意函数 ，必须附加其他条件 ，这些条件由具体的物理问题给出 ．我们主
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要讨论下列三类条件 ：
（１） 初始条件 ：例如对波动方程（１１７０）和热导方程（１１７１） ，变量 t 具有

时间意义 ．一般给定 t ＝ ０ 时 u（ r ， t）的值

u| t ＝ ０ ＝ φ（ r） （１１７３）

对波动方程 ，由于出现对 t 的二阶偏导数 ，故还必须有

ut | t ＝ ０ ＝ ψ（ r） （１１７４）

这样的问题称为 Cauchy问题或初值问题 ．
（２） 边界条件 ：对椭圆型方程（１１７２） ，一般给定区域 G 的边界 G 上 u（ r）

及 u（ r）的法向导数之间的线性关系

αu ＋ β  u
 n  G

＝ b（ r） （１１７５）

当 α ＝ １ ，β ＝ ０ 时 ，称为第一类边界条件 ；当 α ＝ ０ ，β ＝ １ 时 ， 称为第二类边界条

件 ；当 α ≠ ０ ，β ≠ ０ 时 ，称为第三类边界条件 ．这样的问题称为边值问题 ．
（３） 混合条件 ：当考虑有限区域 G 内的波动或输运问题时 ，必须同时给定初

始条件以及边界条件 ，这样的问题称为混合问题 ．
上述初始条件或边界条件统称为定解条件 ，求偏微分方程满足定解条件的解

的问题称为定解问题 ．注意 ，边界条件式（１１７５）是线性的 ，如果边界条件非线

性 ，即使方程是线性的 ，整个定解问题也是非线性的 ． 一个典型例子是重力作用

下水表面波问题 ，方程为 Laplace 方程 ，但水表面的边界条件是非线性的 ．
从物理上看 ，定解问题的意义也很明显 ，因为方程本身描述物理系统的一般性规

律 ，一个具体的物理系统必须与外界有相互作用 ，这样的相互作用就反映在边界条件

上 ．此外 ，一个系统随时间的变化还与它的“历史”有关 ，初始条件即反映了这点 ．
由以上讨论可知 ，对位势方程 ，我们一般讨论边值问题 ，即定解条件为给定

边界上的数值与法向导数的关系（１１７５） ，而对波动方程和输运方程则可提混合

问题或初值问题 ．这不是偶然的 ，它涉及定解问题的适定性 ，其含义是 ：如果定解

问题同时满足下列三个条件 ：
（１） 存在性 ：即定解问题存在古典解 ；
（２） 惟一性 ：如果解存在 ，是否惟一 ？
（３） 稳定性 ：例如初始条件式（１１７３）或（１１７４）中 φ（ r）或 ψ（ r）有微小变

化 ，解的变化情况如何 ？
那么称定解问题在古典意义下是适定的 ，否则 ，称定解问题在古典意义下不

适定 ．由实际物理问题导出的定解问题 ，其解一般存在且惟一 ，而稳定性具有十

分重要的意义 ．因为无论是初始条件中的数据 ，还是边界条件中的数据 ，甚至方

程中的非齐次项 ，都是由实验测得 ， 必定存在误差 ，如果它们的微小误差带来解

的很大变化 ，则在古典意义下这个问题已没有多大实际意义 ．此外 ，解的存在性
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涉及所给定解条件的相容性 ，如果给出矛盾的定解条件 ，解显然是不存在的 ，而

惟一性问题则涉及所给定解条件的完备性问题 ．
随着近代科学技术的发展 ，出现了许多不适定问题 ，这些不适定问题具有明

显的物理意义 ．一个典型例子是重力探矿中导出的 Laplace 方程的 Cauchy 问题 ，
在古典意义下 ，这个问题是不适的 （见 １４ 节和 ５１ 节的讨论） ．为此发展了许多

求解不适定问题的方法 ，我们将在第七章作简单介绍 ．

１２ 　 波动方程与 Cauchy 问题的适定性

本节讨论最简单的双曲型方程 ，即波动方程的若干重要性质 ．主要有 ：波动

方程的 Cauchy 问题 、混合问题和齐次化原理 ，以及能量不等式和适定性问题 ．尽

管讨论以波动方程为主 ，但许多定性的结果对一般的双曲型方程成立 ．

图 １２１ 　 球面平均

121 　 波动方程的 Cauchy 问题

考虑波动方程的 Cauchy 问题

２ u
 t２ ＝ ∑

n

i ＝ １

２ u
 x２

i
，　 　 （ n ≤ ３）

u（ r ，t） | t ＝ ０ ＝ φ（ r） ；　 　 ut（ r ，t） | t ＝ ０ ＝ ψ（ r） （１２１）

其中 r ＝ （ x１ ，x２ ，… ，x n） ．我们用球面平均法求 n ＝ ３ 时式（１２１）的解 ，基本思

想是 ：代替直接求 u（ r ，t） ，先计算 t 时刻以 r 为中心 ，半径为 ξ 的球面 Sξ 上 u 的

平均值 ，如图 １２１ 设球面 Sξ 上流动坐标为 r′ ＝ （ x′１ ，x′２ ，x′３ ） ，则

ξ ＝ （ x１ － x′１）２ ＋ （ x２ － x′２）２ ＋ （ x３ － x′３ ）２

而 u（ r ，t）的平均值 u－ （ ξ ，t）为

u－ （ ξ ，t） ＝ １
４πξ２ S

ξ

u（ r′ ，t）d S′

（１２２）

其中 d S′是 Sξ 上的面元 ．如果求得 ū（ ξ ，
t） ，只要令 ξ → ０ ，于是应该有

u（ r ，t） ＝ lim
ξ → ０

［ u－ （ ξ ，t）］

（１２３）

设球面 Sξ 包围的体积为 Vξ ，对（１２１）

第一式两边在 Sξ 内作体积分

　 　 ∫ V
ξ

utt d τξ ＝ ∫ V
ξ

Δ ２udτξ 　 （１２４）
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其中 d τξ 是 Vξ 中的体元 ．利用 Gauss 公式 ，式（１２４）右边

∫ V
ξ

Δ ２udτξ ＝  S
ξ

 u
 n′d S′ ＝  S

ξ

 u
ξξ

２dΩ

＝ ξ２ 
 ξ S

ξ

udΩ ＝ ４πξ２  u－
 ξ （１２５）

得到上式 ，已利用

u－ （ ξ ，t） ＝ １
４π ξ２ S

ξ

u（ r′ ，t）d S′ ＝ １
４π S

ξ

udΩ （１２６）

其中 dΩ 为立体角元 dΩ ＝ sinθd θd φ ，而式（１２４）左边

∫ V
ξ

uttd τξ ＝ ２

 t２∫ V
ξ

ur２１ d r１ dΩ ＝ ２

 t２∫
ξ

０
r２１ d r１ S

ξ

udΩ ＝ ４π ２

 t２∫
ξ

０
r２１ u－ d r１

因此有

ξ２  u－
 ξ ＝ ２

 t２∫
ξ

０
u－ r２１ d r１ （１２７）

上式两边对 ξ 求导 ，得 u－ （ ξ ，t）满足的方程

１
ξ２


 ξ ξ２  u－

 ξ － ２ u－

 t２ ＝ ０

或者

１
ξ

２（ ξu－ ）
 ξ２

－ ２ u－

 t２ ＝ ０ （１２８）

作变换 v ＝ ξ u ，得一维波动方程

２ v
 ξ２

－ ２ v
 t２ ＝ ０ （１２９）

由 １１１ 小节知 ， v（ξ ，t）可表示成

v（ ξ ，t） ＝ f１ （ t － ξ） ＋ f２（ t ＋ ξ） （１２１０）

因此 ，球面平均 u－ （ ξ ，t）为

u－ （ ξ ，t） ＝ １
ξ［ f１（ t － ξ） ＋ f２ （ t ＋ ξ）］ （１２１１）

当 ξ → ０ 时 ， u－ （ ξ ，t）必须有限 ，故要求

［ f１（ t － ξ） ＋ f２（ t ＋ ξ）］ ξ ＝ ０ ＝ ０ （１２１２）

于是有

f２ （ t） ＝ － f１ （ t） ≡ f（ t）
因此

ξu－ ＝ f（ t ＋ ξ） － f（ t － ξ） （１２１３）
两边对 ξ 求导
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
 ξ（ ξu

－ ） ＝ u－ ＋ ξ  u－
 ξ ＝ ［ f′（ t － ξ） ＋ f′（ t ＋ ξ）］ （１２１４）

由式（１２３）和上式

u（ r ，t） ＝ lim
ξ → ０

［ u－ ］ ＝ ２ f′（ t） （１２１５）

为求 f′（ t） ，必须利用式（１２１）中初始条件 ，为此计算


 t（ ξu

－ ） ＝ ［ f′（ t ＋ ξ） － f′（ t － ξ）］ （１２１６）

与式（１２１４）相加得


 ξ（ ξu

－ ） ＋ 
 t（ ξu

－ ） ＝ ２ f′（ t ＋ ξ） （１２１７）

令 t ＝ ０ 得


 ξ（ξu

－ ） ＋ 
 t（ ξu

－ ）
t ＝ ０

＝ ２ f′（ξ）

把式（１２６）代入上式 ，得

２ f′（ ξ） ＝ 
ξ

ξ
４π S

ξ

udΩ ＋ ξ
４π S

ξ

 u
 t dΩ t ＝ ０

＝ １
４π


 ξ

ξ S
ξ

φdΩ ＋ ξ S
ξ

ψdΩ
当 ξ ＝ t 时 ，由式（１２１５）

u（ r ，t） ＝ ２ f′（ ξ） | ξ ＝ t

故最后得

u（ r ，t） ＝ １
４π


 t S

t

tφdΩ ＋ t S
t

ψdΩ （１２１８）

图 １２２ 　 Huygens 原理

式中 St 是半径为 t 、圆心在 r 点的球面 ：

｜ r － r′｜２ ＝ t２ ．用球面元表示 ，上式变为

u（ r ，t） ＝ １
４π


 t S t

φ
ξ d S′ ＋  S t

ψ
ξ d S′

（１２１９）
其中 ξ ＝ ｜ r － r′｜ ，上式即为三维波动方

程 Cauchy 问题的解 ，称为 Poisson 公式 ．
当 φ 和 ψ 分别具有连续的三阶和二阶偏

导数时 ， 即 φ ∈ C３ ，ψ ∈ C２ ，不难验证式

（１２１８）或（１２１９）确是三维波动方程

Cauchy 问题的古典解 ．由式（１２１９）可
知 ， r 点处 u（ r ，t）的值完全由球面
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（ x１ － x１′）２ ＋ （ x２ － x２′）２ ＋ （ x３ － x３′）２ ＝ t２

上的初始分布 φ 及 ψ 值决定 ，如果 φ 和 ψ 局域在某一区域 G 中 ，如图 １２２ ，当

t ＜ d 或 t ＞ D 时 ， r 点处 u（ r ，t）等于零 ，其中 d 和 D 分别是 r 点到 G 的最小和

最大距离 ．因此波动有明显的前阵面和后阵面 ，该现象称为 Huygens原理 ．
对二维波动 n ＝ ２ ，初值分布

u t ＝ ０ ＝ φ（ x１ ，x２） ；　 　 ut t ＝ ０ ＝ ψ（ x１ ，x２）

可看作三维情况的特殊情况 ，故式（１２１９）仍成立 ．由于初始条件与 x３ 无关 ，故
可积出 ．把积分投影到 x１′x２′平面上 ，球面元与平面元之间有关系

d S′cos γ ＝ d x１′d x２′
其中 γ 为两个面元的法向之间的夹角

cos γ ＝ t２ － （ x１ － x１′）２ － （ x２ － x２′）２ ／ t
代入式（１２１９）可得

u（ x１ ，x２ ，t） ＝ １
２π D

ψ（ x１′ ，x２′）d x１′d x２′

t２ － （ x１ － x１′）２ － （ x２ － x２′）２
　 　 　 　 　 　 　

　 ＋ １
２π


 t D

φ（ x１′ ，x′）d x１′d x２′
t２ － （ x１ － x１′）２ － （ x２ － x２′）２

（１２２０）

图 １２３ 　 积分在圆内进行

其中 D 为圆域

（ x１ － x１′）２ ＋ （ x２ － x２′）２ ≤ t２

对二维 Cauchy 问题 ，由于积分在圆面上

进行 ，如图 １２３ ，故 Huygens 原理已不

再成立 ． 进一步对式（１２２０）使用降维

法 ，可得一维波动方程 Cauchy 问题的

解 ，设初始条件为

u t ＝ ０ ＝ φ（ x１ ）
ut t ＝ ０ ＝ ψ（ x１） （１２２１）

作坐标平移 η１ ＝ x１′ － x１ ；　 　 η２ ＝ x２′ － x２ ，
在圆域积分 ，式（１２２０）化成

u（ x１ ，t） ＝ １
２π∫

t

－ t
ψ（ x１ ＋ η１ ）dη１∫

t ２ － η２
１

－ t２ － η
２
１

d η２
t２ － η２１ － η２２

　 　 　 　 　

　 ＋ １
２π


 t∫

t

－ t
φ（ x１ ＋ η１ ）d η１∫

t２ － η
２
１

－ t ２ － η ２
１

d η２
t２ － η２１ － η２２

　 （１２２２）

求出积分得到
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u（ x１ ，t） ＝ １
２∫

t

－ t
ψ（ x１ ＋ η１ ）d η１ ＋ １

２

 t∫

t

－ t
φ（ x１ ＋ η１）d η１

即

u（ x１ ，t） ＝ １
２ ［ φ（ x１ ＋ t） ＋ φ（ x１ － t）］ ＋ １

２∫
x
１
＋ t

x
１
－ t

ψ（ τ）d τ （１２２３）

上式与式（１１１４）一致 ． 当 φ ∈ C２ ，ψ ∈ C１ 时不难验证上式确是一维波动方程

Cauchy 问题的古典解 ．
进一步分析式（１２２３）的意义 ，考察局域在［ a ，b］区域内的初始分布 ，如图

１２４ ，经过时间 t 后 ，波动到达的范围（受初始分布影响的区域）由不等式

a － t ≤ x１ ≤ b ＋ t ，　 　 （ t ＞ ０） （１２２４）

限定 ．而在此范围以外 ，则 u（ x１ ，t） ＝ ０ ．在 x１ t 平面上 ，上式表示的区域称为

区域［ a ，b］的影响区域 ，如图 １２５ ．

图 １２４ 　 初值局域分布 图 １２５ 　 ［ a ，b］的影响区域

由式（１２２３）可知 ， u 在 （ x１ ， t）点的值仅仅依赖于 x１ 轴上区间［ x１ － t ，
x１ ＋ t］上的初始分布 ，而与其他点上的初始分布无关 ，因此区间［ x１ － t ，x１ ＋ t］
称为点（ x１ ，t）的依赖区间 ．作二条直线

x１ ＝ a ＋ t ；　 　 x１ ＝ b － t （１２２５）

图 １２６ 　 ［ a ，b］的决定区

及 x１ 轴围成的三角形区 ， 如图 １２６ ，
在此区域内的任一点（ x１ ，t）的依赖区间

都落在区间［ a ，b］之内部 ．因此 ，解在此

三角形区域中的值就完全由［ a ，b］上的

初始分布决定 ，而与此区域外的初始分

布无关 ，这个三角区域称为［ a ，b］的决

定区域 ．给定［ a ，b］上初始分布 ，就可以

在其决定区域中求得 Cauchy 问题的解 ．
值得注意的是 ， 一维波动方程的特
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征线（ x１ ± t ＝ 常数）起着十分重要的作用 ，这正是双曲型方程的普遍特性 ，即在

x１ t 平面上 ，波动沿特征线传播 ．

122 　 非齐次波动方程和推迟势

考虑非齐次方程的 Cauchy 问题

utt ＋ L u ＝ g（ r ，t） （１２２６）

其中 L ＝ － Δ ·［ p（ r）Δ ］ ＋ q（ r） ，在区域 G 内 p（ r） ＞ ０ ，故上式是双曲型方程 ．
设初始条件与式（１２１）中相同 ．由于式（１２２６）是线性方程 ，可令 u ＝ u１ ＋ u２ ，
其中 u１（ r ，t）满足齐次方程 ，但初值不为零 ，如式（１２１）中所表达 ， u２ （ r ， t）满
足非齐次方程 ，而初值为零 ．

Duhamel 齐次化原理指出 ，只要求得 u１（ r ，t） ，则 u２（ r ，t）的解可用 u１（ r ，t）
来表示 ．设齐次方程的下列 Cauchy 问题

φt t ＋ L φ ＝ ０ ；　 　 φ t ＝ τ ＝ ０ ；　 　 φt t ＝ τ ＝ g（ r ，τ） （１２２７）

的解为 φ（ r ，t ，τ） ，则 u２（ r ，t）为

u２（ r ，t） ＝ ∫
t

０
φ（ r ，t ，τ）d τ （１２２８）

上述结论的证明是容易的 ，事实上因为

 u２

 t ＝ φ（ r ，t ，t） ＋∫
t

０

 φ
 t d τ ＝ φ（ r ，t ，τ） t ＝ τ ＋∫

t

０

 φ
 t d τ

＝∫
t

０

 φ
 t dτ （１２２９）

２ u２

 t２ ＝  φ
 t t ＝ τ

＋∫
t

０

２ φ
 t２ dτ ＝ g（ r ，t） ＋∫

t

０

２ φ
 t２ d τ

＝ g（ r ，t） －∫
t

０
L φd τ （１２３０）

＝ g（ r ，t） － L∫
t

０
φd τ ＝ g（ r ，t） － L u２

故

２ u２

 t２ ＋ L u２ ＝ g（ r ，t） （１２３１）

因此式（１２２８）满足非齐次方程 ．由式（１２２９）和（１２３０）立即看出 u２ （ r ，t）同
样满足齐次初始条件 ．利用齐次化原理及 １２１ 小节的结果 ，立即可求得下列定

解问题的解

　 　 　 ２ u
 t２ － ∑

n

i ＝ １

２ u
 x２

i
＝ g（ r ，t） ；　 　 u t ＝ ０ ＝ ０ ；　 　 ut t ＝ ０ ＝ ０ 　 （１２３２）

当 n ＝ ３ 时 ，由式（１２１９）得
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φ（ r ，t ，τ） ＝ １
４π S t － τ

g（ r′ ，τ）
ξ d S′ （１２３３）

其中 ξ ＝ ｜ r － r′｜ ，故

u（ r ，t） ＝ ∫
t

０
φ（ r ，t ，τ）dτ ＝ １

４π∫
t

０ S t － τ

g（ r′ ，τ）
ξ d S′dτ （１２３４）

作变换 t － τ ＝ τ′则

u（ r ，t） ＝ １
４π∫

t

０ S
τ′

g（ r′ ，t － τ′）
ξ d S′dτ′ （１２３５）

在半径为 τ′的球面上 ，面元为 d S′ ＝ τ′２ dΩ ，于是上式变成

u（ r ，t） ＝ １
４π∫

t

０ Ω

g（ r′ ，t － τ′）
ξ τ′２ d τ′dΩ （１２３６）

上式中积分相当于在球｜ r － r′｜２ ＝ t２ 中作体积分 ，于是有

u（ r ，t） ＝ １
４π∫ | r － r′ | ≤ t

g（ r′ ，t － | r － r′ | ）
| r － r′ | d v′ （１２３７）

其中 d v′是球｜ r － r′｜２ ＝ t２ 中的体元 ．上式 u（ r ，t）称为推迟势 ．
当 n ＝ ２ ，利用式（１２２０）得

φ（ x１ ，x２ ，t ，τ） ＝ １
２π D

g（ x１′ ，x２′ ，τ）d x′d x２′

（ t － τ）２ － （ x１ － x′）２ － （ x２ － x２′）２

其中 D 为圆内 ：（ x － x１′）２ ＋ （ x２ － x２′）２ ≤ （ t － τ）２ ． 因此 ， 当 n ＝ ２ 时 ，方程

（１２２６）的解为

u（ x１ ，x２ ，t） ＝ １
２π∫

t

０ D

g（ x１′ ，x２′ ，τ）d x１′d x２′dτ
（ t － τ）２ － （ x１ － x１′）２ － （ x２ － x′２）２

（１２３８）
　 　 最后 ，当 n ＝ １ 时 ，由式（１２２３）

φ（ x ，t ，τ） ＝ １
２∫

x ＋ t － τ

x － t ＋ τ
g（ s ，τ）d s

于是 ，方程（１２３２）的解为

u（ x ，t） ＝ ∫
t

０
φ（ x ，t ，τ）d τ ＝ １

２∫
t

０∫
x ＋ t － τ

x － t ＋ τ
g（ s ，τ）d sd τ ． （１２３９）

123 　 能量不等式和 Cauchy 问题的适定性

为了简单 ，考虑一维波动方程 Cauchy 问题的适定性问题 ．由上面的讨论 ，当

φ 和 ψ 满足一定的可微条件时

２ u
 t２ － ２ u

 x２ ＝ ０

u t ＝ ０ ＝ φ（ x）
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ut t ＝ ０ ＝ ψ（ x） （１２４０）

图 １２７ 　 在三角区域上作能量积分

的古典解存在且由式（１２２３）表示 ．
余下的问题是讨论式（１２４０）解的

惟一性和稳定性问题 ．为此引进能量积

分的概念 ．考虑图 １２７ 中 xt 平面上

的三角形区 ， 即区间（ x１ ，x２ ）的决定区 ，
用平行于 x 轴的直线截三角区为二部

分 ，交特征线于 （ A ，B）二点 ， 线段 AB
用 L t 表示 ， 显然 Lt 随 t 变化 ，当 t ＝ ０
时 ， L０ 表示三角区的底边 x１ x２ ．在 Lt

上作积分

E（ L t） ＝ ∫
B

A

 u
 t

２

＋  u
 x

２ d x （１２４１）

E（ Lt ）在物理上有能量的意义 ，故称为能量积分 ．下面证明不等式

E（ Lt） ≤ E（ L ０） （１２４２）

由于 E（ Lt） ≥ ０ ，故只要证明 E（ Lt）随 t 单调下降即可 ，即证明

d E（ L t）
d t ≤ ０ （１２４３）

因（ A ，B）二点坐标是 t 的函数 ，故式（１２４１）中上下限是 t 的函数 ， 利用变上 、
下限求导公式可得

d E（ L t）
d t ＝ ２∫

B

A

 u
 t

２ u
 t２ ＋  u

 x
２ u
 x t d x

－ ［ u２t （ A） ＋ u２x（ A） ＋ u２
t（ B） ＋ u２

x（ B）］ （１２４４）

积分号内第二项分部积分有

d E（ L t）
d t ＝ ２∫

B

A

 u
 t

２ u
 t２ － ２ u

 x２ d x ＋ ２ ut （ A） ux（ A） － ２ ut（ B） ux（ B）

－ ［ u２
t（ A） ＋ u２x （ A） ＋ u２t （ B） ＋ u２x（ B）］

由于 u 满足波动方程（１２４０） ，故
d E（ Lt）

d t ＝ － ｛［ ut（ A） － u x（ A）］２ ＋ ［ ut（ B） ＋ ux（ B）］２｝ ≤ ０

因此 ，式 （１２４２）得证 ．利用式（１２４２）可证明波动方程 Cauchy 问题解的惟一

性 ：三角形区域内的解 u（ x ，t）由［ x１ ，x２］上的初值分布惟一地决定 ，而与此区间

以外的初值无关 ．设式（１２４０）存在两个解 u１ 和 u２ ，则 φ ＝ u１ － u２ 满足

２ φ
 t２ － ２ φ

 x２ ＝ ０ ；　 　 φ | t ＝ ０ ＝ φt | t ＝ ０ ＝ ０ （１２４５）
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由于 t ＝ ０ 时

E（ L ０） ＝ ∫
B

A

 φ
 t

２

＋  φ
 x

２ d x ＝ ０

故由式（１２４２） ，在三角形区域恒有 E（ Lt ） ＝ ０ ，即 φt ＝ φ x ＝ ０ ，因此 φ ＝ 常数 ，
又 t ＝ ０ 时 φ ＝ ０ ，故 φ ≡ ０ ，于是 u１ ＝ u２ ，惟一性得证 ！

为了证明稳定性 ，考虑积分

E１（ Lt ） ＝∫
B

A
u２（ x ，t）d x （１２４６）

对 E１（ L t）求导

d E１ （ Lt）
d t ＝ ２∫

B

A
u  u
 t d x － ［ u２ （ x A ） ＋ u２（ xB）］

≤ ２∫
B

A
u  u
 t d x ≤ ∫

B

A
u２ d x ＋∫

B

A

 u
 t

２ d x

≤∫
B

A
u２ d x ＋∫

B

A

 u
 t

２

＋  u
 x

２ d x

利用能量积分式（１２４１） ，上式变成

d E１（ Lt）
d t ≤ E１ （ Lt） ＋ E（ Lt） （１２４７）

两边乘 e － t可得

d
d t［e

－ t E１（ Lt ）］ ≤ e－ t E（ L t） （１２４８）

故

E１（ Lt） ≤ e t E１（ L０） ＋ e t∫
t

０
e－ τE（ Lτ）d τ （１２４９）

利用式（１２４２） ，上式变成

E１ （ L t） ≤ e t E１ （ L０ ） ＋ （e t － １） E（ L０） （１２５０）

上式称为能量不等式 ，其意义是把 t 时刻解的积分值 E１（ Lt）与初始给定的条件联

系起来 ．下面利用能量不等式来说明 Cauchy 问题式（１２４０）关于初值微小变化

的稳定性 ．设 u１ 和 u２ 为式（１２４０）中初值分别为（ φ１ ，ψ１ ）和（ φ２ ，ψ２ ）时的解 ，记
u ＝ u１ － u２ 和 φ ＝ φ１ － φ２ ，以及 ψ ＝ ψ１ － ψ２ ，由式（１２５０）

∫
B

A
u１ － u２ ２d x ≤ e t∫

B

A
φ１ － φ２ ２ d x 　 　 　 　

＋ （e t － １）∫
B

A
ψ１ － ψ２

２ ＋  φ１
 x －

 φ２
 x

２

d x

故当 t ∈ （０ ，T）（其中 T 为任一有限正数）时 ，对任一给定的 ε ＞ ０ ，存在 η ＞ ０ ，使

∫
B

A
φ１ － φ２

２ d x ＜ η ；　∫
B

A
ψ１ － ψ２

２ d x ＜ η ；　∫
B

A

 φ１

 x －
 φ２

 x
２

d x ＜ η

·０２· 数学物理方程及其近似方法


