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枟21世纪大学数学精品教材枠丛书序

枟２１世纪大学数学精品教材枠为大学本科（本科 １ 普通类和本科 ２ 一类）数学
系列教材 ，体现了对数学精品教材的归纳及本套教材的精品特征 ．

一 、组编机构
丛书设组编委员会 ，编委由 １２所高校数学院系的负责人构成（按姓氏笔画） ：
王公宝 方承胜 江世宏 李逢高 杨鹏飞 时 宝 何 穗 张志军

欧贵兵 罗从文 周 勇 高明成 殷志祥 黄朝炎 蔡光兴 戴明强

丛书主编 ：
蔡光兴 戴明强

二 、编写特点
1 ．适用性
教材的适用性是教材的生命力所在 ，每本教材的篇幅结合绝大部分高等院校

数学院系对课程学时数的要求 ．部分教材配有教学光盘 ，便于教学 ．
2 ．先进性
把握教改 、课改动态和学科发展前沿 ，反映学科 、课程的先进理念 、知识和

方法 ．
3 ．创新性
市场需求和市场变化决定教材创新需要 ，数学教学在知识创新 、思维创新等方

面负有责任 ，一定程度的创新使教材更具冲击力和影响力 ．
创新与继承相结合 ，是继承基础上的创新 ．
创新转变为参编者 、授课者的思想和行为 ，达到文化融合 ．
4 ．应用性
丛书的读者对象为应用型和研究应用型大学本科（本科 １ 普通类和本科 ２ 一

类）学生 ，应用性是数学学科和数学教学发展的新特点 ，或展现在教材内容结构上 ，
或体现于某些章节 ，或贯穿于其中 ．

5 ．教学实践性和系统性
教材具有可操作性 ，教师好教 ，学生好学 ，同时保持知识完整 ．二者发生矛盾

时 ，前者优先 ，不过分追求体系完整 ．
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三 、指导思想
枟２１世纪大学数学精品教材枠大致可划分为两大类 ：基础知识类 ；方法与应

用类 ．
1 ．基础知识类
（１） 遵循高等院校教学指导委员会关于课程的教学基本要求 ，知识体系相对

完整 ，结构严谨 ，内容精炼 ，循序渐进 ，推理简明 ，通俗易懂 ．
（２） 融入现代数学思想 （如数学建模） ，分别将 Mathematica 、Matlab 、SAS 、

SPS等软件的计算方法 ，恰当地融入课程教学内容中 ，培养学生运用数学软件的
能力 ．

（３） 强化学生的实验训练和动手能力 ，可将实验训练作为模块 ，列入附录 ，供
教学选用或学生自学自练 ，使用者取舍也方便 ．

（４） 教材章后均列出重要概念的英文词汇 ，布置若干道英文习题 ，要求学生用
英文求解 ，以适应教育面向世界的需要 ，也为双语教学打下基础 ．

（５） 为使学生巩固知识和提高应用能力 ，章末列出习题 ，形式多样 ．书后配测
试题 ，书末提供解题思路或参考答案 ．

2 ．方法与应用类
（１） 融入现代数学思想和方法（如数学建模思想） ，体现现代数学创新思维 ，着

力培养学生运用现代数学工具（软件）的能力 ，使教材真正成为基于现代数学软件
的 、将数学软件融合到教材与教学内容的现代精品教材 ．

（２） 加强教学知识与内容的应用性 ，注重数学思想和方法的操作与应用及其
实用性 ．通过实例 、训练 、实验等各种方式 ，提高学生对数学知识 、数学方法的应用
能力及解决问题的能力 ．

（３） 强化学生的实验训练 ，通过完整的程序与实例介绍 ，教会学生分析问题 、
动手编程 、分析结果 ，提高学生的实验操作水平 、实际动手能力和创新能力 ．

（４） 教材章后均列出重要概念的英文词汇 ，布置若干道英文习题 ，要求学生用
英文求解 ，以适应教育面向世界的需要 ，也为双语教学打下基础 ．

（５） 为使学生巩固知识和提高应用能力 ，章末列出习题 ，形式多样 ．书后配测
试题 ，书末提供解题思路或参考答案 ．

枟２１世纪大学数学精品教材枠组编委员会
２００６年 ９月



前 言

由于在自然界以及社会生产实践中 ，许多实际问题的数学模型往往可以表示
为偏微分方程 ，而数学物理方程与特殊函数作为微积分 、常微分方程等课程的继
续 ，着重介绍偏微分方程的有关知识 ，是研究物理问题常用的数学工具 ，所以更是
学习理论物理学和电子信息等理工科专业本科生及部分非数学专业硕士研究生必

修的重要基础课程 ．从这个角度看 ，数学物理方程这门课程准确地印证了美国数学
家怀特黑德（Whitehead ，１８６１ ～ １９４７）曾经说过的一段话“只有将数学应用于社会
科学的研究之后 ，才能使得文明社会的发展成为可控制的现实” ．

随着社会对于复合型 、应用型人才需求量的加大 ，高等教育改革不断深入 ，为
了在有限的教学课时内对学生应用数学工具解决实际问题的能力进行初步的训

练 ，使学生能学数学 、用数学 ，我们希望有一本既符合传统理工科专业教学基本要
求同时还能满足新形式下教学实际需要的教材 ，将数学建模的思想融入主干课程
的教学 ，便于教学又适当高于教学 ，培养学生的运用能力和创新能力 ，这就是我们
编写本书的初衷 ．

为了给初学者提供一个深入浅出 ，学以致用的入门书 ，全书共分为三篇 ，各篇
章编写特色及教学使用要求如下 ：

基础篇 ：基础篇为第 １章 ～第 ７ 章 ，由数学物理方程和特殊函数两部分构成 ，
主要内容包括偏微分方程的基础知识以及分离变量法 、行波法 、积分变换法 、格林
函数法 、贝塞尔函数和勒让德多项式 ．该篇各章编写力求内容精炼 ，推理简明 ，具有
相对的独立性 ，便于取舍 ，方便教学 ．各章末均配有小结 、重要概念英文词汇及中英
文习题 ，有利于帮助初学者梳理数学思想的来龙去脉 ，展现不同方法的横向对比 ，
总结典型题目的解题步骤以求举一反三 ，触类旁通 ．基础篇是数学物理方程课程经
典的理论体系 ，因此也是教学的重点 ．

仿真篇 ：仿真篇为第 ８章和第 ９章 ，主要内容包括数学物理方程以及特殊函数
的计算机仿真求解简介 ．该篇介绍的计算机仿真方法以 Matlab 语言为主 ，需要学
生具备一定的相关知识 ，利用数学工具软件来实现对数学物理方程和特殊函数的
仿真求解 ．仿真篇可作为选学内容 ，配合基础篇的知识由教师指导学生进行实验训
练 ，也可作为具有一定基础的学生的自学内容 ．

应用篇 ：应用篇为第 １０章 ，主要内容为介绍数学物理方程在生物 、医学 、电子 、
物理等实际问题中的应用举例 ．该篇也可作为选学内容 ，在教学过程中 ，教师可指
导学生对应基础篇和应用篇相关内容阅读参考 ，将现代数学思想方法与经典的理
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论相结合 ．该篇同样也可作为学生的自学内容 ．
本书可作为普通高等院校工科各专业数学物理方程课程的教材 ，也可供非数

学专业硕士研究生教学选用 ．
本书由方瑛 、徐忠昌主编 ，严斌辉 、王志华任副主编 ，参加本书编写工作人员

有 ：湖北工业大学方瑛（第 １ 章 、第 １０ 章） 、黄毅（第 ２ 章） 、田德生（第 ３ 章） 、耿亮
（第 ８章） 、王志华（第 ４ 章 、第 １０ 章） ；海军工程大学熊萍（第 ４ 章） 、徐忠昌（第 ５
章 、第 １０章） 、瞿勇（第 ９章） ；空军雷达学院严斌辉（第 ６章 、第 ７章） ．

由于编者水平所限 ，同时时间较为仓促 ，书中难免有不妥之处 ，恳请广大读者
指正并提出宝贵建议 ．

编 　者
２００７年 ７月 ６日
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在自然科学或生产实践中存在着许多物理问题 ，为了描述并解决这些问题 ，往
往需要根据相关的物理定律建立相应的数学模型 ——— 数学物理方程 ，当物理过程
和状态只由一个因素所决定时 ，其数学模型往往是常微分方程 ；而当物理过程是由
多个因素决定时 ，则其数学模型往往会涉及偏微分方程 ．

本章将介绍偏微分方程的基本概念 ，导出三类典型的数学物理方程及其定解
条件 ，并对方程的分类进行讨论 ．

§ 1 ．1 偏微分方程的基本概念

１ ．１ ．１ 偏微分方程简介

所谓偏微分方程就是含有未知函数偏导数的等式 ．一般情况下 ，一个偏微分方
程可以写成如下形式 ：

f（ x ，y ，… ，u ，ux ，uy ，… ，uxx ，uyy ，uxy ，… ） ＝ ０ ， （１ ．１）
其中 u是自变量为 x ，y ，… 的未知函数 ，ux ，uy ，… ，uxx ，uyy ，uxy ，… 则是未知函数 u
的各阶偏导数 ，f 是已知函数 ．例如

ut t ＝ a２ uxx 　 　 　 　 　 （波动方程） ，　 　 　 　 （１ ．２）
ut ＝ a２ uxx （热传导方程） ， （１ ．３）
uxx ＋ uyy ＝ ０ （拉普拉斯方程） ， （１ ．４）
yu xx ＋ uyy ＝ ０ （特里特米方程） ， （１ ．５）
ut ＋ uu x ＝ ０ （冲击波方程） ， （１ ．６）
uxt ＝ sinu （正弦戈登方程） ， （１ ．７）
ut ＋ σuu x ＋ uxx x ＝ ０ （KdV 方程） （１ ．８）

等都是偏微分方程 ，其中 a及 σ为常数 ．
偏微分方程中所含未知函数偏导数的最高阶数称为此方程的阶 ．如果方程

（１ ．１）中 f 是关于 u及 u的各偏导数的线性函数 ，则称此方程为线性的 ，否则方程
即为非线性的 ．例如 ，方程（１ ．２） 、（１ ．３） 、（１ ．４） 、（１ ．５） 均为二阶线性方程 ，方程
（１ ．６） 、（１ ．７） 、（１ ．８）依次分别为一阶 、二阶 、三阶的非线性方程 ．

线性偏微分方程可分为常系数和变系数两大类 ，常系数线性偏微分方程中未
知函数及其偏导数的系数均为常数 ，而变系数线性偏微分方程中未知函数及其偏
导数的系数不完全是常数 ．例如 ，方程（１ ．２） 、（１ ．３） 、（１ ．４） 是常系数的线性方程 ，
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而方程（１ ．５）则是变系数的线性方程 ．
若在某区域内一函数及其各连续的偏导数满足某微分方程 ，则称此函数是该

方程在这个区域内的一个解（古典解） ．
例 1 ．1 求函数 u ＝ u（ x ，y） ，使 ux ＝ y ．
解 由 ux ＝ y两边对 x 积分 ，得

u ＝ xy ＋ f（ y） ，
这里 f 是任意函数 ，u ＝ xy ＋ f（ y）为方程的通解 ．

例 1 ．2 函数 u ＝ u（ x ，y） ，求 uxy ＝ ２的通解 ．
解 将方程 uxy ＝ ２对 y积分 ，得

ux ＝ ２ y ＋ f（ x） ，
这里 f（ x）是 x的任意函数 ．再对 x积分 ，得

u ＝ ２ xy ＋∫ f（ x）d x ＋ g（ y） ．

设 h（ x） ＝∫ f（ x）d x ，所以 u ＝ ２ xy ＋ h（ x） ＋ g（ y）是所求通解 ，这里 h和 g均是任

意函数 ．
从以上两例可以看到 ，通解中包含有任意函数且任意函数的个数与方程的阶

数相同 ．

１ ．１ ．２ 定解条件和定解问题

对于一般的偏微分方程而言 ，即使是线性方程 ，求通解也是十分困难的 ．事实
上在实际应用中 ，往往并不需要求出一个偏微分方程的通解 ，而是要求方程满足某
些特定条件的特解 ，因此一个偏微方程又称为泛定方程 ，它反映的往往是一类物理
过程的规律 ．要确定一个具体的物理过程 ，还要了解这个过程发生的具体条件 ，即
初始状态及边界所受的外界作用 ，也即初始条件和边界条件 ，这类条件称为定解条
件 ．泛定方程加上定解条件就构成了一个定解问题 ．

在定解问题中 ，只有初始条件没有边界条件的定解问题称为初值问题或柯西
（Cauchy）问题 ；只有边界条件没有初始条件的定解问题称为边值问题 ；既有初始
条件又有边界条件的定解问题称为混合问题（或称为边值混合问题） ．

初始条件一般用于描述一个随时间发展而变化的系统或过程初始时刻的状

况 ，对于不含时间变量的方程 ，通常不能附加初始条件而只附加边界条件 ，用来描
述一个系统或过程边界的状况 ．边界条件有三类 ：

第一类边界条件 给出未知函数 u在边界 Γ 上的值 ，即
u | Γ ＝ f１ ． （１ ．９）

第二类边界条件 给出未知函数 u沿边界 Γ 的外法线方向 n的方向导数 ，即
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抄u
抄n Γ

＝ f２ ． （１ ．１０）

第三类边界条件 给出未知函数 u及其沿边界 Γ 的外法线方向 n的方向导数
的线性组合在边界上的值 ，即

σu ＋ 抄u
抄n Γ

＝ f ３ ． （１ ．１１）

在式（１ ．９） 、（１ ．１０） 、（１ ．１１）中 ，等号右端的 f１ ，f２ 及 f３ 都是定义在边界 Γ上
的已知函数 ，当 f i ≡ ０ （ i ＝ １ ，２ ，３）时 ，称相应的边界条件是齐次的 ，否则称为是非
齐次的 ．

１ ．１ ．３ 定解问题的适定性

在实际问题中 ，由于自然界本身就给出了问题唯一的答案 ，所以一个定解问题
提得是否符合实际情况 ，从数学角度来看 ，可以从三个方面加以检验 ：解的存在性 、
解的唯一性 、解的稳定性（即当定解条件有微小变动时 ，解相应地只有微小的变
动） ．一个定解问题的解如果满足存在性 、唯一性和稳定性 ，则称此定解问题是适定
的 ．定解问题的适定性是计算机利用数值方法求解偏微分方程的前提和保证 ．

但是由实际问题导出的数学物理方程 ，总要经过一些简化 、近似的过程以及一
些附加的假设 ，所以如果得到的定解条件过多或相互矛盾 ，那么定解问题的解就可
能不存在 ；而如果定解条件不足 ，则相应的解就可能不唯一 ，因而不能准确地描述
一个确定的物理过程 ；又由于定解条件通常是由实验方法获取的 ，因而难免有误
差 ，如果定解条件微小的误差会导致解的较大变化 ，那么这种解显然不能符合客观
实际的要求 ．由此可见 ，讨论定解问题的适定性往往很困难 ，所以我们的重点是在
定解问题的解法上 ．

本书所讨论的定解问题都是经典的 ，其适定性都已经过证明 ．

１ ．１ ．４ 叠加原理

下面以二阶线性微分方程为例 ，简单介绍线性偏微分方程的叠加原理 ．
设二阶线性微分方程为

∑
n

i ＝ １
∑
n

j ＝ １
ai j 抄２ u

抄 x i抄 x j ＋ ∑
n

i ＝ １
bi 抄u抄 xi ＋ cu ＝ f ． （１ ．１２）

定义

L ＝ ∑
n

i ＝ １
∑
n

j ＝ １
ai j 抄２

抄 xi抄 x j ＋ ∑
n

i ＝ １
bi 抄
抄 x i ＋ c

为微分算子 ，L作用于一个具有二阶连续偏导数的函数 u（ x１ ，x２ ，… ，xn） ，记为 Lu ．
故方程（１ ．１２）可简记为
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Lu ＝ f ．
当等号右端 f ≡ ０时 ，方程 Lu ＝ ０为二阶齐次线性方程 ，否则方程（１ ．１２）为二阶
非齐次线性方程 ，此时 f 称为方程的非齐次项 ．

对方程（１ ．１２）有叠加原理如下 ：
定理 1 ．1 若函数 ui满足线性方程（１ ．１２） ，即 Lu i ＝ f i （ i ＝ １ ，２ ，… ，m） ，则线

性组合

u ＝ ∑
m

i ＝ １
ciu i

满足方程

Lu ＝ ∑
m

i ＝ １
ci f i ，

其中 c１ ，c２ ，… ，cm 为任意常数 ．
定理 1 ．2 若函数 ui 满足线性方程（１ ．１２） ，即 Lu i ＝ f i （ i ＝ １ ，２ ，… ） ，级数

∑
∞

i ＝ １
ciu i 收敛 ，记 u ＝ ∑

∞

i ＝ １
ci u i ，且微分算子与求和可交换运算次序 ，则 u满足

Lu ＝ ∑
∞

i ＝ １
ci f i ，

其中 c１ ，c２ ，… ，cm 为任意常数 ．
这里不进行证明 ，请读者尝试自己推导 ．
以上叠加原理在线性边界条件中也成立 ，这里不再进行论述 ．
自然界中许多物理现象都可以看成是由若干不同因素共同作用的结果 ，因此

也是多因素单独作用的总和 ，这种叠加的特性在对应的定解问题中 ，可以将给定方
程和定解条件中等号右端的非齐次项 f i 视为附加的外源因素 ．当定解问题是线性
的时 ，许多外源因素共同作用的结果就等于多个外源因素独立作用结果的叠加 ，这
种特性是线性问题所特有的 ．

§ 1 ．2 数学模型的建立

本节将通过几个不同的物理模型推导出数学物理方程中三种典型的方程 ．

１ ．２ ．１ 波动问题

在波动问题中 ，振动现象是最有代表性的 ．振动现象是一个十分复杂的物理过
程 ，在建立数学模型描述这个过程时 ，必须去掉一些次要因素 ，进行一些理想化的
假设和近似 ．

考察一根均匀柔软的细弦拉紧后让它在平衡位置附近产生振幅极小的横振
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动 ，研究细弦上各点的运动规律 ．为此 ，我们作出如下简化假设和说明 ：
（１）弦是柔软的 ，弦上任一点的张力沿弦的切线方向 ；弦很细 ，其重力与张力

比较可忽略不计 ；弦的长度远远大于其直径 ，故可将此问题理想化为一维的问题 ．
（２）横振动是指振动发生在一个平面内 ，且弦上各点的运动方向垂直于平衡

位置 ，取弦的平衡位置为 x轴 ，弦上 x点处在 t时刻的位移用可微函数 u（ x ，t）表示 ．

图 １唱１

（３）振幅极小 ，则弦在任何位置的切线倾角都很小 ，即
抄u
抄 x 虫 １ ．

以弦的平衡位置为 x轴建立坐标系（图 １唱１） ，取一
小段弦［ x ，x ＋ Δ x］ 观察 ，在 t时刻 x 点处的弦位移为
u（ x ，t）至 M点处 ，M点处的张力为 T（ x ，t） ，它与 x轴的

夹角为 α（ x ，t） ，则 tanα（ x ，t） ＝ 抄u（ x ，t）
抄 x ．

同样地 ，x ＋ Δ x处弦的位移为 u（ x ＋ Δ x ，t）到 M′点
处 ，张力为 T′（ x ＋ Δ x ，t） ，与 x轴夹角为 α′（ x ＋ Δ x ，t） ．下面考察弦MM 　′ ．

由于弦只作横振动 ，故MM 　′沿水平方向所受外力之和为零 ，即
T′cosα′ － Tcosα ＝ ０ ．

又由于

cosα ＝ １ － α２

２ ！ ＋
α４

４ ！ － … ，

根据假设 α及 α′都很小 ，因此 cosα ≈ １ ，cosα′ ≈ １ ．于是近似可得 T ＝ T′ ，所以由 x
的任意性可知 ，张力大小与 x无关 ．

在 u轴方向 ，弦MM 　′受力的总和近似为
－ Tsinα ＋ T′sinα′ ＋ F（ x ，t）Δ s ，

这里弦的重力不计 ，F（ x ，t）为单位长度弦上所受的强迫力 ，Δ s为MM 　′的弦长 ．
根据假设知 | ux | 虫 １ ，所以

sinα ＝ tanα
１ ＋ tan２ α ＝ ux

１ ＋ u２x
≈ ux （ x ，t） ．

类似地

sinα′ ≈ ux （ x ＋ Δ x ，t） ．
在 t时刻弦MM 　′沿 u轴方向的加速度近似为 u t t （ x ，t） ，其质量为 ρΔ s ．这里 ρ为弦的
线密度 ．由于

Δ s ＝∫
x ＋ Δ x

x
１ ＋ u２x d x ≈ Δ x ，

则由牛顿第二定律 ，得方程
ρΔ xu t t ＝ T［ux（ x ＋ Δ x ，t） － ux （ x ，t）］ ＋ FΔ x ．
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在等式两边除以 Δ x ，并令 Δ x → ０ ，得
ρu t t ＝ Tu xx ＋ F ．

若令 a２ ＝ T
ρ ，f ＝ Fρ ，则弦的横振动方程为

ut t ＝ a２ uxx ＋ f ； （１ ．１３）
若不受外力作用 ，则得到弦的自由横振动方程

ut t ＝ a２ uxx ． （１ ．１４）
若讨论一维弦的纵振动也可得到同样的结果 ，我们把弦振动方程也称为波动

方程 ，而形如式（１ ．１３）的方程又称一维波动方程 ．由于式（１ ．１３） 的右端多了一个
与未知函数 u无关的项 f ，方程（１ ．１３） 因此也称为非齐次一维波动方程 ，而方程
（１ ．１４）为齐次一维波动方程 ．

对于二维或三维物体的振动 ，设 Δ 为二维拉普拉斯算子则可得二维波动方程
ut t ＝ a２ Δ u ＋ f（ x ，y ，t）

若以 Δ 表示三维拉普拉斯算子 ，则得三维波动方程
ut t ＝ a２ Δ u ＋ f（ x ，y ，z ，t） ，

自然界各种弹性振动 ，如建筑物的剪振动 、潮汐波 、地震波 、声波 、电磁波等都可以
利用波动方程来描述 ．

１ ．２ ．２ 输运问题

最常见的输运问题就是热传导现象和扩散现象 ，热传导现象是指当某物体内
部各点的温度不一样时 ，热量就会从温度较高的地方向温度较低的地方流动 ．因
此 ，热传导过程总是表现为温度随时间和位置的变化而改变 ，求物体内部的温度分
布和变化成为问题的关键 ．

现在我们就在三维空间中建立一个微分方程 ，用来描述某个均匀的 ，各向同性
的物体的热传导过程 ．

在物体中任取一小块 ，设区域为 Ω ，边界曲面为 Γ ，物体中点 M（ x ，y ，z）处在时
刻 t时的温度为 u（ x ，y ，z ，t） ，物体的比热为 c ，质量密度为 ρ，物体内的热源强度为
F（ x ，y ，z ，t） ．

图 １唱２

设曲面元素 Δ S的法向量为 n（从 V内指向 V外） ，如
图 １唱２所示 ．

首先根据傅里叶 （Fourier） 定律可知 ，物体在无
穷小的时间间隔［ t ，t ＋ Δ t］ 内 ，流过一个无穷小面积
Δ S的热量 Δ Q与时间长度 Δ t ，曲面面积 Δ S以及物体

温度 u沿曲面 Δ S的法线方向 n的方向导数 抄 u
抄 n 三 者

成正比 ，即
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Δ Q ＝ － k 抄 u抄 nΔ SΔ t ，

其中 k ＞ ０称为热传导系数 ；负号表示热量是由温度高的地方流向温度低的地
方 ，即热量流向与梯度指向相反 ．

所以在任意时间区间［ t１ ，t２ ］ 内 ，通过曲面 Γ流入区域 Ω的全部热量为

Q１ ＝∫
t２

t１

　簇
Γ 　

k 抄 u抄 nd S d t ．
再由高斯（Gauss） 公式

簇
Γ 　

抄 u
抄 nd S ＝ 簇

Γ 　

　

　 Δ

u · nd S ＝ 蹿
Ω 　

Δ udV ，

　

　 Δ

是向量微分算子 ， 　

　 Δ

＝ 抄
抄 x ，

抄
抄 y ，

抄
抄 z ，并且

　

　 Δ

u ＝ 抄 u
抄 x ，

抄 u
抄 y ，

抄 u
抄 z 　 　

　 Δ

u２ ＝ 　

　 Δ

· 　

　 Δ

u ＝ 抄２ u
抄 x２ ＋ 抄２ u

抄 y２ ＋ 抄２ u
抄 z２ ＝ Δ u

则

Q１ ＝∫
t２

t１
蹿
Ω 　

kΔ udV d t ．
其次 ，在时间间隔［ t１ ，t２ ］ 内 ，热源散发的热量为

Q２ ＝∫
t２

t１
蹿
Ω 　

F（ x ，y ，z ，t）dV d t ．
第三 ，从时刻 t１ 到时刻 t２ ，物体热量增加的总量为

Q３ ＝ 蹿
Ω 　

cρ［ u（ x ，y ，z ，t２ ） － u（ x ，y ，z ，t１ ）］dV

＝∫
t２

t１
蹿
Ω 　

cρ 抄 u
抄 tdV d t ．

根据热量守恒定律有 Q１ ＋ Q２ ＝ Q３ ，所以

∫
t２

t１
蹿
Ω 　

（ kΔ u ＋ F）dV d t ＝∫
t２

t１
蹿
Ω 　

cρ 抄 u
抄 tdV d t ．

由 t１ ，t２ 及 Ω的任意性 ，得
kΔ u ＋ F ＝ cρu t ．

令 a２ ＝ k
cρ ，f ＝ F

cρ ，则得三维热传导方程 ：

ut ＝ a２ Δ u ＋ f ， （１ ．１５）
其中 Δ 是三维拉普拉斯算子 ．方程（１ ．１５） 当 f 不恒取零时为非齐次热传递方
程 ；当 f ≡ ０ 时 ，则得齐次热传导方程

ut ＝ a２ Δ u ． （１ ．１６）
再研究物质的扩散问题 ，物质的扩散是粒子由浓度高的地方扩散到浓度
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低的地方 ，与热传导现象的不同之处在于一个是粒子的运动 ，一个是热量的传
递 ．但能斯特（Nernst） 扩散定理有着与傅里叶热传导定律类似的结论 ，所以完
全类似可以推得浓度 u也满足热传递方程 ．它们都遵循输运过程的共同规律 ．

１ ．２ ．３ 稳定场问题

静电场问题和稳定温度场问题是最常见的稳定场问题 ，下面着重讨论由
静电荷产生的静电场 ．

设电场强度 E（ x ，y ，z） ，由于静电场是无旋场 ，故
　

　 Δ

× E ＝ rot E ＝ 0 ．
而无旋场必为有势场 ，因此存在势函数即静电势 u（ x ，y ，z） ，使

E ＝ － 　

　 Δ

u ．
根据高斯公式 ，则有

簇
Γ 　

E · nd S ＝ 簇
Γ 　

（ － 　

　 Δ

u） · nd S ＝ － 蹿
Ω 　

Δ udV ， （１ ．１７）

其中 Γ是空间区域 Ω的边界曲面 ．再由电磁学中的高斯定理 ，又有

簇
Γ 　

E · nd S ＝ ４π蹿
Ω 　

ρdV ， （１ ．１８）

其中 ρ为电荷密度 ．
比较式（１ ．１７） 及式（１ ．１８） ，并考虑到 Ω的任意性 ，得

Δ u ＝ － ４πρ． （１ ．１９）
式（１ ．１９） 就是静电势 u满足的泊松（Poisson） 方程 ，如果所考虑的区域中没有
电荷 ，则可得静电势函数 u满足的拉普拉斯方程

Δ u ＝ ０ ． （１ ．２０）
在稳定的温度场中 ，温度分布稳定 ，所以热传导方程中 ut ＝ ０ ，此时热传导

方程形如

Δ u ＋ f（ x ，y ，z） ＝ ０ ，
此即为泊松方程 ，而如果又有 f ≡ ０ ，则得到拉普拉斯方程 ．所以稳定温度场也
遵守泊松方程 ，在没有热源时 ，遵守拉普拉斯方程 ．拉普拉斯方程也称为调和
方程 ，而它的解习惯上称为调和函数 ．

以上我们导出的三类方程反映了三类不同本质的物理现象 ：对时间可逆的过程
（波动问题） ；对时间不可逆的过程（输运问题） ；与时间无关的过程（稳定场问题） ．

１ ．２ ．４ 三类问题的定解条件

1 ．波动问题的定解条件

由于波动方程中含有对时间 t的二阶偏导数 ，故需要两个初始条件 ．给出系统
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中各点的初位移和初速度 ，故其初始条件为
u | t ＝ ０ ＝ φ（ x） ，
ut | t ＝ ０ ＝ ψ（ x） ，

则对应的初值问题表达式为

ut t ＝ a２ uxx ＋ f（ x ，t） ， x ∈ R ，t ＞ ０ ，
u | t ＝ ０ ＝ φ（ x） ， x ∈ R ，
ut | t ＝ ０ ＝ ψ（ x） ， x ∈ R ．

这里设弦长为 l ，两端坐标为 x ＝ ０及 x ＝ l ．波动方程的边界条件通常有以下
三种情形 ：

（１） 若弦的一端固定（称为固定端） ，不妨设为 x ＝ ０ ，则边界条件为
u | x ＝ ０ ＝ ０ ，

在一般情况下 ，若弦的一端（ x ＝ ０）不固定 ，而是按照规律 w（ t）运动 ，则边界
条件为

u | x ＝ ０ ＝ w（ t） ，
这时得到的都是第一类边界条件 ．

（２） 若弦的一端可以在垂直于 x轴的方向上作自由上下滑动 ，且不受位移方
向的外力（称为自由端） ，不妨设为 x ＝ l ．由于垂直方向的张力为零 ，即

Tsinα ＝ ０ ．
在波动方程的推导过程中已知 sinα ≈ ux ，因此在自由端近似地有

Tu x | x ＝ l ＝ ０ ．

由于此处的外法线方向的方向导数抄u
抄n ＝ ux ，因此边界条件为

ux | x ＝ l ＝ ０ ．
一般地 ，若此端点所受垂直方向外力在时刻 t为 g（ t） ，则位于（ l － Δ x ，l）之间

的一小段弦上有

ρΔ xu t t ＝ Tu x （ l － Δ x ，t） ＋ g（ t） ，
其中 ρ为弦密度 ．当 Δ x → ０时 ，得

Tu x | x ＝ l ＝ － g（ t） ．

设 u（ t） ＝ － g（ t）T ，则边界条件为

ux | x ＝ l ＝ μ（ t） ，
这时得到的都是第二类边界条件 ．

（３） 若弦的一端受弹性支撑（称为弹性支撑端） ，以 k表示弹性系数 ，由胡克
（Hooke）定律 ，该端点（不妨设 x ＝ l）受到的弹性力是 ku | x ＝ l ，而该端点受到的张
力为 Tu x | x ＝ l ，所以
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－ ku | x ＝ l ＝ Tu x | x ＝ l ．

令 σ ＝ k
T ，则可以简单地将这一端的边界条件表示为

（ux ＋ σu） | x ＝ l ＝ ０ ．
一般地 ，若时刻 t此端点还受垂直方向外力 g（ t） ，则可推得

（ ku ＋ Tu x ） | x ＝ l ＝ － g（ t） ．

令 σ ＝ k
T ，u（ t） ＝ － g（ t）T ，则边界条件为

（ux ＋ σu） | x ＝ l ＝ μ（ t） ，
这时得到的都是第三类边界条件 ．

波动方程不仅受初始条件的影响 ，同时受边界条件的约束 ，因此会出现初边值
混合问题 ．例如 ，一维波动方程的初边值混合问题

ut t ＝ a２ uxx ＋ f（ x ，t） ， ０ ＜ x ＜ l ，t ＞ ０ ，
u | t ＝ ０ ＝ φ（ x） ， ut | t ＝ ０ ＝ ψ（ x） ， ０ ≤ x ≤ l ，
u | x ＝ ０ ＝ ０ ， ux | x ＝ l ＝ ０ ， t ＞ ０ ．

2 ．热传导方程的定解条件

热传导方程只含有时间 t的一阶偏导数 ，故只要一个初始条件 ．给出初始时刻
的温度分布

u（ x ，y ，z ，０） ＝ φ（ x ，y ，z） ，
则热传导方程的初值问题可表示为

ut ＝ a２ Δ u ＋ f（ x ，y ，z ，t） ， （ x ，y ，z） ∈ R３ ，t ＞ ０ ，
u | t ＝ ０ ＝ φ（ x ，y ，z） ， （ x ，y ，z） ∈ R３ ．

热传导方程的边界条件也可分为三种情形 ：
（１） 若物体与外界接触的表面温度在时刻 t为 μ（ x ，y ，z ，t） ，则其边界条件为

u | Γ ＝ μ（ x ，y ，z ，t） ，
其中 Γ为物体的边界曲面 ，这时得到的是第一类边界条件 ．

（２） 由傅里叶定律可得到

k 抄u抄n Γ
＝ － dQd Sd t ，

这是第二类边界条件 ，表示单位时间 、单位面积内沿边界外法线方向流出的热量 ．
若边界是绝热的 ，则边界条件为

抄u
抄n Γ

＝ ０ ．

（３） 若物体与边界外部有热交换 ，设 u１ 表示和物体接触处的介质温度 ，利用热
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传导的牛顿（New ton）定律 ，单位时间 、单位面积内从一介质流入另一介质的热量
和两介质的温度差成正比 ，得

dQ ＝ k１ （u － u１ ）d Sd t ，
其中 k１ 是两介质间的热交换系数 ．再根据傅里叶定律

dQ ＝ － k 抄u抄nd Sd t ，
略去边界薄层升温所耗热量 ，由能量守恒定律 ，即有

－ k 抄 u抄n Γ
＝ k１ （u － u１ ） | Γ ．

令 σ ＝ k１k ，μ ＝ σu１ | Γ ，则得第三类边界条件

抄u
抄n ＋ σu

Γ
＝ μ（ x ，y ，z ，t） ．

我们可以写出在有界区域 Ω内的热传导初边值混合问题 ，如

ut ＝ a２ Δ u ＋ f（ x ，y ，z ，t） ， （ x ，y ，z） ∈ Ω ，t ＞ ０ ，
u | t ＝ ０ ＝ φ（ x ，y ，z） ， （ x ，y ，z） ∈ Ω ，

抄u
抄n ＋ σu

Γ
＝ μ（ x ，y ，z ，t） ， t ＞ ０ ．

3 ．泊松方程与拉普拉斯方程的定解条件

由于这两个方程不含时间变量 ，故稳定场问题的定解条件不含初始条件而只

能附加边界条件 ．分别仅附加第一 、第二 、第三类边界条件的边值问题分别称为第
一 、第二 、第三类边值问题 ，这三种边界条件的形式分别为

u| Γ ＝ μ１ （ x ，y ，z） ，

抄u
抄n Γ

＝ μ２ （ x ，y ，z） ，

抄u
抄n ＋ σu

Γ
＝ μ３ （ x ，y ，z） ．

对于拉普拉斯方程 ，习惯上把相应的第一 、第二 、第三类边值问题分别称为狄
利克雷（Dirichlet）问题 、诺伊曼（Neumann）问题和罗宾（Robin）问题 ．

前面给出的多个边界条件中的 μ或 μ１ ，μ２ ，μ３ 均是定义在边界上的已知函数 ，

除稳定场之外 ，该函数一般来说也与时间 t有关 ．
实际上 ，除了初始条件和边界条件之外 ，还有诸如衔接条件等其他类型的定解

条件 ，但本书只就初始条件和边界条件进行讨论 ．
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§ 1 ．3 方程的分类及特征的概念

二阶线性偏微分方程的一般形式为

∑
n

j ＝ １
∑
n

i ＝ １
ai j u x i x j ＋ ∑

n

i ＝ １
bi u x i ＋ cu ＝ f ，

其中 ai j ，bi ，c ，f 均为自变量 x１ ，x２ ，… ，xn 的函数 ．

在上一节我们导出了三个典型方程 ：

波动方程 　 　 　 　 　 　 　 　 ut t ＝ a２ Δ u ＋ f ，
热传导方程 ut ＝ a２ Δ u ＋ f ，
泊松方程 Δ u ＝ f ．

对这三类方程的研究构成了数学物理方程的主要内容 ，这三个方程都是二阶线性
偏微分方程 ，下面我们就对照这三类典型方程 ，以两个自变量的二阶线性偏微分方
程为例 ，来讨论方程的分类问题 ．

设两个自变量 x和 y 的函数 u（ x ，y）的二阶线性偏微分方程为
a１１ uxx ＋ ２a１２ uxy ＋ a２２ uyy ＋ b１ ux ＋ b２ uy ＋ cu ＝ f ， （１ ．２１）

其中二阶导数的系数不全为零 ．为使方程（１ ．２１）形式更加简单 ，作变量代换
ξ ＝ ξ（ x ，y） ，　 η ＝ η（ x ，y） ． （１ ．２２）

为保证逆变换存在 ，其雅可比（Jacobi）行列式为
J ＝

ξx ξy

ηx ηy
≠ ０ ，

这时式（１ ．２２）有逆变换
x ＝ x（ξ，η） ，　 y ＝ y（ξ，η） ． （１ ．２３）

在此变换下 ，有

ux ＝ uξ ξx ＋ uηηx ，
uy ＝ uξ ξy ＋ uη ηy ，

（１ ．２４）

uxx ＝ uξξξ２x ＋ ２uξηξxηx ＋ uηηη２
x ＋ uξ ξxx ＋ uηηxx ，

uxy ＝ uξξξxξy ＋ uξη （ξx ηy ＋ ξyηx ） ＋ uηη ηxηy ＋ uξ ξxy ＋ uηηxy ，
uyy ＝ uξξξ２y ＋ ２uξηξx ηy ＋ uηη η２

y ＋ uξ ξyy ＋ uηηyy ，
（１ ．２５）

将式（１ ．２４）及式（１ ．２５）代入方程（１ ．２１） ，得到以 ξ和 η为自变量的二阶线性偏微
分方程

A１１ uξξ ＋ ２ A１２ uξη ＋ A２２ uηη ＋ B１ uξ ＋ B２ uη ＋ Cu ＝ F ， （１ ．２６）

其中系数
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A１１ ＝ a１１ ξ２
x ＋ ２a１２ ξxξy ＋ a２２ ξ２

y ，
A１２ ＝ a１１ ξx ηx ＋ a１２ （ξx ηy ＋ ξyηx ） ＋ a２２ ξyηy ，
A２２ ＝ a１１ η２x ＋ ２a１２ ηxηy ＋ a２２ η２

y ，
B１ ＝ a１１ ξxx ＋ ２a１２ ξxy ＋ a２２ ξyy ＋ b１ ξx ＋ b２ ξy ，
B２ ＝ a１１ ηxx ＋ ２a１２ ηxy ＋ a２２ ηyy ＋ b１ ηx ＋ b２ ηy ，
C ＝ c ，
F ＝ f ．

由此可以看出 ，如果取一阶偏微分方程
a１１ z２x ＋ ２a１２ zx z y ＋ a２２ z２y ＝ ０ （１ ．２７）

的两个特解分别作为 ξ和 η ，则 A１１ ＝ A２２ ＝ ０ ，那么方程（１ ．２１）就得以化简了 ．
设方程（１ ．２７）的解是曲线 z（ x ，y） ＝ k （ k为常数） ，也即可将 y视为 x的函数 ，

利用隐函数求导可得

d yd x ＝ － zxz y 　 （ zy ≠ ０） ，

这样方程（１ ．２７）成为一个常微分方程

a１１ d yd x
２

－ ２a１２ d yd x ＋ a２２ ＝ ０ ． （１ ．２８）

我们将方程（１ ．２８） 称为二阶线性偏微分方程 （１ ．２１） 的特征方程 ，其积分曲线
ξ（ x ，y） ＝ k１ 和 η（ x ，y） ＝ k２ 称为方程（１ ．２１）的特征曲线 ．

特征方程（１ ．２８）可以分为两个方程

d yd x ＝ a１２ ＋ a２１２ － a１１ a２２
a１１ ， （１ ．２９）

d yd x ＝ a１２ － a２１２ － a１１ a２２
a１１ ． （１ ．３０）

设判别式 Δ（ x ，y） ＝ a２１２ － a１１ a２２ ，根据 Δ（ x ，y）的符号可将二阶线性偏微分方程分
为三种类型 ：

Δ（ x ，y） ＞ ０ ，方程（１ ．２１）为双曲型偏微分方程 ；
Δ（ x ，y） ＝ ０ ，方程（１ ．２１）为抛物型偏微分方程 ；
Δ（ x ，y） ＜ ０ ，方程（１ ．２１）为椭圆型偏微分方程 ．

不难验证

A２１２ － A１１ A２２ ＝ （a２１２ － a１１ a２２ ）（ξx ηy － ξyηx ）２ ，
所以判别式 Δ（ x ，y）的符号在作变量代换时不变 ，也就是说方程的类型不变 ．当然
由于 Δ（ x ，y）是变量 x和 y的函数 ，所以一个方程在不同的点（ x ，y）处可以分属于
不同的类型 ．下面分别对三种类型的方程进行进一步的讨论 ．

（１） 当判别式 Δ（ x ，y） ＞ ０时 ，由式（１ ．２９）及式（１ ．３０） ，得到方程两族特征曲线



· １６　　　 · 数学物理方程与特殊函数

ξ（ x ，y） ＝ k１ ，　 η（ x ，y） ＝ k２ （ k１ ，k２ 为常数） ．
令 ξ ＝ ξ（ x ，y） ，η ＝ η（ x ，y）作变量代换 ，则 A１１ ＝ A２２ ＝ ０ ，方程（１ ．２６）变为

uξη ＝ １
２ A１２ （F － B１ uξ － B２ uη － Cu） ． （１ ．３１）

再取 ξ ＝ s ＋ t ，η ＝ s － t ，则 uξη ＝ us s － ut t ，式（１ ．３１）化为

uss － ut t ＝ １
A１２ ［２F － （B１ ＋ B２ ）us － （B１ － B２ ）ut － ２Cu］ ． （１ ．３２）

式（１ ．３１）或式（１ ．３２）称为双曲型方程的标准形式 ，其等式左端为含二阶导数的项 ，右端
为低于二阶导数的项和非齐次项 ．显然一维波动方程就是标准形式的双曲型方程 ．

（２） 当判别式 Δ（ x ，y） ＝ ０时 ，只能得到一族特征曲线 ξ（ x ，y） ＝ k （ k为常数） ．
此时由于 a２１２ ＝ a１１ a２２ ，不妨设 a１１ 和 a２２ 都为正数 ，由式（１ ．２８） ，有

a１１ d yd x － a２２
２

＝ ０ ，

所以这一族特征曲线为

a１１ y － a２２ x ＝ k ．
取 ξ ＝ a１１ y － a２２ x作变量代换 ，而取 η ＝ η（ x ，y）为与 ξ ＝ ξ（ x ，y）无关的任意
函数 ，则 A１１ ＝ ０ ，并且

A１２ ＝ （ a１１ ξx ＋ a２２ ξy）（ a１１ ηx ＋ a２２ ηy） ＝ ０ ，
所以方程（１ ．２６）化为

uηη ＝ １
A２２ （F － B１ uξ － B２ uη － Cu） ， （１ ．３３）

这就是抛物型方程的标准形式 ，一维热传导方程即为标准形式的抛物型方程 ．
（３） 当判别式 Δ（ x ，y） ＜ ０时 ，则特征方程（１ ．２８）的解为复值形式 ，设为

φ（ x ，y） ＝ φ１ （ x ，y） ＋ jφ２ （ x ，y） ＝ k ，
其中 φ１ ，φ２ 是实函数 ，则利用方程（１ ．２７） ，得

a１１ φ２x ＋ ２a１２ φx φ y ＋ a２２ φ２y ＝ ０ ．
分别考虑实部和虚部 ，得

a１１ φ２１ x ＋ ２a１２ φ１ x φ１ y ＋ a２２ φ２１ y ＝ a１１ φ２２ x ＋ ２a１２ φ２ x φ２ y ＋ a２２ φ２２ y ，
a１１ φ１ x φ２ x ＋ a１２ （φ１ x φ２ y ＋ φ１ y φ２ x） ＋ a２２ φ１ y φ２ y ＝ ０ ．

因此可以作变换

ξ ＝ φ１ （ x ，y） ，　 η ＝ φ２ （ x ，y） ，
则有

A１１ ＝ A２２ ，　 A１２ ＝ ０ ，
从而方程（１ ．２６）变为

uξξ ＋ uηη ＝ １
A１１ （F － B１ uξ － B２ uη － Cu） ， （１ ．３４）
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此即为椭圆型方程的标准形式 ，二维的泊松方程就是标准形式的椭圆型方程 ．
例 1 ．3 试确定方程 ３uxx ＋ １０uxy ＋ ３uyy ＝ ０是什么类型的方程 ，并将它化为

标准形式 ．
解 判别式 Δ ＝ １６ ＞ ０ ，所以方程为双曲型 ，特征方程为

３ d yd x
２

－ １０ d yd x ＋ ３ ＝ ０ ，

解得特征曲线为

x － ３ y ＝ ０ ，　 ３ x － y ＝ ０ ．
令 ξ ＝ x － ３ y ，η ＝ ３ x － y ，则

ux ＝ uξ ＋ ３uη ，　 uy ＝ － ３uξ － uη ，
uxx ＝ uξξ ＋ ６uξη ＋ ９uηη ，
uxy ＝ － ３uξξ － １０uξη － ３ uηη ，
uyy ＝ ９uξξ ＋ ６uξη ＋ uηη ．

将上面的各个偏微导数代入原方程 ，则得
uξη ＝ ０ ．

此时取 ξ ＝ s ＋ t ，η ＝ s － t ，则 uξη ＝ us s － ut t ．所以方程的标准形式为
us s － ut t ＝ ０ ．

例 1 ．4 试确定方程 x２ uxx ＋ y２ uyy ＝ ０是什么类型的方程 ，并将它化为标准形式 ．
解 判别式 Δ（ x ，y） ＝ － x２ y２ ≤ ０ ，所以在四个象限内方程均为椭圆型 ，特征方

程为

x２ d yd x
２

＋ y２ ＝ ０ ，

解得复值的特征线为 ln | y | ± j ln | x | ＝ ０ ．
令 ξ ＝ ln | y | ，η ＝ ln | x | ，则

ux ＝ １
x uη ，　 uy ＝ １

y uξ ，

uxx ＝ １
x２ uηη － １

x２ uη ，　 uyy ＝ １
y２ uξξ － １

y２ uξ ．

将以上各个偏导数代入原方程 ，则得方程的标准形式 ：
uξξ ＋ uηη ＝ uξ ＋ uη ．

小 结

1 ．偏微分方程及其有关概念

偏微分方程及解的定义 、偏微分方程的阶 、线性和非线性偏微分方程 、齐次和
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非齐次偏微分方程 、偏微分方程的定解条件 ——— 初始条件和边界条件以及线性叠
加原理 ，同时给出了定解问题的三种提法 ：初值问题 、边值问题以及初边值混合问
题 ．定解问题的适定性即存在性 、唯一性和稳定性 ．

2 ．三类典型方程

波动方程 、热传导方程以及稳定场方程 ，这三类方程恰好分别是二阶线性微分
方程中的三类典型方程 ，即双曲型方程 、抛物型方程和椭圆型方程 ．

三类方程的定解条件分别是 ：
（１） 初始条件 ：
波动方程有两个关于时间 t的初始条件 ：u | t ＝ ０ 的值及 ut | t ＝ ０ 的值 ；
热传导方程有一个关于时间 t的初始条件 ：u | t ＝ ０ 的值 ；
稳定场方程与时间无关 ，不需要初始条件 ．
（２） 边界条件 ：三个方程都有三类边界条件 ．
第一类边界条件 ： 　 　 　 　 u | Γ ＝ μ（ x ，y ，z ，t） ；

第二类边界条件 ： 抄u
抄n Γ

＝ μ（ x ，y ，z ，t） ；

第三类边界条件 ： 抄u
抄n ＋ σu

Γ
＝ μ（ x ，y ，z ，t） ．

3 ．二元函数的二阶线性偏微分方程的三种标准形式

双曲型方程 ： 　 uξξ － uηη ＝ … ；
抛物型方程 ： uηη ＝ … ；
椭圆型方程 ： uξξ ＋ uηη ＝ … ．

等号右端省略号表示低于二阶导数的项和非齐次项 ．

中英文词汇对照

偏微分方程 　 　 　 　 　 　 　 　 partial differential equation
古典解 classical solution
通解 general solution
二阶线性（非线性）
　 偏微分方程

linear （non唱linear）partial differential equation of
　 the second order

常系数（变系数）
　 偏微分方程

partial differential equation with constant （variable）
coefficients

初始条件 initial condition
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齐次（非齐次）边界条件 honogeneous （non唱honogeneous） boundary condition
适定（性）问题 well posed problem
初值（边值）问题 initial （boundary）value problem
特征曲线 characteristic curve
双曲型方程 hyperbolic partial differential equation
抛物型方程 parabolic partial differential equation
椭圆型方程 elliptic partial differential equation
叠加原理 superposition principle

习 题 １

１ ．设一均匀细杆沿杆长方向有微小振动 ，试推导杆的纵振动方程 ．
２ ．长度为 l两端固定的均匀细弦 ，两端位于 x ＝ ０和 x ＝ l ，将弦的中点垂直拉

开距离 h ，稳定后放开 ，使其做自由横振动 ，试写出相应的定解问题 ．
３ ．一长度为 l的均匀细杆 ，x ＝ ０端固定 ，另一端沿杆的轴线方向拉长 b后静

止 ，突然放手后任其振动 ，试写出振动方程和定解条件 ．
４ ．有一根长为 l侧表面绝热的均匀细杆 ，其内部有强度随时间变化的热源 ，在

同一截面具有相同的热源强度和初始温度 ，杆的一端绝热 ，另一端保持零度 ，试建
立相应的定解问题 ．

５ ．试给出下列定解问题所描述的物理模型 ：

（１）

ut t ＝ uxx ＋ uyy ， ０ ＜ x ＜ a ，０ ＜ y ＜ b ， t ＞ ０ ，
u | t ＝ ０ ＝ φ（ x ，y） ， ut | t ＝ ０ ＝ ψ（ x ，y） ， ０ ＜ x ＜ a ，０ ＜ y ＜ b ，
u | x ＝ ０ ＝ ０ ， u | x ＝ a ＝ ０ ， t ＞ ０ ，
u | y ＝ ０ ＝ ０ ， u | y ＝ b ＝ ０ ， t ＞ ０ ；

（２）

ut ＝ a２ （uxx ＋ uyy ） ＋ f（ x ，y ，t） ， r ＜ x２ ＋ y２ ＜ R ， t ＞ ０ ，
u | x２ ＋ y２ ＝ r ＝ μ（ t） ， t ＞ ０ ，

抄u
抄n x２ ＋ y２ ＝ R

＝ ０ ， t ＞ ０ ，

u | t ＝ ０ ＝ φ（ x ，y） ， r ＜ x２ ＋ y２ ＜ R ；

（３）

uxx ＋ uyy ＝ f（ x ，y） ，
u | x２ ＋ y２ ＝ r ＝ k ，

抄u
抄n x２ ＋ y２ ＝ R

＝ ０

r ＜ x２ ＋ y２ ＜ R ．

６ ．试确定下列二阶线性偏微分方程的类型 ：
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（１） uxx ＋ xu yy ＝ ０ ；
（２） （ x － ２）uxx ＋ ２ xyu xy － y２ uyy ＝ ０ ；
（３） y２ uxx ＋ ２ yu xy ＋ uyy ＝ ０ ．
７ ．Find the standard equation of the following ．
（１） uxx － ２uxy ＋ uy ＝ ０ ；
（２） uxx － ６uxy ＋ １０uyy ＋ ux － ３uy ＝ ０ ；
（３） uxx － ２ xu xy ＋ x２ uyy ＝ ０ ．
８ ．Verifying the superposition principle about linear partial differential equations ：

If ui（ x ，y） is a solution of the linear second唱order equation
A 抄２ u
抄 x２ ＋ ２B 抄２ u

抄 x抄 y ＋ C 抄
２ u

抄 y２ ＋ D 抄u
抄 x ＋ E 抄u

抄 y ＋ Fu ＝ f i （ i ＝ １ ，２ ，３ ，… ） ，

where A ，B ，C ，D ，E ，F and f i are functions of x and y ．Let the equation be Lu ＝

f i ． Series ∑
∞

i ＝ １
Ci u i is convergent （Ci is a arbitrary constant） ， and x ，y can be

termwise differentiated by two times ． Prove ： u ＝ ∑
∞

i ＝ １
Ciu i is a solution of the

equation Lu ＝ ∑
∞

i ＝ １
Ci f i ．




