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�1� ������

1.1 � �

1.1.1 �����

������ n �����, ������

a =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1

a2

...

an

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (1.1-1)

������������, ������

aT = (a1 a2 · · · an) (1.1-2)

“T” ����. ��, �����������������. ��������,

������������.

�� a �� β ���������, ���������� a ������

� β ��

βa =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

βa1

βa2

...

βan

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

1.1.2 ��������

�� a ��� b ����������, �����, �

aT · b = (a1 a2 · · · an)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1

b2
...

bn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = a1b1 + a2b2 + · · · + anbn (1.1-3)

���� a ��� b �����, ���� a ��� b ��.



· 2 · ����������

�� a ������� (norm), �� ‖a‖. �� a �����������

��������, �

‖a‖ =
√

aT · a =
√
a2
1 + a2

2 + · · · + a2
n

���� a ��� 1, ����������. ���������, �����

������, ��	������.

1.2 � �

1.2.1 �����

�������

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · anm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (1.2-1)

�� A�� (n×m)��. �� n�� m���,�� n×m���.����


�������, ���������, �������������, ����

���������. �������������, ����������, �

�, �������. ������������� 1, �����������.

�����������������, ��� 1 �� 1 ����.

� (n×m) �� A, �� n �� m, ���� A ����. (n× n) ����

� n ���.

1.2.2 �������

n ��� A �� (trace) �����������, �

Tr(A) =
∑

i

aii (1.2-2)

�� n ��� A � B ���, ������ (scalar product). �����, ��

��� A � B �����, �

A · B = Tr(AB) =
n∑

i=1

(AB)ii =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijbji

����������, �� A ���������������, �

‖A‖ =

√√√√ n∑
i=1

(A2)ii =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

aijaji (1.2-3)
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(1.2-3) �������� Frobenius � [1]. ����������������

�, ����������������, ��������������.

1.2.3 �����

��������������, ��������������. ����

���������, ������������, �����������.

AT =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · anm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

T

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2

...
...

. . .
...

a1m a2m · · · anm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�� A ������� A†. �� “†” ������. ������� A ���,

����������. �������

A† =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · anm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

†

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a∗11 a∗21 · · · a∗n1

a∗12 a∗22 · · · a∗n2

...
...

. . .
...

a∗1m a∗2m · · · a∗nm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

��������� m � n �.

1.2.4 ������

���� A ��� B �� (n×m) ��, �������. �������

�����, �������� A ��� B ������

A + B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 + b11 a12 + b12 · · · a1m + b1m

a21 + b21 a22 + b22 · · · a2m + b2m

...
...

. . .
...

an1 + bn1 an2 + bn2 · · · anm + bnm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

���	�������.

1.2.5 �����

���� A���� β �����������. ���������� A

������� β ��. ������
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βA = β

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · anm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

βa11 βa12 · · · βa1m

βa21 βa22 · · · βa2m

...
...

. . .
...

βan1 βan2 · · · βanm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�� (n×m)�� A��� (m× k)�� B ����,������ (n× k)

�� C. ��������� A �������� B ���. ������

C =AB=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · anm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b11 b12 · · · b1k

b21 b22 · · · b2k

...
...

. . .
...

bm1 bm2 · · · bmk

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c11 c12 · · · c1k

c21 c22 · · · c2k

...
...

. . .
...

cn1 cn2 · · · cnk

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(1.2-4)

���� cij �

cij =
m∑

l=1

ailblj (1.2-5)

(1.2-5) ����� cij ���� A �� i ��������� B �� j ���

������. ����������, AB ����� BA.

� (1.2-5) ��������, �	

c∗ji =
m∑

l=1

a∗lib
∗
jl =

m∑
l=1

b∗jla
∗
li (1.2-6)

� (1.2-6)���������

(AB)† = B†A† (1.2-7)

(1.2-7) ������������.

1.2.6 ���

�� (1.2-1)����������
�.�� n��� A,����� n2 �

��
���������, ��	���������. n ���������

�

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.2-8)



� 1 � ������ · 5 ·

�� aij ��������.����
����. 1 ����������,��

��
�����	�. 2 �� 3 �����
�����∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ =a11a22 − a12a21

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
=a11a22a33 + a12a23a31

+a13a32a21 − a11a23a32 − a22a13a31 − a33a12a21

������
������
���������� 1.4 �		.

�� n ��������
��,����������,��������

��. ���������, ������.

1.2.7 ����

�� n ���

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

������

a11 > 0,

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ > 0, · · · ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0

���� A �����.

1.2.8 ����������

� n ��� A, �� x, ��
� λ, ����������

Ax = λx (1.2-9)

�	 (1.2-9)�������
��. �� x ���� A �����. λ ����

A ���
.

��	 (1.2-9)����			�, ���
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 − λ a12 · · · a1n

a21 a22 − λ · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann − λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

...

xn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 0

���
�	����
, ��� x �������������, �∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 · · · a1n

a21 a22 − λ · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (1.2-10)

�	 (1.2-10) ������	 (secular equation). ������ λ ���� n �


��. �� A ���
���
����. �	 (1.2-10) ��	������

A ���
��.

����
�����, ���������, �������
���



 [5]. �� 5 �������
������
��� Davidson�� [6].

1.2.9 ����������

�� n ��� A � S, ���
��

Ax = λSx (1.2-11)

�
�	 (1.2-11)���	���
��. λ� x������
�������

�. �� n ��������� S ����, �

xT
i Sxj = δij (1.2-12)

�� δij � Kronecker δ 
�. � 1.3.3 ����, ���� S ����, 	���


�����������
��.

���	���
��, ���	����. �
����
����	��

�������		�
	���
��.�����	���� [7], 	��



���������
���������. �� Davidson ����	 [6].


�� k ������
��� {Z1,Z2, · · · ,Zn},����� x�����

�������

x =
k∑

i=1

ciZi (1.2-13)
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�� ci �����. ��	 (1.2-13) ��� (1.2-11) �, ����� ZT
j , ���

��	

ÃC = λS̃C (1.2-14)

�� Ã, S̃ � C �������

Ãij = ZT
i AZj , S̃ij = ZT

i SZj , CT = (c1, c2, · · · , ck) (1.2-15)

��,�� n���	���
������� k ��	�	���
��.��

��, k�	,�	 (1.2-14)����
���. ���� k������� (1.2-13)

�,�	 k�����	 (1.2-11)������. �����
� {Z1,Z2, · · · ,Zn},
���

�, ����	�. �����������	��. �������

������. ��������
�������
���, ���
����

��	,������������, ��		.����������	�. ��,

���������������	�, �
�������.



��, 	���
�� (1.2-11)�������
��	
��

f(x) = xTAx − λxTSx (1.2-16)

�
� f(x) � x ��� xk ���� (� 1.4.5 �), �	

∂

∂xk
f(x) = 2(Ax)k − 2λ(Sx)k (1.2-17)

���� x �� k ��� xk 	���	���,���� δk,��������

�, ��
∂

∂xk
f(x) |xk+δk

= 0 (1.2-18)

�	

δk = [(Ax)k − λ(Sx)k]/(λskk − akk) (1.2-19)

�	 (1.2-19)�����������	 (1.2-11)�	�	��������� k

���. ��������������
��, �	������
, ��� λ

� x �������
��������. ��, � (1.2-19) ��������,

����
���,�� Zk+1,���	 (1.2-13)�, (1.2-14)�� (1.2-19)���

�, �	������.

�
�����	�����
���
��������, �������

��. ������
���
��������, �����
�������

�
. 
���� k ���
, �� r �
��� {Z1,Z2, · · · ,Zr, r � k},���
���� S ����. ����������.
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(a) �� Ãij = ZT
i AZj � S̃ij = ZT

i SZj , �
��	��	���
��

ÃC = λS̃C. ��
������������ λg � Cg, g = 1, 2, · · · , r.
(b) ��� k ���
��������, ����

xg =
r∑

i=1

cigZi, Eg = Axg − λgSxg, g = 1, 2, · · · , k

�� cig �� g ����� Cg �� i ���. �� ‖Eg‖ �
. ����� k �

‖Eg‖
����������,��	� 10−6,� k � {λg,Cg} �������

��������, 	���. �����, ������
�.

(c) ��
���

pig = Eig/(λgsii − aii), i = 1, 2, · · · , n; g = 1, 2, · · · , k

(d) ��� {p1,p2, · · · ,pk} � {Z1,Z2, · · · ,Zr} �����, �������

�����

Zr+1,Zr+2, · · · ,Zr+k

������
��� 1.5 ��		.

(e) �	
� (a), ��
����.

���
	���, 
�������	��. �������������

�, ��
����, 
�����	����������	�

. �
��

���	�����
	�

.����,�����
�,�����

. �

���
�, ������
	���
���	 (1.2-14) �����
�, ��

��
�,
�
��
�. ����,
������	�� 15. 	�,����

�����	����. 
������ m, ����	� r, �����
��

� k, �

n = r + k ·m (1.2-20)

�� n �	���
�� A �
�. �� n, m � k �����, ������

���	 r ��
. ����� r, ���
 m ���, � r + k ·m � n ����

�, ���	 (1.2-20)�� r ��
���. 	���, ������� r, (1.2-20)

���� m ����
, ��, ����� r + k ·m = n ������, ����

�����, ��
	���������. ��	���, ��������


�	��� r, ����	 (1.2-20) �����
. ��, ����
	�		, �


�� m �����. ��������������� n �, 
� n 
���

���������������.
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1.3 �	�	��

1.3.1 ��������

�� n ��� A �������� 1, �������, ����	��. �

��������

aij = δij =

{
1, i = j

0, i �= j

�� δij � Kronecker δ 
�. �	����� I.

���� n ��� A� B ������	�� I,��� A���� B �

�. �� B ����� A ��. ���	�. n ��� A ���� A−1. ���

�, �

AA−1 = A−1A = I

	�, �� n ��� A � B ������ B ��� A ����, �

(AB)−1 = B−1A−1 (1.3-1)

(1.3-1) ���
�����
��.

1.3.2 ����������

�� n ��� A �����������, ��������� 1, ���

� A �����, ������

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

d1 0 · · · 0

0 d2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · dn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�� n ��� A � B �����, ��������
, � AB = BA. �
�

��

�����.

� n��� A,���������������,�����������

�, ���� A ������
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

d1 a12 0 · · · 0 0

a21 d2 a23 · · · 0 0

0 a32 d3
. . .

...
...

...
...

. . . . . . an−1n 0

0 0 · · · ann−1 dn−1 an−1n

0 0 · · · 0 ann−1 dn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

1.3.3 ��������

� n ��� A, �������������, ���� A ������ L

L =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

l11 0 · · · 0

l21 l22 · · · 0
...

...
. . .

...

ln1 ln2 · · · lnn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

��
����, �	�
��������, �������������. �

�������� L−1, � LL−1 = I, �
�����
�� L−1 ������

�. ����� L−1 �����. ������, �⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

l11 0 · · · 0

l21 l22 · · · 0
...

...
. . .

...

ln1 ln2 · · · lnn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

l−1
11 0 · · · 0

l−1
21 l−1

22 · · · 0
...

...
. . .

...

l−1
n1 l−1

n2 · · · l−1
nn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

���	���������, ������, �	

���� l11l
−1
11 = 1, l22l−1

22 = 1, · · · , lnnl
−1
nn = 1 (1.3-2)

�����
n∑

k=1

likl
−1
kj = 0

�� L ������, ���� k �� i, � lik ���. ��, ������

���	��
i∑

k=1

likl
−1
kj =

i−1∑
k=1

likl
−1
kj + liil

−1
ij = 0 (1.3-3)

� (1.3-2)�� (1.3-3) �, �	 L−1 �������

l−1
ii = 1/lii (1.3-4)
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l−1
ij =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−
i−1∑
k=1

likl
−1
kj /lii � i > j �

0 � i < j �

(1.3-5)

�����
, � 3 �������
����⎛
⎜⎜⎝

l11 0 0

l21 l22 0

l31 l32 l33

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝

l−1
11 0 0

l−1
21 l−1

22 0

l−1
31 l−1

32 l−1
33

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎟⎠

�����������, �	

l11l
−1
11 = 1, l22l

−1
22 = 1, l33l

−1
33 = 1

l21l
−1
11 + l22l

−1
21 = 0, l31l

−1
11 + l32l

−1
21 + l33l

−1
31 = 0, l32l

−1
22 + l33l

−1
32 = 0,

��
 6 ��	, ��� L−1 �����, �			����� l−1
21 , l−1

31 , l−1
32 .

�	�������������
 LLT, ���	���
������

���
��. 1.2.9 ��		�	���
������

Ax = λSx (1.3-6)

�� A �����, S �������, λ � x �����
��������.

� S �
� LLT, �

Ax = λLLTx (1.3-7)

� L−1 	� (1.3-7) ����, �

L−1A(LT)−1LTx = λLTx (1.3-8)




y = LTx, B = L−1A(L−1)T, (L−1)T = (LT)−1

�

By = λy (1.3-9)

��, 	���
�� (1.3-6)���������
�� (1.3-9) �.

1.3.4 Hermite �������

�� n ��� A�����������, �� A � Hermite��. ���

�, ������

A† = A, a∗ij = aji (1.3-10)
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�� Hermite �� A �������, ��� A �����, �����

aij = aji

Hermite �����������.

(1) Hermite �����
���.

Herimit �� A �����
����

Ax = λx (1.3-11)

� x† 	� (1.3-11)���, �	

x†Ax = λx†x (1.3-12)

	�, ���
� (1.3-11)������, ��	
� (1.2-7)�, ��	

x†A† = λ∗x†

�� A � Hermite ��, ��

x†A = λ∗x†

� x ������, �	

x†Ax = λ∗x†x (1.3-13)

�� (1.3-12)�� (1.3-13)�, �	

λ = λ∗

��, ��
 λ ���.

(2) n � Hermite ��� n ����������.

����
����
��.

���������� x1 � x2 ������������
 λ1 � λ2 ��

�. ���	 (1.3-11) �, �

Ax1 = λ1x1 (1.3-14)

Ax2 = λ2x2 (1.3-15)

� x†
2 	� (1.3-14) ���, �	

x†
2Ax1 = λ1x

†
2x1 (1.3-16)
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� (1.3-15) ��������, �� x1 �������, �� A � Hermite ��

� λ2 ���, �

x†
2Ax1 = λ2x

†
2x1 (1.3-17)

� (1.3-16)�	� (1.3-17)�, �

(λ1 − λ2)x
†
2x1 = 0

�� λ1 ��� λ2, ��

x†
2x1 = 0

��� x1 � x2 ��. ��� x1 � x2 �����������, ��	���

���.

��, ������
��. 
����� x1 � x2 ��������
, �


��������

x′
1 =

x1

|x1| , d = −(x′T
1 · x2)x′

1 + x2, x′
2 =

d

|d|


���� x′

1 � x′
2 ����, �� x1 � x2 ��������
. �
��

��	�
�����, 
���� 1.5.1 � Schmidt �����.

��, ����� n ��������. �����, ���
��
���

��

 [4].

(3) 
� Hermite ������

�
��������, �������

����
.

���������. 
�
����������
���	���. ��

����. ���
���	���.

1.3.5 ��������

�� n ��� A �������������, ���� A �
��, �

A−1′ = A† (1.3-18)

��
���������, ���� A �����.


���������

(1) n �
������������ n ��������.

����
��� U , ������������

U = (b1, b2, · · · , bn)

��
�����, �
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U †U = (b1, b2, · · · , bn)†(b1, b2, · · · , bn) = I

�	

b†ibj = δij , i, j = 1, 2, · · · , n
���������. 	�����
	����,� n�����������

n ������
��.

(2) ��
���������
��.

���� U1 � U2 ���
��, �

(U1U2)†U1U2 = U †
2U

†
1U1U2 = U †

2IU 2 = U †
2U2 = I (1.3-19)

��� (1.3-19)��������, �	�
� (1.2-7)�. ��.

1.4 ������

1.4.1 �����

�� n ��, 1, 2, · · · , n, �������, �������

1 2 3 · · · n

� n ��������� n ��. ������, ������������	

�����, �����
�. �������

(a) 1 2 4 3 5 (b) 1 4 2 3 5

�� (a) ���
�, �� (b) ���
�. �����, ����
�����

�, ���������; ����, �����.

��� n �����������	�, ��	��
���

p1 p2 p3 · · · pn

��	������
, ��(
1 2 3 · · · n

p1 p2 p3 · · · pn

)
(1.4-1)

(1.4-1) ���, �
�
�, 	� 1 �� p1, 	� 2 �� p2, ��.

�
 (1.4-1)��������. ���
�
��������
����.

��
���
�����, ��
���
�����. ����������

��, ���
���
, �����
.
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1.4.2 �����

� 1.2.5 ��, ���������, �� 2 �� 3 �����
�����

���
�. ����������
�.

n ����������∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
�������������, ������ 1 	 n �����. ��� n ��

����������, n ��������	����, ����������

���
, �������
�������. ����
�� n! �. �� i ��


� P̂i, ������ (
1 2 3 · · · n

i1 i2 i3 · · · in

)

���
��� P̄i, � n �����
�����∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n!∑
i=1

(−1)P̄i P̂i{a1i1a2i2 · · · anin} (1.4-2)

����� 3 �����
, � (1.4-2) �����. ��������� 6 ��


(
1 2 3

1 2 3

)
,

(
1 2 3

2 3 1

)
,

(
1 2 3

3 1 2

)
,

(
1 2 3

1 3 2

)
,

(
1 2 3

3 2 1

)
,

(
1 2 3

2 1 3

)

���
����� 0, 2, 2, 1, 3, 1. � 6 ��
����� 6 ������

a11a22a33, a12a23a31, a13a21a32, a11a23a32, a13a22a31, a12a21a33

�� 6 ������������ (−1)P̄i �� (1.4-2) �, �	∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
=a11a22a33 + a12a23a31

+a13a21a32 − a11a23a32 − a13a22a31 − a12a21a33
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��� 1.2.6 �� 3 ����������, 	�������.

��, 
�����, ����������������
�����, �

��������
�����, �����������
�����, ���

������
�����, �	������. ������������.

1.4.3 ������

(1) n ����������, �������
��.

���n �������������������∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
�

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2

...
...

. . .
...

a1n a2n · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

���������, 	���������������
���. 	�
�

����,���
�������	
���,��
����.��
� (1.4-2)

�, ������
���.

(2) ������������, ����
�	���.

���
����� (1.4-2) �, ��������� j � k. �����, �

��������
� w1, �

w1 =
n!∑

i=1

(−1)P̄iP̂i{a1i1a2i2 · · ·ajij · · ·akik
· · ·anin} (1.4-3)

����������, �	���

a1i1a2i2 · · · akij · · ·ajik
· · · anin

�������������

,�����������	�.�����,�


�
���
� 2(k − j − 1) + 1. �����������, �������


� 1. ���������
� w2, ��, (1.4-3) ���

w2 =
n!∑

i=1

(−1)P̄i P̂i{a1i1a2i2 · · · akij · · · ajik
· · · anin}

=
n!∑

i=1

(−1)P̄i+1P̂i{a1i1a2i2 · · · ajij · · · akik
· · · anin}

� w2 = −w1. �����������,���������	���,����

���������	�.
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����������, �������������, �������
�

�.

(3) ���������������������������.

�����
� (1.4-2) ����
��. 	�, �	�� (2) � (3), ���

������������������
, �����
��.

(4)�������� (��)����	���	�� (��), ����
�

	�.

���������
� w1. ������ j �� β ��	� k �, �	�

����
�� w2. � (1.4-2) �, �	

w2 =
n!∑

i=1

(−1)P̄i P̂i{a1i1a2i2 · · · ajij · · · (akik
+ βajij )k · · · anin}

���
���� k ��� k �. � w2 ��, �	

w2 =
n!∑

i=1

(−1)P̄i P̂i{a1i1a2i2 · · · ajij · · · akik
· · · anin

+a1i1a2i2 · · · ajij · · · (βajij )k · · ·anin}

=
n!∑

i=1

(−1)P̄i P̂i{a1i1a2i2 · · · ajij · · · akik
· · · anin}

+
n!∑

i=1

(−1)P̄iP̂i{a1i1a2i2 · · ·ajij · · · (βajij )k · · · anin}

� w2 �����, ������� j ��� k ������
, ����. ��,

w2 ��

w2 =
n!∑

i=1

(−1)P̄i P̂i{a1i1a2i2 · · · ajij · · · akik
· · · anin} = w1

����. ��������.

(5) ����������� (��) ���, ������∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · b1j · · · a1n

...
. . .

...
. . .

...

aj1 · · · bjj · · · ajn

...
. . .

...
. . .

...

an1 · · · bnj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · c1j · · · a1n

...
. . .

...
. . .

...

aj1 · · · cjj · · · ajn

...
. . .

...
. . .

...

an1 · · · cnj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · b1j+c1j · · · a1n

...
. . .

...
. . .

...

aj1 · · · bjj +c1j · · · ajn

...
. . .

...
. . .

...

an1 · · · bnj+c1j · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
�� (5) ������ (4) ��, �������.
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(6) �� n ��� A � B �������� |A| · |B| ���������
� |AB|, �

|A| · |B| = |AB| (1.4-4)

(1.4-4) �����
��� [4].

1.4.4 ���� Laplace ��

1.4.4.1 ������������

��� n �����, 
��� m �� m �, � m �� m ���
���

�� n ����������	������
����, ��
����� m

���. �
�� m����� m�, ��	� m ���,�� m����. �

��� m �� m ���	 n �������, ��������������

���� (n −m) ��
���, ��
����� m ���� (n −m) ���

� (minor). ��������	�.

�m���D1�� n�����m� (i1, i2, · · · , im)�m� (j1, j2, · · · , jm)

��
������. D1 ������ D2,� (−1)i1+i2+···+im+j1+j2+···+jmD2 �

� D1 ������ (cofactor). n ������ i �� j ����������,

���� i �� j ���������� (−1)i+j .

1.4.4.2 ���� Laplace��

�� n �����
���

� (1.4-1) ����. ����������

�, �� (1.4-1) ��������
, �����
���. ��, Laplace 
�

������ m(m � n) �� m ������. �	���� Laplace ��. �

Laplace ������.

Laplace�������� n �����,
��� m� (��) �,����

���� m ������� m � (��) ��� m ������������

�����.

Laplace ��������
��� [3]. � Laplace ���, �� m ��, �

���� m ������� (
n

m

)
=

n!
(n−m)!m!

(1.4-5)

(1.4-5) ���	 n ���
��� m �����������.

�� m � 1, ����������������. 	 Laplace ����, �

������������������������. � 3 �����
, ��
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���� 1 �����

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
=a11(−1)1+1

∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣
+a12(−1)1+2

∣∣∣∣∣ a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣+ a13(−1)1+3

∣∣∣∣∣ a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣∣
������������, � (1.4-5) ��, �� 3 ������������

�, �����

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣∣ (−1)2+3+1+2a13 +

∣∣∣∣∣ a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣ (−1)2+3+1+3a12

+

∣∣∣∣∣ a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣∣ (−1)2+3+2+3a13

�����������������������������������.

��������, ����������.

Laplace����������,����
�� (��)������	��

(��) �����������������.

Laplace �����������

��
�����
���. ����

�
����
�����, ����
�
. ���
����������



, ��� [5].

1.4.5 ���������

(1) �������� (1.2-8) �, ���� |A| ��� t ����

d |A| /dt =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

da11

dt
da12

dt
· · · da1n

dt
a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+· · ·+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

dan1

dt
dan2

dt
· · · dann

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.4-6)
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�

d |A| /dt =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

da11

dt
a12 · · · a1n

da21

dt
a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

dan1

dt
an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ · · · +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · da1n

dt

a21 a22 · · · da2n

dt
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · dann

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.4-7)

���� (1.4-2)�, �

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n!∑
i=1

(−1)P̄iPi{a1i1a2i2 · · ·anin}

��

d |A| /dt =
d
dt

n!∑
i=1

(−1)P̄iPi{a1i1a2i2 · · · anin}

=
n!∑

i=1

(−1)P̄iPi

{
da1i1

dt
a2i2 · · · anin + a1i1

da2i2

dt
· · · anin

+ · · ·+ a1i1a2i2 · · ·
danin

dt

}

=
n!∑

i=1

(−1)P̄iPi

{
da1i1

dt
a2i2 · · ·anin

}
+· · ·+

n!∑
i=1

(−1)P̄iPi

{
a1i1a2i2 · · ·

danin

dt

}

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

da11

dt
da12

dt
· · · da1n

dt
a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ · · · +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

dan1

dt
dan2

dt
· · · dann

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
��. ����, �����.

(2) � n ����� A ��� x, � d(xTAx)/dx = 2Ax.
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���xTAx = ( x1 x2 · · · xn )

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n∑
j=1

a1jxj

n∑
j=1

a2jxj

...
n∑

j=1

anjxj

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=
n∑

i=1

n∑
j=1

xiaijxj

��

d(xTAx)/dxk =
n∑

i=1

n∑
j=1

δikaijxj +
n∑

i=1

n∑
j=1

xiaijδjk =
n∑

j=1

akjxj +
n∑

i=1

xiaik

�� δij � 1.3.1 ��		� Kronecker δ 
�. ���� A ��, � aij = aji, �

��
���, �	

d(xTAx)/dxk = 2
n∑

j=1

akjxj

�	������� A �� k ���� x ���. ��� x ����

d(xTAx)/dx = 2Ax

1.5 ������

�� n ��������, b1, b2, b3, · · · , bn, ���	���. ������

����
	. ��		�	����������. ��������, ���

��������. ��
�����, �������������. ��, �

����	���, ��		��	������	��������
�.

1.5.1 Schmidt �����

��� b1 ���, ��� c1, �

c1 =
b1

‖b1‖
� c1 � b2 ����
��

d = α1c1 + b2

�� α1 �����. ��
�� d � c1 ��, � c1 ���	���� d ��

�, �	

0 = cT
1 · d = α1c

T
1 · c1 + cT

1 · b2
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���� c1 �����, � cT
1 c1 = 1, �	

α1 = −cT
1 · b2

� α1 �������	 d �����, ��	������ c2

d = −(cT
1 · b2)c1 + b2, c2 =

d

‖d‖
�

����		
�����. 
�
�	 (n−1)�������, c1, c2, · · · ,
cn−1, �� n �������, ����
���

d = −(cT
1 · bn)c1 − (cT

2 · bn)c2 − · · · − (cT
n−1 · bn)cn−1 + bn, cn =

d

‖d‖
��� Schmidt �����. 	�
��
	�	, �������������

�����. ����������
�, ������, ���

�����

�. ��		������
��
	.

��� b1 � b2 ���, ���������� S, ��������(
s11 s12

s21 s22

)
=

(
bT
1 b1 bT

1 b2

bT
2 b1 bT

2 b2

)
(1.5-1)

����������, ������� LLT �
, �(
bT
1 b1 bT

1 b2

bT
2 b1 bT

2 b2

)
= LLT =

(
l11 0

l21 l22

)(
l11 l21

0 l22

)
(1.5-2)

	 (1.5-2)�����������

l11 =
√

bT
1 b1, l21 = bT

2 b1/

√
bT
1 b1, l22 =

√
(bT

1 b1)(bT
2 b2) − (bT

2 b1)2√
bT
1 b1

(1.5-3)

����������, ���


���� L−1. �������, ����

�

l−1
11 =

1√
bT
1 b1

, l−1
21 =

−bT
2 b1/

√
bT
1 b1√

(bT
1 b1)(bT

2 b2)−(bT
2 b1)2

, l−1
22 =

√
bT
1 b1√

(bT
1 b1)(bT

2 b2)−(bT
2 b1)2

� (1.5-2)���	� L−1, �� (LT)−1, �	

L−1

(
bT
1 b1 bT

1 b2

bT
2 b1 bT

2 b2

)(
LT
)−1

=

(
1 0

0 1

)
(1.5-4)




