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序

传热 、气动 、电磁和结构等物理场计算分析技术是航空 、航天 、船舶和车辆等复
杂产品研制的共性核心技术 ，其相关的计算机辅助工程分析（CAE）软件系统是设
计工程师必备的工具手段 。随着经济建设和国防建设的发展 ，复杂产品性能需求
越来越高 ，其运行工况越来越严苛 。在急剧变化的多工况条件下 ，各种物理变化过
程（如传热过程和结构变形过程）相互影响的耦合效应日益凸显和复杂 ，因此 ，在复
杂产品研制过程中 ，计算机辅助多物理场耦合分析或多学科联合仿真分析技术与
工具已成为重要的研究热点 。

目前 ，国外商业化的 CAE 软件在国内装备制造企业 、研究院所和高校中占据
垄断地位 ，严重地制约了我国工程应用 、技术研究和教学的快速健康发展 ，因此 ，急
需发展我国自主的复杂产品 CAE 技术与软件系统 。 这是一条充满荆棘的道路 ，
需要勇气 、艰辛 、智慧和坚持 。令人感到欣慰的是 ，国内一些研究者和实践者敢于
突破传统观念 ，积极倡导理论研究 、自主知识产权软件开发和工程应用相互结合 ，
历经努力 ，已取得了一些良好的成果 。 枟传热与结构分析有限元法及应用枠一书研
究内容即为其中之一 。

在工程应用实践的基础上 ，该书作者对传热分析 、结构分析和热固耦合分析技
术 、软件开发和工程应用进行了深入系统的总结提炼 。 该书鲜明地体现多学科交
叉融合的特色 ，内容包括传热学 、固体力学 、偏微分方程 、有限元法和计算机软件等
方面的知识 。该书的另一个特色是物理模型 、数值计算方法 、软件开发和工程应用
结合 。

该书首先介绍了多维度的导热控制方程 、二阶偏微分方程的分类和基本性质 、
初始边值问题的定解条件和具体的换热边界条件 ；然后介绍了平面和轴对称传热
分析问题的三角形网格单元模型 ；最后 ，推导了传热分析问题的四边形等参单元模
型和数值计算方法 。在结构分析方面 ，该书介绍了平面和轴对称结构的平衡方程 ，
推导建立了多种载荷和边界约束条件下的结构分析单元模型 。为了使读者能够全
面掌握有限元方法 ，该书在建立有限元模型过程中分别采用了迦辽金加权余量法 、
泛函变分法和虚功原理三种方法 ，并且论证了这三种方法的异同之处 。

该书还介绍了热固耦合分析技术 ，并论述了多种热固耦合形式 ，提出了热固耦
合数值计算方法 ，例如 ，当物性与温度相关时 ，由线性导热控制方程推导建立了非
线性导热控制方程 。该书还分别对热固耦合分析问题的弱耦合计算方法和强耦合
技术方法进行了探讨 。另外 ，该书还介绍了自主开发的热固耦合分析软件的功能 ，
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并且对众多典型的传热和结构分析案例进行了计算验证和分析 。
该书对从事复杂产品研制的工程师具有参考价值 ，对有自主知识产权的 CAE

软件设计开发具有指导作用 ，对高校相关专业的教学工作具有支撑作用 。 期望该
书能够积极促进我国自主的复杂产品 CAE 技术与软件系统的发展及其在装备制
造业中的工程应用 。

中国工程院院士
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我国在高端民用装备和军工装备研制能力与研制水平方面仍然落后于工业发

达国家 ，例如 ，民用航空产品和零部件依赖进口 ，军用航空产品与国外先进水平相
比具有较大差距 。机床企业仍然采用基于经验的改型设计方法 ，缺乏创新设计理
念和设计手段 ，在高端数控机床市场的竞争力较弱 。

复杂装备研制是多学科协同的综合优化决策问题 ，各学科设计目标和约束相
互影响 ，随着设备性能指标的提升 ，多学科耦合效应日益凸显 。传统的设计理念仍
然侧重于零部件结构尺寸设计和强度校核 ，没有充分考虑复杂工况下装备内部产
生的多种物理变化过程 。事实上 ，航空航天 、船舶 、重型机械 、车辆和能源设备等复
杂产品研制的关键是高效和高精度的计算流场 、温度场 、电磁场 、结构变形与动态
响应等物理现象（过程） 。

分析各类物理系统及其耦合效应需要综合应用众多领域的科学知识和技术 ，
其中包括力学和材料领域的机理模型 、数学领域的偏微分方程计算方法和计算机
领域的数值仿真技术等 。其中 ，计算机软件代码是多物理问题计算和分析技术的
一种物化形式 ，也是检验和修正物理机理模型的主要途径 。 只有将物理机理模型
的数值计算方法编制为计算机软件代码 ，才能将理论成果应用于实际工程问题 。

在我国 ，许多高校和研究所长期从事空气动力学 、流体力学 、固体力学 、结构力
学和传热分析等领域学术研究 ，但是由于缺乏具有自主知识产权的数值计算软件 ，
所取得的理论成果只能束之高阁 ，无法在工程技术领域应用 。 虽然越来越多的企
业采用商业化计算机辅助工程分析（computer aided engineering ，CAE）系统计算
多种物理变化过程 ，并分析这些物理过程对结构的影响 ，但是 ，商业化 CAE 系统
是一个典型的黑箱 ，许多工程师只知其然 ，不知其所以然 。 同样 ，由于缺乏具有自
主知识产权 CAE 系统 ，高校在某种意义上成为国外商业化软件的市场中介 ，从源
头上制约了学生（未来工程师）的创新思维意识 。

为了提高复杂装备创新设计水平 ，高等教育 、科研和工业界都需要系统地掌握
多物理系统的控制方程（governing equations） 、数值计算方法和软件实现方法等 。
目前 ，一些有限元技术书籍学术性太强 ，不能直接指导系统开发及工程应用 ；另外
一些参考书籍则重点介绍国外商业化软件（如 ANSYS）的操作步骤 。 但是 ，只有
经历机理模型推导 、算法设计 、软件开发与工程应用的全过程 ，读者才能深入掌握
并且正确应用 CAE 技术 。

因此 ，作者对传热和结构分析的 CAE 系统开发及应用工作进行了总结 ，试图
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系统地介绍相关技术研究 、软件开发和工程应用方面的经验 。作者已经撰写了枟面
向科学计算的网格划分与计算可视化技术枠一书 ，介绍了 CAE 系统开发与应用两
项关键支撑技术 ：离散化和可视化技术 。 本书则主要介绍传热和结构系统的控制
方程 、数值计算方法 、软件开发与应用方法 。

CAE 系统常用的数值计算方法包括有限差分 、有限元 、有限体积和边界元等
方法 。有限元方法是计算椭圆型和抛物线型偏微分方程的有效数值计算方法 ，广
泛应用于传热和固体力学计算领域 。 因此 ，我们在传热和结构分析 CAE 系统开
发中采用了有限元方法 。

本书具体介绍平面和轴对称结构传热和结构分析控制方程 ，采用迦辽金加权
法 、虚功原理和泛函变分方法建立了三节点三角形 、六节点三角形 、四节点四边形
和八节点四边形单元的传热和结构分析有限元模型 ；介绍了有限元模型的数值计
算方法 ，以及有限元系统开发与典型问题案例的数值计算过程 。

本书内容涉及的研究工作持续得到了中国人民解放军总装备部预研计划 、国
家国防科技工业局项目 、国家高技术研究发展计划（简称 ８６３计划） 、辽宁省及沈阳
市科技计划等项目的支持 ，对此表示感谢 ！同时 ，感谢李伯虎院士在百忙中审阅了
本书 ，并且作序 。感谢中国航空工业集团的郭恩明研究员和周荣林博士 ，以及沈阳
发动机设计研究所的杨士杰研究员和传热分析专业的工程师 ，他们为作者提供了
将理论研究与工程应用相互结合的机会 。感谢袁慧群教授在百忙中审阅了本书的
初稿 ，并且提出了许多宝贵建议 。最后 ，感谢众多直接或者间接支持作者科研工作
的人士 ，这些宝贵的支持使得作者在崎岖的科研道路上跋涉前行 ！

限于作者水平 ，书中难免存在不妥之处 ，衷心欢迎读者批评指正和提出宝贵的
建议（wangc ＠ mail ．neu ．edu ．cn） 。

王成恩

２０１１年 １１月 ３０日于沈阳
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第 1章 　三角形单元的平面传热分析模型

热量是自然界和工程技术领域最常见的一种能量形式 ，对人类生活方式 、科技
发展 、经济建设和国防建设等具有重要影响 。欧洲学者早在 １９世纪就开始研究热
量产生 、传递和转换过程 ，并创建热力学和传热学等学科 。 现在 ，热力学和传热学
已经在气象分析 、环境监测 、航空航天 、电力 、电子 、生物工程 、建筑工程 、机械制造
业和太阳能产业等领域得到广泛应用（Eckert et al畅 ，１９９６） 。

例如 ，随着推重比的提高 ，航空发动机涡轮前燃气温度已经达到或者超过
２０００K ，远远超过材料能够承受的温度极限 。为了提高安全性和可靠性 ，必须对涡
轮叶片等零部件进行有效的冷却 ，如气膜冷却和内部冲击冷却 。 传热分析计算技
术是设计冷却方案和评估冷却效果的关键技术手段 。如果预测的叶片温度超出实
际温度 １０ ℃ ，叶片寿命将会减半 ，因此准确预测出传热系数和叶片温度有助于防
止热穿孔和延长叶片寿命（韩介勤等 ，２００５） 。 有些学者则认为温度场计算偏差如
果达到 １０ ～ １５K ，涡轮叶片的估计寿命偏差就达到一半（Rosset te et al畅 ，２００９） 。

另外 ，各种制冷空调系统都需要计算温度场分布和传热（散热）效率 ；太阳能发
电设备需要计算和提高吸热器的辐射热流密度 。纳米卫星采用包括隔热层和散热
面等在内的被动热控系统来控制卫星舱内仪器设备的温度变化 ，保证其工作可靠
性（李运泽等 ，２００７） 。汽车 、火车和地铁等各种车辆在研制过程中都必须计算热量
的产生和传递效果 ，以及其对系统性能 、安全和舒适性的影响 。

船用大功率柴油机的曲轴制造是支持船舶工业发展的关键技术之一 ；工程师
在曲轴红套装配之前采用数字化计算技术可以掌握曲轴形状变化 、热应力场 、应变
场和温度场的变化规律 ，指导红套工艺方案制订（余云岚 ，２００８） 。

在计算机技术广泛应用之前 ，学者们已经对热力学和传热学的机理模型进行
了深入的研究 ，但是只能采用傅里叶变换和参数分离等数学方法分析简单的热力
学过程 ；学者们在很大程度上依赖物理实验观察热量变化和传递现象 ，总结和验证
传热规律 。

近 ３０年来 ，计算机技术的发展使得学者和工程师可以采用数值计算技术研究
分析热量的产生 、传递和转换过程 。计算机数值计算技术和经典传热理论的结合
产生了一门新的交叉学科 ———数值传热学（numerical heat transfer ，NH T）或者计
算传热学（computational heat transfer ，CH T） 。

数值传热学利用偏微分方程的数值计算技术（有限差分法 、有限体积法 、有限
元法等）计算传热过程的状态变化（如温度场和温度梯度场的动态分布） ，并进一步



分析预测传热过程对结构系统的影响 。数值传热分析技术及相应的计算机软件的
发展 ，使得设计工程师可以十分方便地在各类工程技术领域中应用传热分析技术 。

目前 ，科学与工程技术领域（如装备研制）广泛采用数值传热分析软件进行模
拟仿真 、分析预测和设计优化 ，以便提高热交换效率 、冷却效率 、热防护效率或者降
低辐射率等 。因此 ，掌握传热机理模型及其数值计算技术对于从事各类装备设计
的工程师是十分重要的 。而且 ，传热分析也是复杂装备多学科设计优化（multidis唱
ciplinary design optimization ，MDO）技术领域的重要组成学科 。 传热分析技术是
复杂装备创新设计和跨越发展的支撑技术 。

１畅１ 　传热分析的概念

在科学技术领域 ，人们普遍采用系统论的方法将研究对象从环境中分离出来
形成“系统” 。系统观念强调了研究对象与外部环境之间的分割及联系 ，并且强调
了系统内部要素之间的交互作用 。系统与外部环境的分割或者连接之处称为系统
边界 。通过定义一个系统 ，研究者可以明确界定研究对象的边界和内涵（王成恩 ，
２０００ ，２０１１） 。

在与“热”相关的科学技术领域 ，学者们将研究对象从环境中分割开来 ，并且定
义为热力学系统 。热力学系统是一种“连续介质（continuum）”构成的系统 ，即大量
的流体或者固体“质点”或者“粒子”占据连续空间位置构成一个没有缝隙的几何
“体积” 。学者们采用若干参数描述热力学系统的“状态” ，这些参数称为热力学系
统的状态参数或者性质 。热力学系统的性质不是微观尺度上单个粒子的状态 ，而
是宏观尺度上全部粒子统计平均规律 。

一组确定的状态参数值称为热力学系统的一个状态 ，一个热力学系统可以具
备多种状态 。如果热力学系统的状态参数不随时间变化 ，则称热力学系统处于稳
态或者平衡状态 ，否则称热力学系统处于瞬态或者非平衡状态 。

热力学系统中常见的状态参数有 ：温度 、压力 、密度 、内能 、焓等 。 温度是描述
热力学系统处于（瞬间）平衡状态的一个状态参数 ，热量是改变热力学系统状态的
一种能量 。

在工程技术领域 ，存在两门相互关联的研究热现象的学科 ：热力学和传热学 。
这两门学科分别从不同的角度研究了热力学系统的状态变化 、热量传递和能量转
换规律 。

1畅1畅1 　热力学基本定律

热力学主要研究热力学系统从一个状态变化到另一个状态时所伴随的热量变

化或者热量与其他能量的转换 。热力学系统与外界进行能量交换（传热或做功）的
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根本原因是两者的热力学状态之间存在差异 。 例如 ，热力发动机中能量发生转换
是由于热力发动机的高温高压工质与外界环境的温度和压力有很大的差别 。

热力学第一定律和第二定律是描述热力学系统状态变化的基本定律 ，是热力
学理论体系的基础 。热力学第一定律表述为 ：“当热能与其他形式的能量进行转化
时 ，能的总量保持恒定 。”热力学第一定律是能量守恒定律在热现象上的体现 ，其数
学表达式为

Δ E ＝ δQ － δW
式中 ，δQ表示热量 ；δW 表示系统做功 ；Δ E是系统内能的变化量 。 在国际单位制
中三者的单位都是焦耳（J） 。

在热力学第一定律中 ，进入热力学系统的热量为正 ，流出系统的热量为负 ；热
力学系统对外界做功为正 ，外界对热力学系统做功为负 ；热力学系统内能增加为
正 ，降低为负 。热力学第一定律表示对于任何热力过程 ，系统中存储能量的增加等
于进入系统的能量减去离开系统的能量 。

如果热力学系统与外部环境既没有物质交换也没有热量交换 ，称为绝热系统 。
绝热系统中热力学第一定律表现为

Δ E ＝ － δW
　 　一般传热过程中 ，热力学系统与环境没有物质交换 ，只有热量交换 。如果热力
学系统与外部环境既有物质交换 ，也有能量交换 ，称为传质传热系统 。

热力学第一定律表明了热力学系统中内能 、热量和功三个物理量之间的关系 ，
但是 ，没有说明热量传递的方向 。德国物理学家 Clausius 指出热量不能自发地从
低温物体流向高温物体 ，只能自发地从高温物体流向低温物体 。 Clausius 的结论
指明了自然过程中热量传递的方向 ，被称为热力学第二定律 。

热力学第二定律具有多种表述方式 。 热力学将传热过程分为可逆（reversi唱
ble）过程和不可逆（irreversible）过程 。如果一个热力学系统从初始状态经过某一
路径到达一个终止状态 ，并且能够沿着相同路径从终止状态返回初始状态 ，则该传
热过程称为可逆的 。如果一个热力学系统从初始状态经过某一路径到达一个终止
状态 ，不能沿着相同路径从终止状态返回初始状态 ，则该传热过程称为不可逆的 。

Clausius引入了熵的概念描述热力学系统的初始状态和终止状态之间的差
异 。热力学第二定律可以表述为热力学过程中熵的变化 ，即

S２ － S１ ≥ ０
式中 ，S１ 和 S２ 分别表示热力学系统在初始状态和终止状态的熵 。一个热力学过程
中 ，如果 S１ 和 S２ 相等 ，则该过程是可逆的 ；如果 S２ 大于 S１ ，则该过程是不可逆的 。

上式说明在可逆过程中孤立热力学系统的总熵保持不变 ；在不可逆过程中孤
立热力学系统的总熵是增加的 ，这个规律叫做熵增加原理 。因此 ，热力学第二定律
的另一种表述形式是 ：在自然过程中孤立热力学系统中总熵不会减小 。
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热力学第二定律指出在自然界中任何的热力学过程都不可能自动地复原 ，要
使系统从终态回到初态必须借助外界的作用 。

热力学第二定律指出了传热过程的可能方向和达到平衡的必要条件 ，以及不
可逆性对过程性能的影响 。所谓方向性和不可逆性 ，是指在各种过程中热力系统
总是从不平衡状态朝着平衡状态的方向进行 。 当热力系达到平衡状态后 ，一切变
化也就停止了 。自然过程是不可逆的 ，已经达到平衡状态的热力学系统不会重新
自发地变为不平衡状态 。例如 ，两个温度相等已经取得了热平衡的物体 ，不会自发
地使得一个物体温度升高而另一个物体温度降低 。因此 ，从本质上说 ，热力学系统
趋于平衡就是自然过程的方向 。

1畅1畅2 　传热分析概念

当热力学系统与外部环境或者系统内部存在温差时 ，热力学系统处于热不平
衡状态 ，一定会造成热量传递 。虽然 ，热力学可以计算出热力学系统的两个热平衡
状态之间的能量（热量）差异 ，却不能计算分析两个平衡状态之间的变化过程 。 例
如 ，热力学不能计算热力学系统从一个热力学状态达到另一个热力学状态所需的
时间 ，也不能计算出某一个时刻热力学系统的非平衡状态 。

传热学是研究热量传递（过程）规律的学科 ，可以计算热力学系统状态变化的
历程 。热量传递有导热 、对流和热辐射三种基本方式 。 物体各部分之间不发生相
对位移时 ，依靠分子 、原子及自由电子等微观粒子的振动和碰撞而产生的热量传递
现象称为导热或热传导 。例如 ，物体内部存在温差时 ，热量从高温部分传递到低温
部分 ；两个直接接触的物体（固体）间存在温差时 ，热量从高温物体传递到低温物
体 ，都是典型的导热现象 。

通过流体运动把热量由某处传递到另外一处的现象 ，称为对流传热 。 对流传
热分为自然对流传热（natural convection）和强制对流传热（ forced convection）两
类 。在对流传热过程中 ，如果流体运动是由自身热力学状态的不平衡引起的 ，则称
为自然对流传热 ；如果流体运动是由外力引起的 ，则称为强制对流传热 。工程上常
遇到的不是单纯对流传热方式 ，而是流体流过另一固体表面时对流传热和导热相
互结合的热量传递过程 ，称为对流换热 。

物体通过电磁波传递能量的方式称为辐射 。 物体会因多种原因发出辐射能 ，
其中因热的原因发出热辐射能的现象称为热辐射 。自然界中各物体都不停地向空
间发出热辐射能 ，热量辐射和吸收是物体间进行热量传递的主要方式之一 ，即辐射
换热 。当物体与周围的环境达到热平衡时 ，辐射换热量等于零 ；但这是动态平衡 ，
辐射与吸收过程仍不停地进行 ，只不过二者数量上相等而已 。

导热和对流换热这两种热量传递方式必须通过介质才能实现 ，而热辐射可以
在没有中间介质的真空中传递热量 。这是热辐射区别于导热和对流换热的重要特
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点之一 。当两个物体被真空隔开时 ，如太阳与地球之间 ，就不会发生导热和对流传
热现象 ；但是太阳可以辐射换热的方式将热量传给地球 。 热辐射过程中不仅产生
能量的转移 ，而且还伴随着能量形式的转化 。热辐射过程中 ，能量首先从热能转变
为电磁波能 ，然后在吸收过程中又从电磁波能转换为热能 。 这是辐射换热区别于
导热和对流传热的另一个特点 。

１畅２ 　热传导控制方程

物理学将物质分为气体 、液体和固体三种形态 ，传热过程可以发生在任何形态
的物质中 。由于许多工程设计分析问题的核心是金属或者非金属固体材料中的热
传递现象 ，故固体材料中的传热分析占据了主导地位 。因此 ，本书主要探讨固体中
的导热现象 ，其他传热方式作为边界条件进行处理 ；后续章节中“固体”和“物体”等
在概念上等同于“热力学系统” 。

1畅2畅1 　傅里叶方程

固体传热方式主要为热传导 ，研究表明如果在物体内存在温度梯度 ，则能量就
会由高温区向低温区转移 。许多学者对热传导机理进行了研究 ，认为当物体两端
存在温度差时热量就像流体一样在物体内部流动 ，形成热量流（简称热流） 。 如同
水流和电流 ，在单位时间内通过物体某一截面（或者表面）的热量称为热流量 ；单位
时间内通过单位截面（表面积）的流量称为热流量密度（强度） ，简称为热流密度 。
物理实验表明单位时间内通过物体单位截面积（或者表面积）的热流量（即热流密
度）大小正比于该截面（或表面）的法向温度梯度值 ，但是热流方向与法向温度梯度
方向相反 ，即

qn ＝ － kn 矪 T矪n （１畅１）

式（１畅１）也称为傅里叶方程 ，其中 ，qn 是物体截面（或者表面）法线方向的热流量密

度（或热流密度） ，其单位为瓦／平方米（W／m２ ） ；矪 T矪n是物体表面法线方向的温度梯

度 ，其单位为开尔文／米（K／m） ；常数 kn 称为材料法线方向的导热系数或热传导率
（简称热导率） ，其单位为瓦／（米 · 开尔文）［W／（m · K）］ 。

傅里叶方程中的负号表示热传导过程服从热力学第二定律 ，热量从高温区域
流向低温区域 。我们通常在笛卡儿直角坐标系中研究热力学系统的状态变化 ，根
据傅里叶方程（１畅１）得到三个坐标轴 x ，y ，z方向的热流密度 ：

qx ＝ － kx 矪 T矪 x 　 　 qy ＝ － ky 矪 T矪 y 　 　 qz ＝ － kz 矪 T矪 z （１畅２）

式（１畅２）中 ，（ qx ，qy ，qz ）表示三个坐标轴 x ，y ，z方向的热流密度 ；（ kx ，ky ，kz ）表示物
体在三个坐标轴 x ，y ，z方向的导热系数 。
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导热系数是固体材料的固有性质（物性） 。 严格意义上 ，材料导热系数是与温
度相关的 ，工程实践中为了简化计算 ，人们在温度变化不大的条件下 ，忽略温度对
导热系数的影响 。理论上 ，固体材料中每一点在三个坐标轴方向的导热系数是不
同 ，即材料是各向异性的 。如果物体中同一点在三个坐标轴方向的导热系数是相
同的 ，则材料是各向同性的 。如果材料中每点的导热系数不相同 ，即导热系数是每
点位置坐标的函数 ，则该物体称为异构（heterogeneous）材料 。 如果材料中每点的
导热系数相同 ，则该物体称为同构（homogeneous）材料 。 对于同构材料 ，物体中各
点的导热系数都相同 ，但是每点可能存在三个不同方向的导热系数 。

对于各向异性的异构材料 ，导热系数不仅在各点不同 ，而且在每点三个坐标轴
方向上也不同 ，即

kx （ x ，y ，z） ≠ ky（ x ，y ，z） ≠ kz（ x ，y ，z）
kx （ x i ，yi ，z i） ≠ kx （ x j ，y j ，z j ）
ky（ x i ，yi ，z i） ≠ ky（ x j ，y j ，z j ）
kz （ x i ，yi ，z i） ≠ kz （ x j ，y j ，z j ）

　 　但是 ，在工程技术领域中大多数材料（特别是金属材料）是各向同性的同构材
料 ，即导热系数在每点的三个坐标轴方向上是相等的 ，而且不随位置发生变化 ，即

kx （ x ，y ，z） ＝ ky （ x ，y ，z） ＝ kz（ x ，y ，z） ＝ k （１畅３）
式中 ，k为常数 ，称为材料的导热系数或者热导率 。

将式（１畅３）代入式（１畅２）中 ，各向同性同构材料的热传导方程可表示为

qx ＝ － k 矪 T矪 x 　 　 qy ＝ － k 矪 T矪 y 　 　 qz ＝ － k 矪 T矪 z （１畅４）

在以后章节中 ，如果不特殊说明 ，材料的导热系数默认为常数 。

1畅2畅2 　导热控制方程

在连续介质物理系统研究中 ，人们通常采用系统状态变量建立偏微分方程
（partial differential equation ，PDE）来描述质量守恒 、动量守恒和能量守恒定律 。
因为 ，物理系统必须遵守这些守恒规律 ，所以采用 PDE“管理”和“控制”这些物理

图 １畅１ 　微元体中的一维热传导示意图 　

系统的行为 。因此 ，这些 PDE 模型被称为相
关物理系统的控制方程 （ governing equa唱
tions）（王成恩 ，２０１１） 。

在传热学中 ，热传导控制方程是根据热
力学第一定律推导得到的能量守恒方程 。
许多文献（Noda et al畅 ，２００３ ；陶文铨 ，２００６）
论述了三维空间中固体热传导控制方程的

推导过程 。如图 １畅 １ 所示 ，假设热量分别沿
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着三个坐标轴方向进行传递 ，取固体结构的微小单元研究热量传递过程 。 在微小
时间间隔 d t内 ，单元体左侧沿着 x坐标轴方向流入固体单元的热量根据式（１畅４）
计算 ：

Qx ＝ － k 矪 T矪 xd yd zd t （１畅５）

式中 ，Qx为沿着 x 轴方向流入微元体的热量 ，单位为焦耳（J） 。
同理 ，在微小时间间隔内 ，从单元体右侧沿着 x坐标轴方向流出固体单元的

热量为

Qx ＋ d x ＝ － k 矪 T
矪 x x ＋ d x d yd zd t ＝ － k 矪 T

矪 x ＋ 矪
矪 x

矪 T
矪 x d x d yd zd t （１畅６）

式中 ，Qx ＋ d x为沿着 x 轴方向流出微元体的热量 。
将式（１畅６）与式（１畅 ５）相减 ，即得到沿着 x坐标轴方向流出热量与流入热量的

差值 ：

Qx ＋ d x － Qx ＝ － k 矪
２ T
矪 x２ d xd yd zd t （１畅７）

　 　同理 ，可以分别得到沿着坐标轴 y和 z 方向流出热量与流入热量的差值 ：

Qy ＋ d y － Qy ＝ － k 矪
２ T
矪 y２ d xd yd zd t （１畅８）

式中 ，Qy和 Q y ＋ d y分别为沿着 y 轴方向流入和流出微元体的热量 。

Qz＋ d z － Qz ＝ － k 矪
２ T
矪 z２ d xd yd zd t （１畅９）

式中 ，Qz和 Q z ＋ d z分别为沿着 z 轴方向流入和流出微元体的热量 。
根据热力学第一定律 ，考虑流入和流出微元体的热量 ，此时能量平衡方程为

Qx ＋ Qy ＋ Qz ＋ qv d xd yd zd t ＝ Qx ＋ d x ＋ Qy ＋ d y ＋ Qz ＋ d z ＋ ρc p 矪 T
矪 t d xd yd zd t

（１畅１０）
式中 ，qv 为单位时间内材料内部单位体积中产生的热量 ，称为内热源密度 ，单位为
瓦／立方米（W／m３ ） ；ρ为材料密度 ，其单位为千克／立方米（kg／m３ ） ；cp为材料的比
定压热容 ，即单位体积材料在确定压力下产生单位温度变化所需热量 ，其单位为焦

耳／（开尔文 · 立方米）［J／（K · m３ ）］ ；ρ c p 矪 T
矪 t d xd yd zd t 表示单元体中内能的变

化量 。
内热源表明材料内部由于某种物理或化学过程产生的热量 ，如电子元件中由

于电阻效应产生的热量 。内热源 qv 可以是几何位置的函数 ，也可以是一个常量 。
本书中 ，未加特别注明之处都将内热源作为常量 。

将式（１畅７） ～式（１畅 ９）代入式（１畅１０）中 ，得到三维笛卡儿直角坐标系中瞬态温
度场变量 T（ x ，y ，z ，t）应满足的控制方程
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ρc p 矪 T矪 t ＝ k 矪
２ T
矪 x２ ＋ k 矪

２ T
矪 y２ ＋ k 矪

２ T
矪 z２ ＋ qv （１畅１１）

式（１畅１１）是直角坐标系下固体的导热控制方程 。
另外 ，很多工程问题需要在极坐标系和球坐标系下研究或者分析传热过程 ，采

用基本的坐标系变换方法就可以将直角坐标系下的导热控制方程（１畅 １１）变换为极
坐标系或者球坐标系下的导热控制方程（Noda et al畅 ，２００３） 。

极坐标系下导热控制方程为

ρc p 矪 T
矪 t ＝ k 矪

２ T
矪 r２ ＋ k １

r
矪 T
矪 r ＋ k １

r２
矪２ T
矪θ２ ＋ k 矪

２ T
矪 z２ ＋ qv （１畅１２）

　 　球坐标系下导热控制方程为

ρc p 矪 T
矪 t ＝ k １

r
矪２ （ rT）
矪 r２ ＋ k １

r２ sinθ
矪
矪θ

sinθ 矪 T矪θ ＋ k １
r２ sin２ θ

矪２ T
矪矱２ ＋ qv 　 （１畅１３）

　 　如果温度场不随时间发生变化 ，则称为稳态传热过程 。 此时温度对时间的偏
导数为零 ，因此式（１畅１１） ～式（１畅１３）中左边第一项为零 。例如 ，直角坐标系下稳态
导热控制方程变化为

k 矪
２ T
矪 x２ ＋ k 矪

２ T
矪 y２ ＋ k 矪

２ T
矪 z２ ＋ qv ＝ ０ （１畅１４）

　 　在工程技术领域 ，三维空间中物体的导热模型在一定的条件下往往被简化为
二维甚至一维空间的导热模型 。如果物体在某一个坐标轴（为了简便假设为 z轴）
方向没有热量传递 ，即温度场对 z轴的偏导数为零 ，则此时物体中的导热过程就可
以简化为二维空间的导热过程 。

在直角坐标系下 ，由三维空间的导热控制方程（１畅１１）得到二维平面导热控制
方程

ρc p 矪 T矪 t ＝ k 矪
２ T
矪 x２ ＋ k 矪

２ T
矪 y２ ＋ qv （１畅１５）

　 　假设物体内部不产生热量 ，即没有内热源项 ，则二维平面导热控制方程（１畅１５）
等同于

ρc p 矪 T
矪 t ＝ k 矪

２ T
矪 x２ ＋ k 矪

２ T
矪 y２ （１畅１６）

　 　假设物体内部不产生热量并且温度不随时间变化（即稳态温度场） ，则二维平
面导热控制方程（１畅 １６）等同于

矪２ T
矪 x２ ＋ 矪２ T

矪 y２ ＝ ０

　 　如果进一步假设物体在两个坐标轴方向没有热量传递 ，则三维物体的传热过
程就可以被简化为一维传热过程 。在直角坐标系下 ，由二维空间的导热控制方程
（１畅１５）可以得到一维空间导热控制方程
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ρc p 矪 T矪 t ＝ k 矪
２ T
矪 x２ ＋ qv （１畅１７）

　 　根据式（１畅１７）知 ，一维稳态导热控制方程已经退化为一个二阶常微分方程

k d２ T
d x２ ＋ qv ＝ ０ （１畅１８）

一维稳态导热过程具有理论通解

T ＝ －
qv
２ kx

２ ＋ c０ x ＋ c１ （１畅１９）

　 　为了求得式（１畅 １９）的确定解 ，需要补充其他条件才能计算其中的两个系数 c０
和 c１ 。

１畅３ 　二阶偏微分方程

1畅3畅1 　二阶偏微分方程的分类

在数学形式上 ，导热控制方程式（１畅１１） ～ 式（１畅１６）是二阶偏微分方程（sec唱
ond唱order partial differential equation） 。在工程技术领域 ，二阶偏微分方程占据了
主导地位 ，许多物理系统的控制方程都采用二阶偏微分方程 。因此 ，本节对二阶偏
微分方程的基本性质进行简单介绍 。

假设函数 u是 n维实数空间的一个标量函数 ，则关于函数 u的二阶偏微分方
程通式为

∑
n

i ＝ １
∑
n

j ＝ １
ai j 矪２ u

矪 xi 矪 x j ＋ ∑
n

i ＝ １
bi 矪 u

矪 x i ＋ cu ＋ d ＝ ０ （１畅２０）

　 　如果采用爱因斯坦求和约定 ，式（１畅２０）可以简写为

ai j 矪２ u
矪 xi 矪 x j ＋ bi

矪 u
矪 x i ＋ cu ＋ d ＝ ０ （１畅２１）

在式（１畅 ２０）或者式（１畅 ２１）中 ，如果 d ＝ ０ ，则称方程为齐次（homogenous）方程 ；否
则称为非齐次（non唱homogenous）方程 。如果偏微分方程中 ，函数 u及其偏导数项
的系数中不包括函数 u（或偏导数） ，则称为线性偏微分方程 ；如果偏微分方程中 ，
函数 u及其偏导数项的系数中包括函数 u（或偏导数） ，则称为非线性偏微分方程 。

如果实数空间的维数等于 ２（即只有两个自变量） ，则函数 u的二阶偏微分方
程通式简化为

A 矪２ u
矪 x２ ＋ B 矪２ u

矪 x矪 y ＋ C 矪２ u
矪 y２ ＋ D 矪u

矪 x ＋ E 矪 u
矪 y ＋ Fu ＋ G ＝ ０ （１畅２２）

　 　 １畅 ２ 节介绍的导热控制方程都是线性偏微分方程 。 下面的偏微分方程也是
线性的 ：
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（５ x２ ＋ ４ y２ ） 矪２ u
矪 x２ ＋ ７ x３ y２ 矪２ u

矪 x矪 y ＋ y３ 矪２ u
矪 y２ ＝ f（ x ，y）

　 　导热控制方程中 ，如果考虑导热系数随温度的变化 ，则导热控制方程变化为非
线性偏微分方程 。例如 ，在导热系数随温度变化但变化率较小的情况下 ，导热控制
方程（１畅 １５）就变化为以下非线性形式 ：

ρc p 矪 T
矪 t ＝ k（ T） 矪２ T

矪 x２ ＋ k（ T） 矪２ T
矪 y２ ＋ qv

　 　数学家将二阶线性偏微分方程划分为椭圆型 、抛物线型和双曲线型三种类型 。
偏微分方程（１畅２２）的类型是由式中二阶偏导数项的系数所决定的 。

如果 B２ － ４ AC ＜ ０ ，则偏微分方程（１畅２２）是椭圆型（elliptic） 。 椭圆型偏微分
方程描述与时间无关的物理过程 ，如稳态传热过程 。 椭圆型偏微分方程中不包含
时间变量 ，仅仅包含空间变量 。从另一个角度 ，椭圆型偏微分方程描述与时间相关
的物理过程当时间趋于无穷大时的极限状态 。

如果 B２ － ４ AC ＝ ０ ，则偏微分方程（１畅 ２２）是抛物线型（parabolic） 。 抛物线型
偏微分方程描述与时间相关的“传播（propagation）”过程 ，如瞬态传热过程 。 抛物
线型偏微分方程中不仅包含空间变量 ，而且包含时间变量（一般为一阶时间偏导
数） 。在空间域上 ，抛物线型偏微分方程一般是椭圆型偏微分方程 。 因此 ，抛物线
型偏微分方程描述一个由无数的“中间平衡状态（椭圆型）”构成的物理过程 ，并且
当时间趋于无穷大时抛物线型偏微分方程的解无限趋近于相应的椭圆型偏微分方

程的解 。
如果 B２ － ４ AC ＞ ０ ，则偏微分方程（１畅２２）是双曲线型（hyperbolic） 。 双曲线型

偏微分方程也描述与时间相关的“传播（propagation）”过程 ，如波动过程 。 双曲线
型偏微分方程中不仅包含空间变量 ，而且包含时间变量（一般为二阶时间偏导数） 。
在空间域上 ，双曲线型偏微分方程一般也是椭圆型偏微分方程 。 双曲线型偏微分
方程描述“椭圆型平衡状态”向波一样传播的物理过程 。

因此 ，稳态导热控制方程（１畅１４）是椭圆型二阶偏微分方程 。 如果偏微分方程
中自变量数目大于 ２ ，则需要分别对两个自变量组合来判断偏微分方程的类型 。
瞬态导热控制方程对于任意两个空间坐标都是椭圆型二阶偏微分方程 ，但是对于
时间和任意一个空间坐标则是抛物线型二阶偏微分方程 。 在物理系统中 ，人们一
般以时间变量为主要参考变量 ，因此 ，瞬态导热控制方程被称为抛物线型二阶偏微
分方程 。

二阶偏微分方程的类型是其固有的性质 ，不随坐标系改变发生变化 。 即在某
个坐标系下 ，如果一个二阶偏微分方程是椭圆型（抛物线型或者双曲线型） ，则在另
外的坐标系下 ，它仍然是椭圆型（抛物线型或者双曲线型） 。

对于偏微分方程（２畅２２）进行如下坐标系变换 ：
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x ＝ x（ξ，η）
y ＝ y（ξ，η）

→
ξ ＝ ξ（ x ，y）
η ＝ η（ x ，y）

则

ux
uy

＝
ξx ηx
ξy ηy

uξ
uη

＝ J
uξ
uη

A′ 矪２ u
矪ξ２ ＋ B′ 矪２ u

矪ξ矪η ＋ C′ 矪２ u
矪η２ ＋ D′ 矪 u

矪ξ ＋ E′ 矪 u
矪η ＋ Fu ＋ G ＝ ０

可以得到

（B′）２ － ４ A′C′ ＝ J２ （B２ － ４ AC）
表明二阶偏微分方程的类型不会随着坐标系变换而改变 。

1畅3畅2 　定解条件

根据高等数学知识 ，一个数学函数的积分原函数是一组函数簇 ，称为积分问题
的通解（general solution） 。例如 ，没有内热源的一维稳态导热控制方程的通解为

T（ x） ＝ c０ x ＋ c１
　 　由于上式包含了两个未知系数 ，需要给定温度函数在两个点的值 ，才能得到一
维温度场函数的特定解（particular solution） ，也称为定解 。 假设已知温度场在两
个端点的温度值如下 ：

T（０） ＝ ２６ 　 　 T（４） ＝ ５０
将这两点的温度值代入一维温度场通解 ，就可以得到一维温度场的定解为

T（ x） ＝ ６ x ＋ ２６
　 　像这样给定物理场在边界点上值 ，称为物理问题定解的边界条件（boundary
conditions） 。椭圆型偏微分方程只需给定边界条件就可以获得定解 ，因此被称为
边值问题（boundary value problem） 。对于包含时间变量的通解函数（如瞬态传热
问题） ，我们还需要知道某一时刻的全部函数值 ，才能确定问题的定解 。例如 ，传热
分析问题中 ，一般给定物体在初始时刻的温度分布 ，这也称为初始条件 （ initial
condition） 。对于双曲线型偏微分方程 ，初始条件不仅包括函数的初始值 ，而且包
括函数一阶偏导数的初始值 。

在偏微分方程计算领域 ，为了得到一个数学问题的定解必须预先给定边界条
件和初始条件 。因此 ，以抛物线型或双曲线型偏微分方程描述的物理问题在数学
上通常称为连续初始边（界）值问题（initial boundary value problem） ，边界条件和
初始条件称为该问题的定解条件 。

数学家通常将连续初始边值问题的边界条件分为三类 ，分别称为 Dirichlet 条
件 、Neumann条件和 Robin条件 。连续初始边值问题的三类边界条件具体描述方
式如下 ：
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Dirichlet 条件的数学形式为
u（ x ，y ，z） | 矪 Ω ＝ f（ x ，y ，z） （１畅２３）

式中 ，u（ x ，y ，z）为连续初始边值问题的解 ；矪 Ω 为问题定义域边界 ；f（ x ，y ，z）为已
知函数或者常数 。

Neumann条件的数学形式为
矪u（ x ，y ，z）

矪n 矪 Ω
＝ f（ x ，y ，z） （１畅２４）

式中 ，各项的含义与 Dirichlet 条件中各项的含义相同 ，Neumann 条件表示解函数
在定义域边界上的法向梯度为已知函数或者常量 。

Robin条件的数学形式为
矪 u（ x ，y ，z）

矪n 矪 Ω
＋ ku（ x ，y ，z） | 矪 Ω ＝ f（ x ，y ，z） （１畅２５）

式中 ，各项的含义与 Dirichlet 条件中各项的含义相同 ，Robin 条件为 Dirichlet 条
件和 Neumann条件的组合 ，也称为混合边界条件 。

Dirichlet条件和 Neumann条件是 Robin条件的特例 。令 Robin条件（１畅２５）中的
系数 k ＝ ０ ，则得到 Neumann条件 ；令 k → ∞ ，则得到 Dirichlet 条件 。

边界条件实质上描述了“系统”与外部环境在分界处的物质和能量传递 ；只有
清楚地描述和分析环境对系统的影响才能确定系统的具体状态（定解） 。

初始条件相当于某一个物理过程开始时系统的初始状态 ，即一个物理过程的
起点状态 。

１畅４ 　传热问题的定解条件

偏微分方程的边界条件 ，即 Dirichlet 条件 、Neumann条件和 Robin条件 ，在各
科学领域的表现形式和物理含义是完全不相同的 。 在传热学中 ，有四类典型的边
界条件表现形式 。

1畅4畅1 　第一类边界条件

第一类边界条件是指物体边界上的温度函数为已知 ，在三维直角坐标系中
T | 矪 Ω ＝ f（ x ，y ，z ，t） （１畅２６）

式中 ，f（ x ，y ， z ，t）为已知的数学函数或者常数 。 第一类传热边界条件就是
Dirichlet条件在传热学中具体表现形式 。第一类边界条件表示物体边界温度被强
制维持在一条已知的随时间变化的曲线上或者固定曲线上 ，物体边界甚至可能保
持一个恒定的温度 。
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1畅4畅2 　第二类边界条件

第二类边界条件是指系统边界上的热流密度已知 ，根据式（１畅１）可表示为

qflux | 矪 Ω ＝ － k 矪 T矪n 矪 Ω
＝ f（ x ，y ，z ，t） （１畅２７）

式中 ，qflux为边界上外法线方向的热流密度 ；f（ x ，y ，z ，t）为已知的数学函数或者常
数 。第二类热边界条件实质是 Neumann 条件在传热学中的具体表现形式 。 第二
类热边界条件表示物体边界上流出（入）的热流密度是已知的函数 ，或者为一常数 。

注意 ：热流密度 qflux与边界 矪 Ω外法线方向相同 ，即热量从物体向外流出时取
正值 ，相反热量流入物体时则取负值 。

1畅4畅3 　第三类边界条件

第三类边界条件描述物体与环境的对流换热现象 ，即流体流动通过物体表面
实现热量交换 ，又称为对流换热边界条件 。第三类边界条件的数学方程为

－ k 矪 T矪n 矪 Ω
＝ h（ T － Tf ） （１畅２８）

式中 ，T为固体温度 ；Tf 为流体介质的温度 ；h为换热系数 ，单位为瓦／（平方米 ·
开尔文）［W／（m２ · K）］ 。

第三类换热边界条件表明固体边界热流密度与固体和流体之间的温度差成正

比 ，实质上是 Robin条件的一种表现形式 。一般情况下 ，流体温度和换热系数设置
为常数 ，特殊情况下可以是温度 、时间与位置的某种函数 。 换热系数与流体物性 、
流动速度 、流体和固体之间的温差等因素相关 ，多数情况下需要采用实验方法
测定 。

需注意的是 ，式（１畅 ２８）表示热量从固体向外流出传递到流体中 ；当热量从流体
介质流入固体时此公式仍然正确 。

1畅4畅4 　热辐射边界条件

传导和对流都要通过介质进行传递 ，但是电磁波辐射机理不同 ，热辐射能可以
在完全真空中传递 。热力学的研究表明 ：理想的辐射体（黑体）向外发射能量的速
率与它的绝对温度的四次方成正比 。 一个物体向另一个物体发送热辐射能的同
时 ，也接受另一个物体的热辐射能 。所以 ，在一个物体通过热辐射与另外一个物体
进行热量交换时 ，其边界热流密度如下 ：

－ k 矪 T矪n 矪 Ω
＝ F∈ FG σ（ T４ － T４R ） （１畅２９）

式中 ，T为物体的边界温度 ；TR 为环境温度（或另外物体的温度） ；σ为比例常数 ，
称为斯特藩唱玻尔兹曼常数 ，其数值为 ５畅 ６６９ × １０ － ８ W／（m２ · K４ ） ；F ∈ 为辐射率函
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