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前 　 　言

作为管理科学的运筹学基础和重要分支的线性规划是在第二次世界大战期间

从军事应用中发展起来的 ．目前它的应用已遍及各行各业和各部门各地区以及众

多的企业 ，用于他们的各种计划与规划以及生产和社会活动的筹划之中 ．

有关线性规划方面的文章和图书国内已经很多了 ，但多是从教学和科研的角

度出发 ，重点阐述线性规划的基本理论 ，而从应用方面出发 ，特别是对解大型问

题来说 ，在提供实用算法和实践应用方面仍感欠缺 ．另一方面 ，随着世界科技的

迅猛发展和进步 ，线性规划的基本理论有了新的改进和发展 ，特别是 ２０世纪 ８０

年代以来内点法的提出 、发展和应用 ，标志着线性规划领域的一次新的飞跃 ．当

今的线性规划已今非昔比 ．因此作者深感有必要编写一本能够深入反映当今线性

规划的概貌及其新进展的书 ，并把作者在这方面工作的科研实践经验提供给有关

人员参考和借鉴 ．

全书分为 １０章 ．第 １ 、 ２章为线性规划的基本理论和方法部分 ．第 ３章讲述

基于改进单纯形法的一些可解较大问题的实用算法 ，包括有界变量问题及大型问

题的 LU 分解算法和广义上界算法 ．第 ４章论述对偶理论和对偶单纯形法等 ．第

５章论述灵敏度分析和参数规划 ．第 ６和第 ７章则分别论述大型问题的 Dantzig唱
Wolfe分解算法 、运输问题与指派问题 ．第 ８章论述网络流 ．第 ９章论述线性规

划的进展与工业应用 ．第 １０章论述线性规划内点法 ．每章后都有习题 ，供读者

学习与训练之用 ．

作者是以解大型线性规划问题的思路来展开全书的论述 ，因此在内容上较全

面和深入地讨论了基于有界变量的各种算法 ，如有界变量改进单纯形法 ，有界变

量对偶单纯形法和有界变量灵敏度分析等 ；在解大型问题的 LU 分解算法和广义
上界问题的论述中 ，提出了独特 、实用且适于编程的计算表 ；系统和详尽地论述

了退化性 、循环和多余性问题 ；详尽地讨论了影子价格问题 ，论述了在退化情况

下对偶变量向量并不等于影子价格向量 ，从而使这一方面的认识更加完善 ；论述

了大型问题的 Dantzig唱Wolfe分解算法和阶梯状多阶段问题的套分解算法 ；讨论

了运输问题中的转运问题和混合问题 ；网络流一章中重点强调状态 （out唱off kil唱
ter） 算法 ；论述了单纯形法的最新进展和较全面地讨论了作为最新发展的线性

规划内点法等等 ．

本书可作为从事管理科学 、系统工程和相关领域的研究生和大学本科生的教

材 ，同时也可供广大教师 、研究工作者和从事实际管理工作的同志参考 ．由于作
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第 1 章 　 线性规划导论

线性规划是运筹学的一个重要分支 ．它的实质是从很多变量中选取一组适当

的变量作为解 ，使这组变量满足一组确定的线性式或条件 ，而且使一个线性目标函

数达到最优（最大或最小） ．

自从 １９４９年美国数学家 G ．B ．Dantzig 提出解决线性规划问题的“单纯形”

法［１］以来 ，线性规划无论在理论上 、计算方法和开拓新的应用领域中 ，都获得了长

足的进步 ．线性规划理论构成了数学规划论很多领域的基础 ，包括目标规划 、网络

流 、凸规划 、整数规划 、几何规划和非线性规划等 ．本书首先论述基于单纯形法的线

性规划的基本理论与算法 ，在此基础上全面论述它的现代发展及应用 ．作为基础部

分的论述主要参考了书籍［１ ～ ７］等 ．

１畅１ 　线性规划问题

1畅 基本定义
　 　如下形式的问题叫做线性规划问题 ：

min 　 c１ x１ ＋ c２ x２ ＋ ⋯ ＋ cnx
s ．t ．　 a１１ x１ ＋ a１２ x２ ＋ ⋯ ＋ a１ nxn ≥ b１

a２１ x１ ＋ a２２ x２ ＋ ⋯ ＋ a２ nxn ≥ b２
　 　 　 　 　 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ （１畅１畅１）

am１ x１ ＋ am２ x２ ＋ ⋯ ＋ amnxn ≥ bm

x１ ，x２ ，⋯ ，xn ≥ ０

这里 c１ x１ ＋ c２ x２ ＋ ⋯ ＋ cnxn 叫做目标函数 ，它是未知变量 x１ ，x２ ，⋯ ，xn 的线性

函数 ，系数 c１ ，c２ ，⋯ ，cn 叫做目标函数系数或价值系数 ．min表示使目标函数值为
最小 ．线性不等式 ∑

n

j ＝ １

aij xj ≥ bi（ i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m ；j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n）称为第 i个约束条

件 ，其中 aij为第 i个约束条件中对应第 j 个变量的约束条件系数 ，bi 叫做第 i个约
束条件的右边常数 ，它表示必须满足的某种最低要求 ．x１ ，x２ ，⋯ ，xn ≥ ０叫做非负

约束 ．符号 s ．t ．是英文“subject to” ，即“受约束于”的意思 ．

满足上述所有约束条件的一组数 x１ ，x２ ，⋯ ，xn 叫做该线性规划问题一组可



行解 ，或可行点 、可行向量 ．所有这些点构成该问题的可行解解域或可行解空间 ．

线性规划问题也可以求目标函数最大值 ，而且可以互相转换 ，即所有目标函数

系数乘以 － １ ，求最大值的问题就变成了求最小值的问题 ，即

max ∑
n

j ＝ １

cj xj ＝ － min ∑
n

j ＝ １

cj xj （１畅１畅２）

求出最优解后 ，把最优目标函数值反号即得出原问题的目标函数值 ．

约束条件可以是“ ≥ ”形式 ，也可以是“ ≤ ”形式或“ ＝ ”形式 ．前两者称为非等式

约束 ，带等号者则称等式约束 ．变量的非负约束 ，则是由于对大多数实际问题来说 ，

未知数代表某种物理量 ，它们常常是非负的 ．即使是它们的符号未受限制 ，例如

xj ，我们可以用两个非负的新未知数 x′j 和 x″j 来代替它 ，使 xj ＝ x′j － x″j ，因而问题
的所有变量都化为非负的 ．综上所述 ，对线性规划问题可小结如下 ：

线性规划问题是在服从一组非等式或等式线性约束条件下求线性目标函数的

最小值或最大值的问题 ．也就是说在所有它的可行解中找出这样一组解 ，它使目标

函数值为最小（或最大） ．应特别注意 ，这里目标函数和约束条件都是线性的 ．当存

在非线性的情况下 ，问题则变成了非线性规划问题 ．

例 １畅１ 　考虑如下线性规划问题 ：

图 １畅１ 　可行解解域图示 ]

min 　 寣２ 葺x１ ＋ 谮５ x２ 　

s ．t ． x１ ＋ ２ x２ ≥ ４

２ x１ ＋ ３ x２ ≤ １２

x１ ，x２ ≥ ０

　 　该问题具有两个变量 x１ 和 x２ ．目标函数是 ２ x１ ＋ ５ x２ ，问题是求它的最小值 ．

约束条件及可行解域如图 １畅１所示 ．要求在这个可行解域中找到这样一个可行点 ，

使它对应的目标函数值为最小 ．

·２· 第 １章 　线性规划导论



2畅标准形式
为了便于求解 ，常把线性规划问题化成标准形式 ．所谓线性规划问题的标准形

式 ，是其中所有约束条件都是等式约束 ，且所有未知数都是非负的 ．因此标准形式

的线性规划问题为

min 　 　 c１ x１ ＋ c２ x２ ＋ ⋯ ＋ cnx
s ．t ．　 　 a１１ x１ ＋ a１２ x２ ＋ ⋯ ＋ a１ nxn ＝ b１

a２１ x１ ＋ a２２ x２ ＋ ⋯ ＋ a２ nxn ＝ b２
　 　 　 　 　 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ （１畅１畅３）

am１ x１ ＋ am２ x２ ＋ ⋯ ＋ amnxn ＝ bm

x１ ，x２ ，⋯ ，xn ≥ ０

　 　对标准形式的线性规划问题 ，应特别注意如下三点 ：

（１）所有约束都是等式约束 ；

（２）所有变量都是非负的 ，即 xj ≥ ０ ；

（３）所有右边常数都是非负的 ，即 bi ≥ ０ ．

对于非等式的约束 ，可以引用松弛变量或剩余变量把它变为等式约束 ．例如 ：

２ x１ ＋ ３ x２ ＋ x３ ≤ １２

引进松弛变量 y１ ≥ ０ ，上式可变成 ：

２ x１ ＋ ３ x２ ＋ x３ ＋ y１ ＝ １２

而在情形

x１ ＋ ８ x２ ≥ ６

时 ，则减去剩余变量 y１ ≥ ０ ，上式成为

x１ ＋ ８ x２ － y１ ＝ ６

　 　对含有非限制变量的约束条件 ，可引用两个非负变量把它变成标准形式 ．

3畅 典则形式
除线性规划问题的标准形式外 ，还要提到它的典则形式（canonical form ） ．因为

解线性规划问题的单纯形法 ，首先要把问题变成标准典则形式 ．所谓标准典则形式

是指约束条件系数矩阵中含有单位矩阵的标准形式 ．例如 ：

x１ ＋ ２ x３ ＝ ２

x２ － ４ x３ ＝ １

这时称相应于系数为单位矩阵所在列的变量为基变量 ，而其他变量为非基变量 ．

若令所有非基变量为零 ，则所有基变量等于相应约束条件的右边常数 ，这样就

得出了一组基可行解 ．如上例 ，这时

x３ ＝ ０ 　 非基变量
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x１ ＝ ２ 　 基变量 ，　 　 x２ ＝ １ 　 基变量

　 　通过适当变换 ，还可以得出其他可能的基可行解 ．假定从上例的情形出发 ，若

使 x３ 进入基和使 x１ 退出基 ，应用消去法 ，第一行除以 ２ ，第二行加上原第一行乘

以 ２ ，约束条件变为

１
２

x１ ＋ x３ ＝ １

２ x１ ＋ x２ ＝ ５

这时基变量为 x２ 和 x３ ，非基变量为 x１ ，基可行解变为 ：x１ ＝ ０ ，x２ ＝ ５和 x３ ＝ １ ．

4畅 矩阵形式
用矩阵向量形式 ，可以把线性规划问题更简明地表示出来 ．为明了起见 ，考虑

如下具有 m 个约束条件和 n个变量的线性规划问题 ：

min ∑
n

j ＝ １

cj xj

s ．t ．　 ∑
n

j ＝ １

aij xj ＝ bi 　 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m （１畅１畅４）

　 　 　 xj ≥ ０ 　 j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n
　 　以 c 、x和 b分别表示以下的行向量和列向量 ，以 A 表示约束条件系数矩阵 ，

即

c ＝ （c１ ，c２ ，⋯ ，cn）

x ＝
　

　

x１
x２
…

xn

　

　 　 　 b ＝
　

　

b１
b２
…

bm

　

　

A ＝
　

　

a１１ a１２ ⋯ a１ n

a２１ a２２ ⋯ a２ n

… … …

am１ am２ ⋯ amn

　

　

则上述线性规划问题可以写成如下矩阵形式 ：

min 　 cx
s ．t ．　 Ax ＝ b （１畅１畅５）

x ≥ 0
　 　矩阵 A也可以列向量（a１ ，a２ ，⋯ ，an ）的形式表示 ，式中 ，aj 是 A 中第 j 列向
量 ，这时上述问题成为

min ∑
n

j ＝ １

cj xj
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s ．t ．∑
n

j ＝ １

aj xj ＝ b （１畅１畅６）

　 　 xj ≥ ０ ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n

１畅２ 　补充数学知识

这一节我们简要地补充一些关于矩阵运算和凸集与凸函数分析的某些基本数

学知识 ．这些知识有助于更好地理解线性规划的数学原理及求解方法 ．

1畅 矩阵和方程组的补充知识
关于矩阵 、向量及线性方程组的数学概念和基本运算是大家所熟悉的 ．这里只

介绍矩阵的初等变换 、高斯消去法及逆矩阵的计算 ．

１）矩阵的初等变换

矩阵行和列的初等变换统称为矩阵地的初等变换 ．它是指

（１）互换矩阵 A的一行或一列 ；

（２）用一个不为零的数乘以 A的一行或一列 ；

（３）用一个数乘一行加到另一行上去 ，或乘一列加到另一列上去 ．

例 １畅２ 　矩阵为

A ＝

１ － １ ２ ２

－ １ ２ １ ８

２ １ １ １０

　

　

用初等变换把 A的前三列变为下三角矩阵 ．

采用行变换 ．把第三行乘以（ － １）加到第二行上去 ；第三行乘以（ － ２）加到第一

行上 ，得出

－ ３ － ３ ０ － １８

－ ３ １ ０ － ２

２ １ １ １０

　

　

第二行乘以 ３加到第一行上去 ；第一行除以 － １２ ，最后得出

１ ０ ０ ２

－ ３ １ ０ － ２

２ １ １ １０

　

　

２）高斯消去法

矩阵的初等变换对解线性方程组非常有用 ．例如上例的矩阵 A 相应于如下线
性方程组的增广矩阵（A ，b） ，最后把 A化简为相应的三角矩阵 ，其过程叫高斯消
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去法 ．从三角矩阵很容易解出这个方程组 ：即由第一方程得出 x１ ＝ ２ ，再逐步代入

第二方程和第三方程得出 x２ ＝ ４和 x３ ＝ ２ ．

对一般情形 ，方程组为

Ax ＝ b
其中 ，A为一 n × n非奇异矩阵

A ＝
　

　

a１１ a１２ ⋯ a１ n

a２１ a２２ ⋯ a２ n

… … …

an１ an２ ⋯ ann

　

　

高斯消去法是把 A分解为一下三角矩阵 L和一上三角矩阵 U的乘积 ，即

A ＝ LU
因此该方程组可由解下列两个三角矩阵的方程组解出

LY ＝ b ，Ux ＝ Y
　 　为了明显地表明用高斯消去法把 A 分解为 L或 U的消去过程 ，例如计算 U
时 ，对第一列的处理是把该列除第一个元素之外的其他元素化为零 ，这时相当于

A 矩阵前乘一 M１ 矩阵 ，M１ 为

M１ ＝
　

　

１

－ m２１ １ ０

－ m３１ ０ １

… … 筹

－ mn１ ０ ０ ⋯ １

　

　

其中 mi１ ＝ ai１ ／a１１ （a１１ ≠ ０） ，i ＝ ２ ，⋯ ，n ．

同样处理第二列 ，即是在 M１ A前面乘一矩阵 M２ ，M２ 为

M２ ＝
　

　

１

０ １ ０

０ － m３２ １

０ － m４２ ０ １

… … 筹

０ － mn２ ０ ０ ⋯ １

　

　

其中 mi２ ＝ a（２）i２ ／a（２）２２ ，这里 a（２）ij 是经第一次消除运算后的矩阵元素值 ．

同样对第 k（k ＝ １ ，２ ，⋯ ，n）次的消除处理亦是这样 ．因此 ，有

M ＝ Mn －１ Mn －２ ⋯ M１

MA ＝ U
而由 A ＝ M － １ U得

L ＝ M－１
＝ M－１

１ M－１
２ ⋯ M－１

n －１
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很容易证实 M － １
k 是 Mk 除对角线元素外其余元素反号的矩阵 ，因此 ，有

L ＝
　

　

１

m２１ １ ０

m３１ m３２ １

… … 　 筹

mn１ mn２ ⋯ １

　

　

因此 L可在计算 U的消去过程同时直接得出 ．且由于

Y ＝ Mb
故 Y 也可在计算 L的同时由消去过程得出 ．而最终解 x由 Ux ＝ Y 代解出 ．

实际上在计算过程中 ，A的某对角元素 a（ k）kk 可能变为零或接近于零 ，这时应把

k行与 k下面的某一行进行交换 ，以保证 a（ k）kk ≠ ０ ．而把 A 的 k行与其下面的 s行
互换 ，相当于 A左乘如下一个置换矩阵 Qk ：

Qk ＝
　

　

１

筹 　

　 　 １

０ ⋯ １

… …

１ ⋯ ０

１

筹

１

　

　

k行

s行

实际上若考虑到计算精度 ，每次都选取主行 ，以保证对所有（ i ，j） ，│ mij │ ≤ １ ．这

时高斯消去法的精度极其平稳 ．

３）逆矩阵的计算

逆矩阵若存在的话 ，可以通过有限步骤的初等变换求得 ．它是通过一系列的初

等变换 ，把矩阵 A 改化为单位矩阵 ，因而同样系列的初等变换会把（A ，I）改化为
（ I ，A － １

） ．事实上 ，这相当于前乘一矩阵 A － １
．

例 １畅３ 　 A － １存在

　

　

２ １ １

－ １ ２ １

１ － １ ２

　

　

构成增广矩阵 ，即

　

　

２ １ １ １ ０ ０

－ １ ２ １ ０ １ ０

１ － １ ２ ０ ０ １
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第一行除以 ２ ，把新第一行加到第二行上去 ，第三行减去新第一行 ，得

　

　

１
１
２

１
２

１
２

０ ０

０
５
２

３
２

１
２

１ ０

０ －
３
２

３
２

－
１
２

０ １

　

　

第二行乘 ２
５

，新第二行乘 －
１
２
并加到第一行上去 ，新第二行乘以 ３

２
并加到第三行上

去 ，得

　

　

１ ０
１
５

２
５

－
１
５

０

０ １
３
５

１
５

２
５

０

０ ０
１２
５

－
１
５

３
５

１

　

　

第三行乘以 ５
１２

，新第三行乘以 －
３
５
并加到第二行上去 ，新第三行乘以 －

１
５
并加到

第一行上去 ，得

　

　

１ ０ ０
５
１２

－
３
１２

－
１
１２

０ １ ０
３
１２

３
１２

－
３
１２

０ ０ １ －
１
１２

３
１２

５
１２

　

　

因此 A的逆矩阵为

A －１
＝

１
１２

　

　

５ － ３ － １

３ ３ － ３

－ １ ３ ５

　

　

例 １畅４ 　 A － １不存在

　

　

１ １ ２

２ － １ １１ ２３

　

　

　 　显然逆矩阵并不存在 ，因为 a３ ＝ a１ ＋ a２ ，第三列为前二列的线性组合 ．为检验

起见 ，仍构成增广矩阵并进行初等变换 ．

　

　

１ １ ２ １ ０ ０

２ － １ １ ０ １ ０

１ ２ ３ ０ ０ １

　

　

把第一行乘以 － ２加到第二行上去 ，第三行减去第一行 ，得
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１ １ ２ １ ０ ０

０ － ３ － ３ － ２ １ ０

０ １ １ － １ ０ １

　

　

第二行除以 － ３ ，然后第一行和第三行分别减去新第二行 ，得

　

　

１ ０ １
１
３

１
３

０

０ １ １
２
３

－
１
３

０

０ ０ ０ －
５
３

１
３

１

　

　

　 　至此 ，右边的矩阵无法通过初等变换化为单位矩阵 ，因此矩阵 A没有逆矩阵 ．

2畅 凸集和凸函数

１）凸集

　 　 假如对 n 维空间的一个集合 X 中任意给出的两点 x１ 和 x２ ，有 λx１ ＋

（１ － λ）x２ ∈ X ，其中 λ ∈ ［０ ，１］ ，则这个集合叫做凸集 ．

凸集的意义可作如下的几何解释 ：由于 λ在区间［０ ，１］ ，λx１ ＋ （１ － λ）x２ 表示
连接两点 x１ 和 x２ 的线段上的一点 ，因此连接集合中的任意两点的线段必属于集

合 X ．

具有 λx１ ＋ （１ － λ）x２ 形式的点 ，其中式 ０ ≤ λ ≤ １ ，称为凸组合 ；而如果 λ ∈ （０ ，

１） ，则这个凸组合称为严格的 ．

图 １畅２（a）和（b）分别表示一个凸集和非凸集的例子 ．下式则为某些凸集例子 ．

（１）｛（ x１ ，x２ ） ：x２１ ＋ x２２ ≤ １｝
（２）｛ x ：Ax ＝ b ，x ≥ 0 ｝ ，式中 A是 m × n矩阵 ，b是 m维向量 ．

（３）｛ x ：x ＝ λ１
　

　

１

０

０

　

　 ＋ λ２
　

　

１

２

１

　

　 ＋ λ３
　

　

－ １

２

－ ３

　

　 ｝ ，λ１ ＋ λ２ ＋ λ３ ＝ １ ，　 λ１ ，λ２ ，λ３ ≥ ０

图 １畅２ 　凸集和非凸集例
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　 　凸集具有如下性质 ：

（１）如果 C是一凸集 ，β是一实数 ，则集合 βC ＝ ｛ x ：x ＝ βc ，c ∈ C｝是凸集 ．

（２）如果 C和 D是凸集 ，则集合 C ＋ D ＝ ｛ x ：x ＝ c ＋ d ，c ∈ C ，d ∈ D｝是凸集 ．

（３）凸集中任何集的交是凸集 ．

２）极点

凸集中的一点 x ，如果不能表示成 X中的两个不同点的内点 ，则叫做 X的极

图 １畅３ 　极点和非极点

点 ．即是说 ，若 x ＝ λx１ ＋ （１ － λ） x２ ，λ ∈ （０ ，１）和 x１ ，

x２ ∈ X ，则 x ＝ x１ ＝ x２ ．

极点在线性规划理论中起特殊重要的作用 ，图

１畅３表示凸集的极点和非极点 ．其中 x１ 是 X的极点 ，

x２ 和 x３ 不是极点 ．注意到极点不可能成为凸集中任

何一条线段的内点的性质 ，这是它的特殊处 ．

３）超平面与半空间

超平面 ：形式｛ x ：px｝ ＝ k的集合称为 n维欧几里德空间 En 中的超平面 ．这里

p是 En 中的非零向量 ，k是标量 ．p通常称为超平面的法线（见图 １畅４） ．显然超平

面是 E２ 中的直线和 E３ 空间中的平面的推广 ．

上述意义即是 ，超平面是由所有满足方程 ∑
n

j ＝ １

pixj ＝ k 的点 x ＝ （ x１ ，x２ ，⋯ ，

xn）组成 ．其中常数 k 可参照超平面上一个固定点 x０ ，而 H是超平面的代号 ，即

px０ ＝ k ，x０ ∈ H 。因此消去 k ，超平面可以表示为满足 p（x － x０ ） ＝ ０的点的集合

（见图 １畅４） ．显然超平面是一个凸集 ．

半空间 ：超平面把 En 分成两个区域 ，称为半空间 ，它们分别表示为如下形式

的点的集合 ：

｛ x ：px ≥ k｝ 　 和 　 ｛ x ：px ≤ k｝
两个半空间的联合就是欧几里德空间 En

．

图 １畅４ 　超平面 图 １畅５ 　半空间

引进一个在超平面上的固定点 x０ ，则半空间（见图 １畅５）表示为

｛ x ：p（x － x０ ） ≥ ０｝ 　 和 　 ｛ x ：p（x － x０ ） ≤ ０｝
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４）凸集的方向

射线的方向 ：形式｛ x０ ＋ λd ：λ ≥ ０｝的点的集合为一射线 ．这里 x０ 称为射线的
顶点 ，d为一非零向量 ，称为射线的方向 ．射线也是一个凸集 ．

凸集的方向 ：对给定的一个凸集 ，如果对集合中的每个 x０ ，射线｛ x０ ＋ λd ：λ ≥

０｝也属于这个集合 ，则非零向量 d称为凸集的方向 ．显然如果集合有界 ，它就没有

方向 ．

考虑一个非空的多边形集 X ＝ ｛ x ：Ax ＝ b ，x ≥ 0 ｝ ，则对 λ ≥ ０和 x ∈ X ，当且

仅当 A（x ＋ λd）＝ b和 x ＋ λd ≥ 0时 ，非零向量 d是 X的方向 ．

由于 λ可以是任意大的数 ，因此上面条件又意味着 Ad ＝ 0 和 d 必须是非负
的 ．即当且仅当 d ≥ 0 ，d ≠ 0和 Ad ＝ 0时 ，d是 X的方向 ．

同样可知 ，当且仅当 d ≠ 0 ，d ≥ 0和 Ad ≥ 0 时 ，d是非空集合 X ＝ ｛ x ：Ax ≥ b ，

x ≥ 0 ｝的方向 ．

例 １畅５ 　考虑集合 X ＝ ｛（x１ ，x２ ） ：x１ － ３ x２ ≥ －５ ，x１ － x２ ≥ － １ ，x１ ≥ ０ ，x２ ≥ １｝

图 １畅６ 　凸集的方向

如果 d ＝ （d１ ，d２ ）T 是该集合的方向 ，则

　

　

d１
d２

　

　 ≥
　

　

０

０

　

　 ，
　

　

d１
d２

　

　 ≠
　

　

０

０

　

　 ，

Ad ＝
　

　

１ － ３

１ － １

　

　

　

　 d１
d２ 　

　

＝
　

　

d１ － ３ d２
d１ － d２

　

　 ≥
　

　

０

０

　

　

上式意味着 ：d１ ≥ ０ ，d２ ≥ ０ ，d１ ≥ ３ d２ ，且

　

　

d１
d２

　

　 ≠
　

　

０

０

　

　

图 １畅６为向量图 ，其中把每个方向都正规化 ，使其长度为一个单位 ．

５）凸集的极方向

极方向的概念类似于极点 ．凸集的极方向是凸集的这样一个方向 ，它不能表示

为凸集的两个不同方向的一个正组合 ．两个向量 d１ 和 d２ ，如果 d１ 不能表示成 d２
乘以某一正数 ，则说这两个向量是不同的 ，或不相当的 ．

如上例中 d１ ＝ （１ ，０）
T 和 d２ ＝ （

３

１０
，
１

１０
）
T 就是两个极方向 ．集合中任何一

个数乘以 d１ 或一数乘以 d２ 的方向 ，都可以表示成 λ１ d１ ＋ λ２ d２ ，这里 λ１ ，λ２ ＞ ０ ．包

含在凸集中且其方向是某一极方向的射线 ，称为极射线 ．

６）凸锥

凸锥 C是带如下附加性质的一个凸集 ，即对每个 x ∈ C和 λ ≥ ０ ，λx ∈ C ．令 λ

＝ ０ ，可知凸锥经常包含原点在内 ，并且对任何给定点 x ∈ C 、射线（或半线）｛ λx ：λ
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≥ ０｝属于 C ．因此凸锥是完全由从原点发射出的射线组成的凸集（见图 １畅７） ，而且

其特征可完全由其极方向来表示 ．

图 １畅７是某些凸锥的例子 ．作为另一个例子 ，考虑极方向为（１ ，０）
T 和（１ ，２）

T

的凸锥 ，可知它是集合｛（ x１ ，x２ ）T ：x２ ≥ ０ ，x２ ≤ ２ x１｝ ，这个凸锥可用其极方向的一

个非负组合表示（见图 １畅８） ．

图 １畅７ 　某些凸锥的例子 图 １畅８ 　以极方向表示的凸锥

对一组向量 a１ ，a２ ，⋯ ，aK ，凸锥可由这些向量的所有非负组合产生 ，即

C ＝ ∑
K

j ＝ １

λj aj ，λj ≥ ０ ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，K

图 １畅９ 　凸函数和凹函数

７）凸函数和凹函数

凸函数和凹函数在最优化问题中起很重要的作用 ．线性最优化问题的参数分

析自然会引出这些函数 ．

凸函数定义 ：对任意两个向量 x１ 和 x２ ，如果下列不等式成立 ，则该向量的函

数 f 是凸函数 ：

f （λx１ ＋ （１ － λ）x２ ） ≤ λf （x１ ） ＋ （１ － λ） f （x２ ） ，对所有 λ ∈ ［０ ，１］

　 　凹函数定义 ：若（ － f ）为凸函数 ，则函数 f 为凹函数 ，而对任何给定向量 x１ 和
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x２ ，有

f （λx１ ＋ （１ － λ）x２ ） ≥ λf （x１ ） ＋ （１ － λ） f （x２ ） 　 对所有 λ ∈ ［０ ，１］

　 　图 １畅９（a）表示凸函数的例子 ．如图所示 ，λf （x１ ） ＋ （１ － λ） f （x２ ）（λ ∈ ［０ ，１］）

在这里表示连接函数曲线上两点（x１ ，f （ x１ ））和（ x２ ，f （x２ ））的弦在点 λx１ ＋ （１ －

λ）x２ 上的高 ，根据凸函数定义 ，这个弦高至少不小于该点的函数值本身 ．

图 １畅９（b）表示凹函数的例子 ，而图 １畅９（c）既不是凸函数也不是凹函数 ．

图 １畅１０ 　多面集 图 １畅１１ 　以极点表示一点

3畅 多面集

１）定义

　 　以｛ x ：Ax ≤ b｝表示的集合称为多面集 ，其中 A 为 m × n 矩阵 ，b为 m 维向
量 ．多面集是凸集的特殊情形 ，它对线性规划理论极为重要 ．

因为等式可用两个不等式（ ≥和 ≤ ）表示 ．因此 ，一个多面集可用有限数的线

性不等式（或等式）表示 ．例如 ，考虑由如下不等式限定的多面集 ：

－ x１ ＋ x２ ≤ ２

３ x１ ＋ ２ x２ ≤ １５

x２ ≤ ５

x１ ≥ ０

x２ ≥ ０

注意 ，我们称其中每一个不等式为一个半空间 ，而称等式为超平面 ，这个多面集是

由 ５个半空间交切而成的 ．如图 １畅１０ 中的阴影部分 ．显然这个集是凸集 ．还注意

到 ，这里第三个不等式是多余的 ，去掉它对该凸集毫不影响 ．为区别起见 ，我们说相

应于第一 、第二 、第四和第五不等式的超平面 ，即以

｛（ x１ ，x２ ） ：－ x１ ＋ x２ ＝ ２｝ ，

｛（ x１ ，x２ ） ： ３ x１ ＋ ２ x２ ＝ １５｝ ，

｛（ x１ ，x２ ） ：x１ ＝ ０｝ ，
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｛（x１ ，x２ ：x２ ＝ ０）｝

为多面集的面 ，交点［０ ，０］
T
，［０ ，２］

T
，
１１
５

，
２１
５

T
和［５ ，０］

T 为多面极的极点 ．

２）有界多面集

假如有一个数 k ，在多面集每一个点有 ‖ x ‖ ＜ M ，则这个多面集是有界的 ．

有界多面集中任一点可以表示成其极点的一个凸组合 ．如图 １畅１１的有界多面集有

４个极点 x１ ，x２ ，x３ 和 x４ ，图中 x为该多面集中一点 ，它在 x３ 和 y的连线上 ，因此

x ＝ λx３ ＋ （１ － λ）y 　 λ ∈ （０ ，１）

但 y本身又可表示为点 x１ 和 x２ 的凸组合 ，即

y ＝ μx１ ＋ （１ － μ）x２ 　 　 μ ∈ （０ ，１）

把 y代入前一式 ，得

x ＝ λx３ ＋ （１ － λ）μx１ ＋ （１ － λ）（１ － μ）x２

图 １畅１２ 　无界多面集的例

由 λ ∈ （０ ，１）和 μ ∈ （０ ，１） ，可知 λ ，（１ － λ）μ ，（１ － λ）（１ － μ） ∈ （０ ，１） ，且

λ ＋ （１ － λ）μ ＋ （１ － λ）（１ － μ） ＝ １

这说明 x是极点 x１ ，x２ 和 x３ 的一凸组合 ．更一般地 ，对有界多面集 ，以下定理成

立 ．

定理 1畅1 　令 X ＝ ｛ x ：Ax ＝ b ，x ≥ 0 ｝为一非空的有界多面集 ，则其极点的集

合是非空的 ，且极点数是有限的 ．比如说极点为 x１ ，x２ ，⋯ ，xK ，而且这时 x ∈ X ，这

只有当且仅当 x能表示成极点 x１ ，x２ ，⋯ ，xK 的凸组合时才能成立 ，即

x ＝ ∑
K

j ＝ １

λjxj

∑
K

j ＝ １

λj ＝ １ 　 　 λj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，２ ，⋯ ，K

３）无界多面集

图 １畅１２是一无界多面集的例子 ，这个集有 ３ 个极点 x１ ，x２ 和 x３ 以及两个极
方向 d１ 和 d２ ．注意 ，x是图中一点 ，x － y 指
向 d２ 方向 ，因此

x ＝ y ＋ μd２ ＝ λx１ ＋ （１ － λ）x２ ＋ μd２
更一般地 ，对无界多面集下面定理成立 ．

定理 1畅2 　 令 X ＝ ｛ x ：Ax ＝ b ，x ≥ 0 ｝为

一非空多面集 ，其极点的集合也是非空集 ，且

有有限数目的极点 ，如 x１ ，x２ ，⋯ ，xK ．当且仅

当 X是有界多面集时 ，其极方向的集合是空

集 ，如果 X不是有界的 ，则极方向的集合是非
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空集 ，且有有限数目的极方向 ，如 d１ ，d２ ，⋯ ，dL ．这时 x ∈ X ，只是当且仅当 x能表
示成 x１ ，x２ ，⋯ ，xK 的凸组合加上 d１ ，d２ ，⋯ ，dL 的非负线性组合时才能成立 ，即

x ＝ ∑
K

j ＝ １

λjxj ＋ ∑
L

t ＝ １
μtdt

∑
K

j ＝ １

λj ＝ １ 　 λj ≥ ０ ，　 j ＝ １ ，２ ，⋯ ，K ，　 μt ≥ ０ ，　 t ＝ １ ，２ ，⋯ ，L

习 　 　题

１畅１ 　考虑下列线性规划问题

max 　 　 ４ x１ － ２ x２ ＋ ３ x３ － ４ x４
s ．t ．　 　 ２ x１ － ２ x２ ＋ ４ x３ － ２ x４ ≤ ６

－ x１ － ２ x２ ＋ ４ x３ － ２ x４ ＝ ４

－ ３ x１ ＋ ３ x２ － x３ ＋ ２ x４ ≥ １２

x１ ，x２ ，x４ ≥ ０ ，x３ 无限制
　 　 （１）写成标准形式 ；（２）写成求最大的问题 ．

１畅２ 　把下列问题转换成标准形式的线性规划问题

min 　 │ x │ ＋ │ y │ ＋ │ z │
s ．t ．　 x ＋ y ≤ １

２ x ＋ z ＝ ４

１畅３ 　 潩某钢铁公司有 ３个铁矿 ，日产矿石量分别为 ５０００吨 、３０００吨和 １０００吨 ．公

司有 ４个炼铁厂 ，每天所需矿石量分别为 ４０００ 吨 、２５００ 吨 、１０００ 吨和 １５００

吨（假定采出的矿石可不经选矿而直接炼铁） ．铁矿与炼铁厂之间的距离见表

１畅１ ．问公司应怎样安排运输 ，既满足各炼铁厂的需要 ，又使总的运输费用（按

吨公里计）最小 ．列出线性规划问题并写成标准形式（运输问题） ．

表 1畅1 　铁矿与炼铁厂的距离（公里）

矿 山

炼 铁 厂  
１  ２ 櫃３ )４ 构

１ 照１６  ３０ �４１ >５０ 挝

２ 照３４  ３０ �３２ >４５ 挝

３ 照５５  ４０ �２４ >３３ 挝

１畅４ 　 灋一个工厂经理编制 ３种产品和 ４台机器的生产计划 ，每台机器都能生产这些

产品 ．单位生产成本见表 １畅２ ．每台机器生产单位产品所耗时间如表 １畅３ 所

示 ．
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表 1畅2 　机器单位生产成本（元）

产品
机 　 　 器

１ 骀２ 热３ *４ 寣

１  ４ 骀４ 热５ *４ 寣

２  ６ 骀７ 热５ *６ 寣

３  １２ 骀１０ 热８ *１１ 寣

表 1畅3 　机器生产单位产品耗时（小时）

产品
机 　 　 器

１ 骀２ 热３ *４ 寣

１  ０ 浇畅３ ０ 媼畅２５ ０ 亖畅２ ０ c畅２

２  ０ 浇畅２ ０ 媼畅３ ０ 亖畅２ ０ c畅２５

３  ０ 浇畅８ ０ 媼畅６ ０ 亖畅６ ０ c畅５ 灋

假定 １ ，２ ，３产品需要量分别是 ４０００ 、５０００和 ３０００单位 ，４台机器有效利用

时间分别为 １５００ 、１２００ 、１５００和 ２０００小时 ，列出生产计划的线性规划问题 ，

并写成标准形式 ．

１畅５ 　 潩有一牲畜饲料厂要求年生产猪 、羊和鸡饲料 １０吨 、６吨和 ８吨 ．使用的原料

是谷物 、动物骨质粉 、黄豆和鱼粉 ．这些原料的单价 、供应量以及含 ４类营养

成分的含量见表 １畅４ ，各种饲料每公斤中要求含营养成分的最小与最大量见

表 １畅５ ．列出线性规划问题使总成本为最小（配料或营养问题） ．

表 1畅4 　饲料生产的原料单价 、供应是及营养成分含量

原料
单价

（元／公斤）

供应量

（公斤）

营 　 养 　 成 　 分（公斤）

维生素 蛋白质 钙 脂肪

谷物 ５ 妸６０００ 苘８ 创１２ 葺６ 揶８ 篌

骨质 ４ 妸５０００ 苘２ 创４ 葺１０ 揶６ 篌

黄豆 ８ 妸８０００ 苘１０ 创１２ 葺６ 揶６ 篌

鱼粉 １２ 妸４０００ 苘４ 创８ 葺６ 揶９ 篌

表 1畅5 　饲料每公斤营养成分最大与最小量

产品

营 　 养 　 成 　 分（公斤）

维生素 蛋白质 钙 脂肪

最小 最大 最小 最大 最小 最大 最小 最大

猪饲料 ６ L∞ ６ �∞ ７ 创∞ ５ 梃８ 倐

羊饲料 ６ L∞ ７ �∞ ６ 创∞ ５ 梃７ 倐

鸡饲料 ４ L６ 骀８ �∞ ０ 创∞ ４ 梃６ 倐
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１畅６ 　 湝王明存了 ５万元钱 ，打算在近 ５年内每年都投资或买证券 ，每年年初他可以

向银行存一年整取和两年整取的存款 ，利息分别为 ８％ 和 １７％ ．从第二年年

初开始 ，他每年可以买某制革公司的 ３ 年还款证券 ，总利息为 ２７％ ．列出该

线性规划问题 ，使 ５年总效益为最大（投资预算问题） ．

１畅７ 　 灋某煤矿公司拥有 ６个大型露天矿 ，作业规定如下 ：

１）利润与总热值（英国热量单位 B ，T ，U ）成正比 ．

２）煤要求 ：平均热值 ≥ １００００（英国热量单位） ；平均含硫量 ≤ １畅０％ ；产量（每

月）＝ ９００００（吨） ．

下两个月可采的矿区的资料为

矿区 可采矿量（吨） 热值（英制单位） 硫含量（％ ）

１ 1１０００００ ＃１１０００ f０ 妹畅７

２ 1７００００ ＃１０５００ f０ 妹畅８

３ 1８００００ ＃９５００ f０ 妹畅９

４ 1１０００００ ＃９０００ f１ 妹畅０

５ 1１２００００ ＃９８００ f０ 妹畅６

６ 1１２００００ ＃９０００ f０ 妹畅９ 槝

要求编制下两个月按月安排的生产计划 ，使利润值最大 ．列出线性规划问题 ，

并化成标准形式（生产计划问题） ．

１畅８ 　 灋假定有 m 个废物源和 n个排泄场 ．在废物源 i产生的废物总量是 ai ，排泄场

j排泄能力为 bj ．问题是要从 k个设施中选择适当的处理设施 ．设施 k固定
价格为 Pk ，运输能力为 Qk ，每吨废物单位处理成本为 αk ．令 cik和 ckj分别为
从废物源 i运到设施 k和从设施 k 运到排泄场 j 的单位运费 ．选择处理设施

和运输方案 ，使总投资和设施作业成本加上运输成本为最小 ．列出这个分配

问题的线性规划问题 ．（提示 ：假如设施 k 被选定 ，则令 yk 为 １ ；否则 yk 为
零 ．）

１畅９ 　 灋对两个变量的线性规划问题可用图解法求解 ，其过程是首先根据约束条件构

成了问题可行解的解域 ，然后绘出具有相同目标函数值的目标函数等值线

（方程式 cx ＝ z ） ，在使目标函数值减小得最快的方向（即 － c方向）平行移动

这个等值线 ，直到它与其可行解解域边界上某点（极点）相切为止 ．

（１）对下列 ３个问题用图解法求解 ：

　 　 @① 　  max 　 >２ x１ ＋ ５ x２ 　 　 　 　 　  ② �max 　 栽２ x１ ＋ ３ x２
s ．t ． x１ ＋ ２ x２ ≤ １６ s ．t ． x１ ＋ x２ ≤ ２

２ x１ ＋ x２ ≤ １２ ４ x１ ＋ ６ x２ ≤ ９
x１ ，x２ ≥ ０ x１ ，x２ ≥ ０

③ max x１ － x２ ④ min － ２ x１ ＋ ３ x２

·７１·习 　 　题



s ．t ． － ３ x１ ＋ ２ x２ ≤ ６ s ．t ． － x１ ＋ ２ x２ ≤ ２
－ ２ x１ ＋ ４ x２ ≤ １６ ２ x１ － x２ ≤ ３
x１ ，x２ ≥ ０ 　 　 　 　 x２ ≥ ３

　 　 x１ ，x２ ≥ ０ 栽

（２）说明问题 ① 是惟一最优解 ；问题 ② 是不定最优解 ，并找出两个最优极

点 ；问题 ③是一个无界最优解问题 ；问题 ④是空可行解域 ．

１畅１０ 　对下列矩阵 ：

A ＝
　

　

１ － １ ２ ０

２ ５ ０ １

０ ２ ０ １

１ ３ １ ２

　

　

（１）用消去法求 A的上三角矩阵和下三角矩阵 ；

（２）用初等变换计算 A的逆矩阵 ．

１畅１１ 　 栽指出下列集合中哪些是凸集 ，哪些不是 ：

（１）｛（ x１ ，x２ ） ：x２１ ＋ x２２ ≤ １｝
（２）｛（ x１ ，x２ ，x３ ） ：x１ ＋ x２ ≤ １ ，　 x１ － x３ ≤ ２｝
（３）｛（ x１ ，x２ ） ：x２１ － x２２ ＝ ０｝

（４）｛（ x１ ，x２ ，x３ ） ：x２ ≥ x２１ ，　 x１ ＋ x２ ＋ x３ ≤ ６｝
（５）｛（ x１ ，x２ ） ：x１ ＝ １ ，│ x２ │ ≤ ４｝

（６）｛（ x１ ，x２ ，x３ ） ：x３ ＝ │ x２ │ ，　 x１ ≤ ４｝
１畅１２ 　证明下列线性规划问题可行解的集合构成一个凸集 ：

min 　 　 cx
s ．t ．　 　 Ax ＝ b

x ≥ 0
１畅１３ 　 栽考虑非空多面集 X ＝ ｛ x ：Ax ＝ b ，x ≥ 0 ｝ ，说明当且仅当 d ≠ 0 ，Ad ≤ 0 和 d

≥ 0时 ，d是这个集的方向 ．

１畅１４ 　 佑令 X ＝ ｛ x ：Ax ＝ b ，x ≥ 0 ｝ ，这里 A为秩并为 m 的 m × n矩阵 ．当且仅当 d
是一个正数乘以向量（ － YT

j ，０ ，⋯ ，０ ，１ ，０ ，⋯ ，０）
T
，则 d是 X 的一个极方

向 ．且有 ：

Y j ＝ B－１ aj
A ＝ ［B ，N］（其中 B为 m × n可求逆矩阵）

aj ＝ N矩阵中的一列
１出现在位置 j

１畅１５ 　 儋证明当且仅当多面集 X 没有方向时它才是有界的 ，并说明下例有没有方

向 ？为什么 ？
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－ x１ ＋ x２ ≤ ４

x１ ＋ x２ ＋ x３ ≤ ６

x３ ≥ １

x１ ，x２ ，x３ ≥ ０

１畅１６ 　 栽找出如下多面集的所有极点和极方向 ：

X ＝ ｛（ x１ ，x２ ，x３ ，x４ ）T ：x１ ，x２ ，x３ ，x４ ≥ ０ ，

－ x１ ＋ x２ ＋ x３ ＝ １ ，　 x２ ＋ x４ ＝ ２｝

把点 x ＝ １ ，
３
２

，
１
２

，
１
２

T
表示成 X 的极点的凸组合和 X 的极方向的非负

组合的和 ．
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第 2 章 　 单 纯 形 法

２畅１ 　线性规划解的定义和基本定理

第 １章中已讲述了线性规划的基本概念 ，并从几何上说明了线性规划问题的

解和其可行解域的极点的关系 ．在讨论线性规划问题的基本解法之前 ，本书从严格

的代数意义上阐述线性规划问题的有关定义和基本定理 ．

对线性规划问题

min 　 　 cx
s ．t ．　 　 Ax ＝ b （２畅１畅１）

x ≥ 0
定义 　对约束方程组 Ax ＝ b和 x ≥ 0 ，其中 A为 m × n矩阵 ，b是 m维向量 ．

假定 ：增广矩阵（A ，b）的秩 ＝矩阵 A的秩 ＝ m ．把矩阵 A 的列进行可能的重新排
列 ，使 A ＝ ［B ，N］ ，这里 B为 m × m矩阵 ，且有逆矩阵存在 ；而 N是一个 m × （n
－ m）维矩阵（ n ＞ m） ．取

xB ＝ B－１ b 　 　 （m维向量）

xN ＝ 0 　 　 （n － m 维向量）

这时点
　

　

xB
xN

　

　 称为该约束方程组的基解 ，如果 xB ≥ 0 ，则 x称为基可行解 ，B称为

基矩阵（或简称基） ，N称为非基矩阵 ．xB 的分量称为基变量 ，xN 的分量称为非基

变量 ．如果 xB ＞ 0 ，则 x称为非退化基可行解 ；如果至少有一个 xB 的分量为零 ，则

x称为退化基可行解 ．

基可行解和极点是相当的 ，也就是说 ，一个点是基可行解则必是可行解域的一

个极点 ，而且非空多面集 X ＝ ｛ x ：Ax ＝ b ，x ≥ 0 ｝至少有一个极点（或基可行解）存

在 ．这可概括为如下定理 ：

定理 2畅1 　基可行解的集合和极点的集合是对应的 ，如果可行解域是非空的 ，

则极点的集合和基可行解的集合也是非空的 ．

证明 　先证明基可行解和极点的对应 ．

首先设 x ＝ （ x１ ，x２ ，⋯ ，xm ，０ ，⋯ ，０）
T 是按上述定义的 A矩阵列的排列顺序

重新排列后的线性规划问题的一基可行解 ，则

x１ a１ ＋ x２ a２ ＋ ⋯ ＋ xm am ＝ b



这里 a１ ，a２ ，⋯ ，am 是 A的前 m 列的列矩阵 ，根据定义 ，它们是线性独立的 ．如果

x可以表示成（２畅１畅１）可行解域中另外两个不同点 y和 z的凸组合 ，即

x ＝ αy ＋ （１ － α）z 　 ０ ＜ α ＜ １ 　 y ≠ z
由于 y和 z的非负性 ，可知 y和 z 的后面 n － m个分量必为零 ，因此 ，有

y１ a１ ＋ y２ a２ ＋ ⋯ ＋ ym am ＝ b
z１ a１ ＋ z２ a２ ＋ ⋯ ＋ z m am ＝ b

由向量 a１ ，a２ ，⋯ ，am 的线性无关性 ，得 x ＝ y ＝ z ，因此 x是（２畅１畅１）的可行解域的

一个极点 ．

反之 ，设 x是（２畅１畅１）的可行解域的一个极点 ，假定 x的前 K 个分量不为零 ，

则

x１ a１ ＋ x２ a２ ＋ ⋯ ＋ xK aK ＝ b
xi ＞ ０ ，i ＝ １ ，２ ，⋯ ，K

要说明 x是一个基可行解 ，必须证明向量 a１ ，a２ ，⋯ ，aK 是线性独立的 ．现用反证

法证明之 ．假定 a１ ，a２ ，⋯ ，aK 线性相关 ，则它的某个线性组合为零 ，即

y１ a１ ＋ y２ a２ ＋ ⋯ ＋ yK aK ＝ 0
定义 n维向量 y ＝ （y１ ，y２ ，⋯ ，yK ，０ ，⋯ ，０）

T
，因为 xi ＞ ０ ，１ ≤ i ≤ K ，则有可能选择

某一 ε ，使得

x ＋ εy ≥ 0 ，x － εy ≥ 0 　 （ε ≠ ０）

这样

x ＝
（x ＋ εy）

２
＋

（x － εy）
２

它为（２畅１畅１）的可行解域中两个不同点的凸组合 ．这是不可能的 ，因为 x是极点 ．

因此 a１ ，a２ ，⋯ ，aK 是线性独立的 ，这里因为 K ≤ m ，如果 K ＝ m ，则 x ＝ （ x１ ，

x２ ，⋯ ，xK ，０ ，⋯ ，０）
T 即为一个基可行解 ；如果 K ＜ m ，则是一个退化基可行解 ．

再证明定理的后面部分 ．

如果（２畅１畅１）的可行解域是非空的 ，则至少存在一个可行解 x ．不失一般性 ，设

x的前面 L 个分量大于零 ，则

x１ a１ ＋ x２ a２ ＋ ⋯ ＋ xL aL ＝ b
这里有相应于向量 a１ ，a２ ，⋯ ，aL 是线性独立的和线性相关的两种情形 ．

对情形（１） ，假设 a１ ，a２ ，⋯ ，aL 是线性独立的 ，必有 L ≤ m ．如果 L ＝ m ，这个

解就是基可行解 ，问题得证 ．如果 L ＜ m ，因为 A的秩是 m ，则 m － L 个列向量可
从 A中的其余 n － L 个列中找出 ，使合成的 m 个列向量为线性独立的 ．给相应的

m － L 个变量赋以零值 ，得出一退化的基可行解 ．

对情形（２） ，假设 a１ ，a２ ，⋯ ，aL 是线性相关的 ，则必有这些向量的一线性组合

为零 ，即

·１２·２畅１ 　线性规划解的定义和基本定理



y１ a１ ＋ y２ a２ ＋ ⋯ ，＋ yL aL ＝ 0
其中 y１ ，y２ ，⋯ ，yL 为常数 ，且其中至少有一个可设为正数 ．上式乘以标量 ε ，并从

前一式中减去 ，得

（ x１ － εy１ ）a１ ＋ （ x２ － εy２ ） a２ ＋ ⋯ ＋ （xL － εyL ）aL ＝ b
定义 y ＝ （y１ ，y２ ，⋯ ，yL ，０ ，⋯ ，０）

T
，可知对任何 ε ，x － εy是等式方程组的解（但不

一定对所有 i ，xi － εyi ≥ ０） ．当 ε＝ ０时 ，上式变成起始可行解 ．当 ε从零增加时 ，取

决 yi 为负值 、正值和零 ，相应分量会增加 、减少和不变 ．但由于至少一个 yi 为正
数 ，因此当 ε增加时至少一个分量会减少 ．把 ε增加到此点 ，使一个或几个分量为

零 ．特别是按下式确定 ε ：

ε ＝ min
i
｛
xi

yi
：yi ＞ ０｝

对这个 ε值 ，由式 x － εy给出的解是可行解 ，且至少有 L － １个正变量 ．必要时重

复这个过程 ，我们可继续消去正变量 ，直到给出的解是可行解 ，且相应的列是线性

独立的为止 ．这时变成情形（１） ．于是定理得证 ．

从习题 １畅９也曾看到 ，线性规划问题的最优解存在 ，则最优极点也存在 ．现从

代数上加以证明 ．

对（２畅１畅１）的线性规划问题 ，令（x１ ，x２ ，⋯ ，xK ）是该约束集的极点 ，d１ ，d２ ，⋯ ，

dL 是其极方向 ，则满足 Ax ＝ b和 x ≥ 0的任何点 x可表示为

x ＝ ∑
K

i ＝ １

λixi ＋ ∑
L

t ＝ １
μtdt （２畅１畅２）

式中 ， ∑
K

i ＝ １

λi ＝ １ ；λi ≥ ０ ，i ＝ １ ，２ ，⋯ ，K ；μt ≥ ０ ，t ＝ １ ，２ ，⋯ ，L ．因此线性规划问

题可转换为以 λ１ ，λ２ ，⋯ ，λK 和 μ１ ，μ２ ，⋯ ，μL 为变量的下列线性规划问题 ：

min 　 　 ∑
K

i ＝ １

（cxi）λi ＋ ∑
L

t ＝ １

（cdt ）μt

s ．t ．　 　 ∑
K

i ＝ １

λi ＝ １ （２畅１畅３）

λi ≥ ０ ，　 i ＝ １ ，２ ，⋯ ，K
μt ≥ ０ ，　 t ＝ １ ，２ ，⋯ ，L

因为 μt 可取任意大值 ，因此如对某个 t（ t ＝ １ ，２ ，⋯ ，L ）有 cdt ＜ ０ ，则线性规划问题

的目标函数为 － ∞ ．而对所有 t（ t ＝ １ ，２ ，⋯ ，L ）有 cdt ≥ ０时 ，把相应的 μt 取为零 ，

则目标函数式中 ，第二项的最小值为零 ．为使目标函数式中 ，第一项对 λi 在 λi ≥ ０

和 ∑
K

i ＝ １

λi ＝ １（ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，K ）的条件下求最小值 ，可简单地找出最小的 cxi ，比如说

cxp ，而令 λp ＝ １和其他的 λj ＝ ０ ，即得 ．下面的例子更详细说明上面的论述 ．
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例 ２畅１ 　 （见图 ２畅１（a）） 　  min 　 　 剟x１ － ４ x２
s ．t ． － ２ x１ ＋ x２ ≤ １

－ x１ ＋ ３ x２ ≤ ８
x１ ，x２ ≥ ０

图 ２畅１ 　可行解域与极方向

该可行解域有三个极点 x１ ，x２ 和 x３ 以及两个极方向 ，且有

cx１ ＝ （１ ，－ ４）
　

　

０

０

　

　 ＝ ０ ，　 cx２ ＝ （１ ，－ ４）
　

　

０

１

　

　 ＝ － ４

cx３ ＝ （１ ，－ ４）
　

　

１

３

　

　 ＝ － １１

cd１ ＝ （１ ，－ ４）
　

　

１

０

　

　 ＝ １ ，　 cd２ ＝ （１ ，－ ４）
　

　

３

１

　

　 ＝ － １

　 　由于 cd２ ＝ － １ ，因此解趋向于 － ∞ ，即解无解 ，如图 ２畅１（a）所示之情况 ．而对

目标函数 x１ － ２ x２ ，则如图 ２畅１（b）所示 ，这时 ，

cx１ ＝ （１ ，－ ２）
　

　

０

０

　

　 ＝ ０ ，　 cx２ ＝ （１ ，－ ２）
　

　

０

１

　

　 ＝ － ２

cx３ ＝ （１ ，－ ２）
　

　

１

３

　

　 ＝ － ５

cd１ ＝ （１ ，－ ２）
　

　

１

０

　

　 ＝ １ ，　 cd２ ＝ （１ ，－ ２）
　

　

３

１

　

　 ＝ １

即所有 cdt（ t ＝ １ ，２）均大于等于零 ．这时存在有限最优解 ，且最优极点为 x３ ，目标

函数值为 － ５ ．

综上所述 ，关于最优解存在如下定理 ：

定理 2畅2 　若可行解域是非空的 ，则当且仅当对所有 t ，cdt ≥ ０ ，（ t ＝ １ ，２ ，⋯ ，

L ） ，才存在有限的最优解 ，这里 d１ ，d２ ，⋯ ，dL 是可行解域的极方向（ L 是极方向
数） ．否则最优解无界 ．

定理 2畅3 　如果存在最优解 ，则存在最优极点解（或最优基可行解） ．

·３２·２畅１ 　线性规划解的定义和基本定理




