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前    言 

本书以代数与几何相结合的方式，系统地论述李群及其李代数的内容，以及

纤维丛和联络论，同时还介绍了杨图及其应用. 在研究李群的局部性质和李群的

李代数的同时，对李群整体结构和拓扑性质也作了研究. 书中为基本内容提供了

全面的论证、详细的运算和大量的实例，也为李群、李代数和纤维丛在物理学前

沿领域中的应用做了充分的准备和介绍. 
第 1 章是关于集合论、群、拓扑空间和流形等的基本知识. 第 2、3 章主要介

绍李群并引入李群的李代数. 第 4 章主要用来证明李的三定理和叙述李的三定理

的逆定理. 第 5 章研究群的表示理论. 第 6、7 章在前几章的基础上，专门用来阐

述正交群、酉群、庞加莱群和洛伦兹群等. 第 8 章简要论述李代数的一般理论. 第

9 章用来论证半单李代数的构造和单李代数的分类. 第 10 章介绍了关于杨图的理

论，同时借助杨图研究了群的张量表示理论. 第 11 章从最简单的纤维丛构造开始，

阐述了纤维丛和联络论. 
全书概念自成体系，结构严谨，论述详尽，在具有数学的完整性的同时，

对与物理学关系密切的内容尽量地给予关注. 本书并不要求具备较多的预备知

识，具有线性代数和数学分析基础知识的读者即可阅读. 书后备有索引，以便查

阅. 本书初稿自 80 年代始在高校使用，现经整理出版. 
对江汉大学、武汉科技大学的资助，深表谢忱! 
 
 
 

邵丹  邵亮  郭紫 
于武汉汤逊湖玉龙岛      
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主要符号表 

一般符号： 
�  近似相等，同伦 
≅  同构 
⇒  蕴含，推出 
⇔  等价 
∀  对任一 
∃  存在 

 使得 
R 实数域，等 
C 复数域，等 
1∶1 一一 
* 复(数)共轭，对偶 

A∗  矩阵 A 的复共轭 
A�  矩阵 A 的转置 

†A  矩阵 A 的转置共轭 
tr 取迹 
Ge 群 G 的幺连通支 

与流形 M 有关的： 
tF  M 上微分 t-形式的集合 
t
pF  点 p M∈ 的微分 t-形式的集合 

pT  点 p M∈ 的切矢量空间 

pT ∗  点 p M∈ 的微分构成的与 pT 对偶的线性空间 

Θ̂  解析无穷小变换的集合 
与李群 G 有关的： 

G G 的李代数 
G* MC 形式的集合(G 的对偶空间) 

*Θ̂  解析微分 1 形式的集合 
La x ax6 (左移动) 

Ra x xa6 (右移动) 
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第 1 章  群、拓扑空间与流形 

1.1  集    合 

这里不准备专门论述关于集合的现代述说，而是由于本书的概念和理论系统

将建筑在集合论的有关内容之上，因而把集合作为本书论述的开始. 
1. 集合 
集合是数学中的基本概念之一. 本书使用的集合(或集)是指满足某种条件的

对象的全体. 例如： 
自然数的全体； 
实数的全体(记为 R)； 
复数的全体(记为 C)； 
开区间内点的全体(记为(a, b))； 
闭区间内点的全体(记为[a, b])； 
某几何图形上点的全体； 
n 维矢量空间中线性变换的全体； 
实数域上 m n× 矩阵的全体； 
复数域上 n n× 方阵的全体 

等都是集合. 集合通常用大写字母表示. 集合中的对象称为集合中的点或元素，有

时也简称为元，通常用小写字母表示. 
设 A 为一个集合，若 a 是 A 的一个元素，记为 a A∈ ，读作 a 属于 A；若 a

不是 A 的元素，记为 a A∉ ，读作 a 不属于 A. 为了表示集合 A 是由满足某种条件

P 的对象 a 构成的，并且是只由满足这种条件的对象构成，可采取记法： 

A = {a|条件 P}. 
例如 

A = {a|a 是正整数} 

表示 A 是由正整数全体构成的集合. 
当集合的元素可以具体写出来时，也可将该集合的元素写在花括号(或圆括号)

之内，以表示这个集合. 例如 
1 2 3 4{ , , , }x x x x x=  
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表示 x 是由 x1，x2，x3，x4 四个元素构成的集合. 也可将集合 x 简写成 x = (xi)，
1, ,4i = " . 

2．运算 
集合 A 和 B 包含的元素相同时，记为 A = B. 
集合 B 的每一元素都属于 A 时，B 称为 A 的子集(见图 1.1)，记为 B A⊂ (或

A B⊃ )，读作 B 包含于 A(或 A 包含 B). 
定理 1.1.1  若 B A⊂ ，同时 A B⊂ ；则 A B= . 
定义 1.1.1  既属于集合 A 又属于集合 B 的元素构成的集合，称为 A 和 B 的

交，记为 A B∩ (见图 1.2). 即 { | , }A B a a A a B= ∈ ∈∩ . 

定义 1.1.2  由集合 A 的所有元素和集合 B 的所有元素构成的集合，称为 A 和
B 的并，记为 A B∪ (见图 1.3). 即 { |A B a a A= ∈∪ 或 }a B∈ . 

 

A 

B 

 

 

A B

 

A B  

图 1.1 图 1.2 图 1.3 

定义 1.1.3  设 A 和 B 是两个集合，由 A 的那些不

属于 B 的所有元素构成的集合，称为 A 与 B 的差，记

为 A B− (见图 1.4). 由于 A B− 是 A 中除去 A 在 B 中的

所有元素后，余下的元素形成的集合，因而 A B− 也称
为 B 关于 A 的余集. 即 { |A B a a A− = ∈ 且 }a B∉ . 

一个集合的元素可以是有限的，也可以是无限的.
元素是有限的集合，叫做有限集；元素是无限的集合，

叫做无限集. 若一个集合只有一个元素，则称为单元素集. 一个集合也可以不含任

何元素，这样的集合称为空集，记为 ∅ . 由数 0 形成的单元素集可记为{0}，显然
{0}与空集 ∅ 是不同的两个集合. 如果集合 A 和 B 的交是个空集，即 A B = ∅∪ ，

则 A 和 B 不含有共同的元素，并称 A 和 B 为非交的. 
定义 1.1.4  设 A 和 B 是两个集合，由所有的序偶 ( , ),a b a A∈ ，b B∈ ，所构

成的集合称为 A 和 B 的直积或笛卡儿积，记为 A B× . 即 {( , ) |A B a b a A× = ∈ 且

}b B∈ . 

例 1.1.1  令 R 为实数集合， 2 = ×R R R 便是所有实数序偶 ( , )a b 构成的集合

图 1.4 

 

A B 
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{( , ) |a b a ∈ R ，且 }b ∈ R ； n = × × × ×"R R R R R 则是所有 n 个有次序的实数

1 2( , , , )na a a" 构成的集合{( ) | , 1, , }i ia a i n∈ = "R ，称为 n 重数空间. 

1.2  关系与映射 

1. 关系 
定义 1.2.1  设 A 和 B 为两个集合，S 为直积 A B× 的一个子集，则称 S 为 A 到

B 中的关系. 若 ( , )a b S∈ ，则称 a 与 b 是 S-相关的，记为 aSb . 

例 1.2.1  设 A = (1, 2, 3, 4, 5)， B = (1, 2, 3, 4)，令 

{( , ) | , , }S a b a A b B a b= ∈ ∈ <  

{(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}= ， 

则上述序偶的集合 S 是直积 A B× 的一个子集，S 是 A 到 B 中的一个关系，即小于

关系. 当集合 A B= 时， S A A⊂ × ，此时 S 将成为 A 到 A 中的关系，称为 A 中的
关系. {( , ) | }I a a a A= ∈ 称为单位关系； 0 { | }A A= ∅ ∅ ⊂ × ，称为空关系. 

设 f 与 g 分别是 A 到 B 中与 B 到 C 中的关系，则 g fD 是 A 到 C 中的合成

关系. 
若 f 与 g 都是 A 到 B 中的关系，且 f g⊂ ，则 f 称为 g 的限制， g 称为 f 的

延拓. 
关系是数学中经常使用的概念.例如，数的相等、大于或小于，图形的全等、

相似，集合间的包含、对应等，这些都是关系. 下面介绍一种重要的关系(即等价

关系)和等价类. 
定义 1.2.2  若元素 , , ,a b c "构成的集合 A 中的关系 S 具有如下性质： 
(1) 自反性： aSa ； 
(2) 对称性： aSb bSa⇒ ； 
(3) 传递性： aSb ， bSc aSc⇒ ， 

则称 S 为 A 中的等价关系. 
定义 1.2.3  若 S 是 A 中的等价关系，集合 A 的元素 a 的等价类是 A 的一个子

集{ | }b A bSa∈ ，记为[ ]a . 

从该定义可知，相互等价的元素属于同一等价类， A 是各个等价类的一个非

交集. 每一等价类可用一个元素代表. 
这些等价类的集合通常用 /A S 表示， /A S 称作 A 关于等价关系 S 的商集. 
例 1.2.2  令 R 为实数域，设 0a ∈ R ，若 0 2a a n− = ± π ， 0,1, 2,n = " ；则可

规定等价关系 0:S aSa ，从而得到等价类 0 0[ ] { | 2 }a a a n a= ∈ ± π =R . 显然，等价
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类 0[ ]a 可看作圆周上的一点. 

2. 映射 
定义 1.2.4  若 A 和 B 是两个集合，如果存在一个 A 到 B 的关系 f ，使得任

一元素 a A∈ ，有一确定的元素 b B∈ 与之相对应，则关系 f 叫做 A 到 B 中的映射，

记为 

:f A B→ ， a b6 或 fA B⎯⎯→ ，
f

a b6 . 

例 1.2.3  令 ( , , )A a b c= ， ( , , , )B a b c d′ ′ ′ ′= . 若规定 

:f a a′6 ， b b′6 ， c a′6 ， 

则 f 便是 A 到 B 中的一个映射. 
例 1.2.4  令 ( , , )A B a b c= = ，则 

:f a a6 ， b b6 ， c a6  

是 A 到 B 中的一个映射. 由于 A B= ，实际上 f 是 A 到 A 中的一个映射. 

例 1.2.5  令 A B= 是全体自然数的集合，对于这一无限集，可规定如下一对

应法则 : 
:1 2, 2 4, 3 6, , 2 , ,f n n6 6 6 " 6 "  

f 便是自然数集合到其自身中的一个映射. 
设 f 是集合 A 到 B 中的映射： 

, ,
f f

A B a b6 6  

则 b 叫做 a 在映射 f 下的象，记为 ( )f a b= ； a 叫做 b 的原象或逆象. b 的原象的

全体叫做 b 在映射 f 下的原象，记为 ( )f b− . 
若 ( )f A 是 B 的一个子集{ ( ) | }f a a A∈ ，则称 ( )f A 是 A 在映射 f 下的象，若

1( )f B− 是 A 的一个子集{ | ( ) }a f a B∈ ，则称 1( )f B− 是 B 在映射 f 下的原象或逆象. 
若对任一 ( )b f A∈ ，存在唯一的一个 a A∈ ，使得 ( )f a b= ，则 f 具有逆映射

1f −
： 

1 1

1( ) , ( ),
f f

f A A b a f b
− −

−=6 6  

将这种映射 f 称为一一映射或单射. 
若 ( )f A B= ，则映射 f 称为到上的映射，即是 A 到 B 上的映射，也称为满射. 

若映射 f 是一一和到上的，则 f 称为双射(或称为 A 与 B 间的 1∶1 对应). 
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例 1.2.6  前面例 1.2.3 至例 1.2.5 的三例中的映射都不是到上的. 例 1.2.3 和

例 1.2.4 中的映射不是一一的. 如果将例 1.2.5 中的集合 B 改为自然数中的所有偶
数的集合，则映射 f 将成为到上的. 

例 1.2.7  若 3x x6 ， expx x6 ， 3 2x x x+6 ， sinx x6 均为实数域 R 到实

数域 R 中的映射，不难知道这些映射具有如下性质： 
3x x6 是个双射； 

expx x6 是个一一的但不是到上的映射； 
3 2x x x+6 是个到上的但不是一一的映射； 

sinx x6 既不是到上的也不是一一的映射. 
若 f 和 g 是集合 A 到 B 中的两个映射，如果 a A∀ ∈ ，有 ( ) ( )f a g a= ，则称映

射 f 和 g 相等.  

若 A 、B 、C 为三个集合，令 a A∈ ，b B∈ ，c C∈ ，且令 f gA B C⎯⎯→ ⎯⎯→ ，
f g

a b c6 6 ；则可写成 

( ) ( ( )) ( )c g b g f a g f a= = = D ， 

这里 g fD (或简写为 gf )称为映射 f 与 g 的合成或积(应注意二者的次序). 若 f 、

g 为两个任意映射，由它们构成的积通常并不具有交换性，即 g f f g≠D D . 如果

三个映射： f g hA B C D⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ，
f g h

a b c d6 6 6 ，不难证明它们具有结合性： 

( ) ( ) .h g f h g f=D D D D  

若 f 、 g 、 h 是如下三个映射： 

, , ,f g hA B B C A C⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→  

则可将如上映射关系画成如下面的三角图所示. 若三个映射满足 h g f= D ，则这

个图叫做对易的(或交换的). 

A

B C

f 
h 

g 
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若 f 和 g 是两个双射，可以证明， f 和 g 之积的逆具有下面的性质： 

1 1 1( ) .g f f g− − −=D D  

定义 1.2.5  集合 A 到自身上的任一双射叫做 A 的一个变换. 若 A 是个有限

集，则 A 的变换称为 A 的置换. 
若一映射将集合 A 的每一元素映射成该元素自身，则该映射称为 A 的恒同映

射或单位映射. 
集合 A 中任意元素 a 和集合 B 中任意元素 b ，以一定法则与集 C 中的唯一元

素 c 之间的对应关系称为代数运算，可以“ D ”记之，即 a b c=D . 当 A B= ，c A∈
时 ， 则 称 A 对 运 算“ D ”是 封 闭 的 ； A 的 任 意 三 元 素 a , b , c 满 足 等 式

( ) ( )a b c a b c=D D D D ，则称 A 对运算“ D ”是结合的；如果 a b b a=D D 成立，则

称 A 对运算“ D ”是交换的. 

1.3  群 

1. 群的定义 
定义 1.3.1  群是一个定义了合成运算的集合 G ，满足如下性质： 
1) 封闭性 
若 a ， b G∈ ，由合成运算将规定一元素 c a b G= ∈D (这里用“ D ”表示 G 的

两元素的合成运算). 由群的这一性质可知，集合 G 在合成运算下是封闭的. 封闭

性可简写为 
a b G∈D ，  ,a b G∀ ∈ . 

2) 结合性 
群元素的合成运算是可结合的. 即对任意的 , ,a b c G∈ ，有 

( ) ( )a b c a b c=D D D D . 

结合性可简写成 
( ) ( )a b c a b c=D D D D ， , ,a b c G∀ ∈ . 

3) 单位元 
存在 G 的一元素 e ，称为 G 的单位元或恒元，使得对于所有的 a G∈ ，有 

e a a e a= =D D . 

这一性质，可写成 

,e G∃ ∈ ,e a a e a= =D D  a G∀ ∈ . 
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4) 逆元 
对每一元素 a G∈ ，存在一逆元素 1a G− ∈ ，使得 

1 1a a a a e− −= =D D . 

这一性质可写成 
1, ,a G a G−∀ ∈ ∃ ∈  1 1a a a a e− −= =D D . 

群元素的合成运算又称群的乘法或合成律. 对于具体的群，其乘法可以是通

常的加法、乘法或矩阵乘法等. 表示群元素相乘的符号“ D ”，通常可以省略. 
若群的元素数目是有限的，则这种群称为有限群；如果元素数目是无限的，

则这种群称为无限群. 
有限群的元素数目叫做这个群的阶. 
例 1.3.1 

(1) 最简单的群是由一个元素构成的平庸群，这个元素即是单位元 e ，单位元

的逆元，是其自身；而且容易验证，由单位元 e 构成的集合也满足群的其他三个

规则. 
(2) 另一个简单的群是由两个元素构成的二阶有限群. 如，由数 1 和−1 在乘

法下构成的群. 对于这个群，1 是其单位元；规定元素−1 的逆元仍是−1，可知这

个由 1 和−1 构成的集合满足群的四个规则. 
(3) 整数集合在加法下构成一个群，叫做整数加(法)群. 对于任意两个整数 a

和 b ， a b+ 也是个整数，整数加法的结合律便是整数加群的结合性；整数零是单

位 元 ， 即 0 0a a a+ = + = ； 对 于 任 一 整 数 a ， 都 存 在 一 整 数 a− ， 使 得
( ) 0a a a a+ − = − + = ；所以整数集合将满足群的规则. 显然整数加群是个无限群. 

然而正整数集合不能构成群. 因为这个集合中的元素不存在逆元素，同时也

不存在单位元. 稍后将看到，正整数集合将构成一个半群. 
(4) 容易看出，实数集合在加法下构成一个无限群. 复数集合在复数加法下也

构成一个无限群. 它们分别称为实数加群和复数加群. 
(5) 正实数集合在乘法下构成一个无限群，单位元是 1，任一正实数 a 的逆元

为 1/ a . 

(6) 两个矩阵
1 0
0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

和
1 0

0 1
−⎡ ⎤

⎢ ⎥−⎣ ⎦
，在矩阵乘法下将构成一个二阶群. 

(7) 复数 1, i ,-1, i− 在复数乘法下将构成一个四阶群. 
(8) 所有 n n× 非奇异实方阵(即其行列式不为零)在矩阵乘法下构成一个无限

群，叫做一般线性群，记为 ( , )GL n R . 

(9) 所有 m n× 矩阵在矩阵加法下构成一个无限群. 单位元是 m n× 零矩阵，元
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素 a 的逆元为 a− . 
若群的任意两个元素相乘时，都是可对易的，即 a∀ ，b G∈ ，有 a b b a=D D ，

则这种群叫做交换群或可换群，也称 Abel 群. 
上述 9 个例子中，除例(8)外，其余都是交换群. 
若集合 A 中定义了合成运算，但不能全部满足群的四个性质，而只能满足其

中部分性质,则 A 将成为胚群、半群或广群. 群、胚群、半群和广群所满足的性质

如表 1.1 所示. 

表 1.1 群、胚群、半群和广群所满足的性质 

 封闭性 结合性 单位元 逆  元 

群 

胚  群 

半  群 

广  群 

有 

有 

有 

有 

有 

有 

有 

 

有 

有 

 

 

有 

 

 

 

 
2. 群的共轭类 
设 a ，b 为群 G 的两个元素，若有一元素 g G∈ ，使 1a gbg−= ，则称 a 是 b 的

共轭元素，或简称共轭. 这种运算叫做 b 在 g 下的相似变换. 显然，这里的共轭是

群 G 中的一个关系. 
共轭关系的性质： 
(1) 任一元素是其自身的共轭： 

1a eae−= . 

(2) 若 a 是 b 的共轭，则 b 是 a 的共轭： 

1 1 1 1 1( ) ( )a gbg b g ag g a g− − − − −= ⇒ = = . 

(3) 若 a 是 b 的共轭， b 是 c 的共轭，则 a 是 c 的共轭： 

1
1 1 1

1
( ) ( )( ) ( ) ( )

a gbg
a gg c g g gg c gg

b g cg

−
− − −

−

⎫= ⎪ ′ ′ ′ ′⇒ = =⎬
⎪′ ′= ⎭

. 

所以共轭是个等价关系. 
这样，群 G 可按共轭关系划分成一些等价类，使每一等价类中的所有元素都

是相互等价的，而不存在相互共轭又分别属于不同等价类的元素. 群 G 的这些等
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价类叫做它的共轭类，简称为群的类. 
由于对任一 a G∈ ，有 1aea e− = ，所以群的恒元自身形成群的一个类. 由于交

换群的任意两个元素相乘时的次序是可对易的，因而交换群的每一元素自身形成

它的一个类. 
3. 子群 
定义 1.3.2  设 G 为一个群， H 是 G 的一个非空子集. 若 H 对于 G 的合成运

算也构成一个群，则称 H 为 G 的子群. 
若 H 是 G 的子群，则 H 的单位元就是 G 的单位元；若 a 是 H 的一个元素，a

在 H 中的逆元就是 a 在 G 中的逆元. 显然，群 G 自身是 G 的一个子群，群 G 的单

位元 e 也是 G 的一个子群. 这两个子群叫做群 G 的当然子群(或平庸子群). 
若群 G 除当然子群外，还具有其他子群，则该子群叫做 G 的真子群. 
例 1.3.2 

(1) 整数加群是实数加群的子群. 
(2) 平面绕垂直于该平面的轴线的转动的集合构成一个群，叫做平面转动群. 

其中转角为 0、
2
π

、 π 、
3
2
π

的转动的集合，构成一个平面转动群的子群. 

(3) 空间绕其中一定点的转动的集合构成一个空间转动群. 该转动群中绕过

该定点的某个固定轴的转动的集合，构成一个该转动群的子群. 
上述三个例子中的子群，显然都是真子群. 
4. 群的直积 
若 1G 和 2G 为两个群，它们的单位元分别是 1e 和 2e . 我们取所有序偶( 1a ， 2a )

的集合，将其记为 1 2G G⊗ ， 1 1a G∈ ， 2 2a G∈ . 若在集合 1 2G G⊗ 中定义合成运算：

1(a∀ ， 2 )a 1 2G G∈ ⊗ 和 1 2 1 2( , )b b G G∈ ⊗ ，有 1 2 1 2 1 1 2 2( , )( , ) ( , )a a b b a b a b= ；则 1 2G G⊗
构成一个群. 事实上，集合 1 2G G⊗ 的合成运算具有封闭性和结合性；( 1e ， 2e )是

1 2G G⊗ 的单位元；元素( 1a 2a ) 1 2G G∈ ⊗ 的逆元为 1 1 1
1 2 1 2( ) ( , )a a a a− − −= ；所以

1 2G G⊗ 是一个群，称为群 1G 与 2G 的直积. 

5. 循环群 
设 G 是一个群， a G∈ ，考虑 G 的元素 2, , , ,pa a a" " . 若 G 是一个有限群，

则这些元素不可能都是不同的. 从而可令 

( )p qa a p q= > ， 

这将得到 
p qa e− = ， e 为 G 的单位元. 

若 n 是满足关系 
na e=  
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的最小正整数，则元素 2, , , na a a" 将都是不同的，且这些元素将构成一个群，叫
做 n 阶循环群. n 阶循环群通常记为 nZ . 

不难验证，由单位矩阵−I 和 I 将构成二阶循环群 2Z ，即 2 { , }Z I I= − . 

1.4  置  换  群 

1. 置换群 
可通过多种方式给出 k 个对象的置换，从而得到置换群，这里介绍其中常见

的情况. 
考虑由数 1，2，3，4，5 标定的 5 个对象组成的集合. 一个置换，即是一个

这样的变换，如 
1 2 3 4 5

31 2 5 4
a

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

这里的 a 可看作一个映射，它将 1 映射到 3，2 映射到 1，3 映射到 2 等；也可将

置换 a 看成是它将 1 用 3 代替，将 2 用 1 代替，将 3 用 2 代替等. 在置换 a 的记法

中，列的顺序是无关紧要的，也可以把上述记法写成 

2 3 5 41

1 2 4 5 3
a

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

而不改变置换 a 的意义. 置换 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5
e

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

是单位置换(或称为恒同置换). 若取两个置换，如 

1 2 3 4 5

31 2 5 4
a

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，
1 2 3 4 5

5 31 2 4
b

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

则 a 和 b 的乘积被定义成 a ， b 连续施行得到的置换 

31 2 5 4 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

15 3 4 2 31 2 5 4 15 3 4 2
b a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

D D . 

在书写两个置换的乘积时，应注意二者的顺序，这里的 b aD 意味着置换 a 是
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先施行的， b 是后施行的. 不难写出置换 

1 2 3 4 5

31 2 5 4
a

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

的逆为 

1
31 2 5 4

1 2 3 4 5
a−

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

同时可以证明，连续施行的置换满足结合性. 从而可知，上述 5 个对象的所有置

换的集合构成一个群. 容易证明，这个群是一个非交换群. 
一般地说，k 个对象的所有置换的集合构成一个群，称为置换群，通常记为 kS . 

置换群数学上有时也叫做对称群. 
若 kS 为一置换群，则可用 

1 2 3
1 2 3

k
a

a a a ak
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

 

表示 kS 的一个元素. 这表明，用 i 标定的对象将由用 ai 标定的对象代替，这里 i =1, 

2, …, k . a1，a2，a3，…，ak 是数字 1, 2, 3, …, k 的一个排列. 由于 a1 可通过 k
个方式选取，a2 可通过 1k − 个方式选取等，所以置换群 kS 的阶为 !k . 

2. 置换的分解、轮换 
令 

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 3 9 61 7 5 8 2
a

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

为置换群 9S 的一个置换. 在这个置换下，元素 1 用元素 4 代替，元素 4 用元素 6

代替，元素 6 用元素 7 代替，元素 7 用元素 5 代替，元素 5 用元素 1 代替，从而

可得到如下一个置换： 

1 4 6 7 5

4 6 7 51

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

这个置换叫做一个轮换或循环置换，可简记为 

1→4→6→7→5→1 或 (1 4 6 7 5). 

将这种寻找轮换的操作重复进行下去，可发现 a 可分解成三个轮换的积： 
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a = (1 4 6 7 5)(2 3 9)(8). 

上述三个轮换都不包含相同的元素，因而彼此是独立的. 
轮换中包含元素的数目称作该轮换的长度，如上从左至右的三个轮换的长度

分别为 5，3，1. 长度为 1 的轮换通常可略去，从而可以将 a 写成 

a = (1 4 6 7 5)(2 3 9). 

这里指出，两个独立的轮换是可交换的. 这样， a 也可写成 

a = (2 3 9)(1 4 6 7 5) 或 a = (9 2 3)(7 5 1 4 6). 

当将置换写成独立轮换的乘积时，每一长度的轮换出现的数目叫做该置换的

循环结构. 若一置换具有较多数目的轮换，可用上标来表示具有某种长度的轮换
的数目. 这样，一个置换具有 1i , 2i , 3i ,…个长度各为 1l , 2l , 3l ,…的独立轮换，则它

的循环结构可写成 

31 2
1 2 3( , , , )ii il l l " . 

有时为了明确起见，也可将其具有各相同长度的独立轮换列在一起写出，以反映

置换的循环结构. 
3. 对换 
对换是长度为 2 的轮换. 
定理 1.4.1  任一轮换可以分解成对换的乘积. 
例如，(1 2 3 4 5 6)= (16)(15)(14)(13)(12). 该式等号右侧是个非独立的对换的

乘积，因而是不可交换的. 
证明  显然，上述命题对于具有两个元素的任何轮换是成立的，这是一种平

庸情况. 现在假设对具有( 1k − )个元素的轮换定理成立，则只要证明 

1 12 1
(12 ) (1 )(12 1)

1 23 1

k k
k k k

k

−⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= − =
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

"
" "

"
 

成立即可. 这是显见的，只要施行上式中的乘法即可得知. 证毕. 
4. 置换的奇偶性 
考虑如下置换 : 

a = (1 2 3)(4 5)(6 7 8) 

     = (1 3)(1 2)(4 5)(6 8)(6 7). 
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该置换包含的对象数目是 8，独立轮换数目是 3，这两个数字表征了这个置换的特

征. 二者的差是 5，叫做这个置换的减量. 可以看到，减量等于一个置换分解成的

对换数. 
一个置换称作偶的(奇的)，如果它的减量是偶的(奇的). 
置换群在数学和物理学上都具有重要的作用. 下面是关于置换群的一个重要

定理. 
定理 1.4.2  每一 k 阶有限群与置换群 kS 的一子群同构. 

这一定理在抽象群理论中具有重要的地位. 

1.5  线 性 空 间 

1. 线性空间的定义 
定义 1.5.1  线性空间(或矢量空间)V 由 
(1) 一个集合 V，X0，X1，X2，… V∈ ，称为矢量. 
(2) 一个数域 K (实数域或复数域)， a ， b ，… K∈ ，连同两种运算： 
①矢量加法“+”， 
②数量乘法“ D ” 

所构成，同时满足如下两个条件： 
条件 : ( , )A V + 是个加法群，即 

i. ,i j i jX X V X X V∈ ⇒ + ∈ ， (封闭性) 

ii. ( ) ( )i j K i j KX X X X X X+ + = + + ， (结合性) 

iii. 0 0i i iX X X X X+ = + = ， (单位元) 

iv. 0( ) ( )i i i iX X X X X+ − = = − + ， (逆  元) 

v. i j j iX X X X+ = + ； (交换性) 

条件 B： 
i. , i ia K X V aX V∈ ∈ ⇒ ∈ ， (封闭性) 

ii. 1 1i i iX X X= =D D ， (单位元) 

iii. ( ) ( )i ia b X a b X=D D D D ， (结合性) 

iv. ( )i j i ja X X a X a X+ = +D D D ， 

   ( ) i i ia b X a X b X+ = +D D D . (双线性) 

V 也称作数域 K 上的矢量空间， K 叫做V 的系数域. 如果V 的系数域是实数

域 R(复数域 C )，则V 称为实(复)矢量空间. 
在上述线性空间的定义中，若将V 取为 K ，则可知实数集合或复数集合都是
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线性空间. 
2. 基底与坐标 
定义 1.5.2  设 1 2, , , nX X X V∈" ，若 

1 2
1 2 0 0, 1, 2, ,n i

na X a X a X a i n+ + + = ⇒ = =" " ， 

则矢量 1 2, , , nX X X" 是线性无关的，否则就是线性相关的. 

定义 1.5.3  矢量空间V 称为 n 维的，如果能够找到一组 n 个非零线性无关的
矢量 1 2, , , nX X X" ，而任意一组 1n + 个非零矢量都是线性相关的. 通常将空间V

的维数记为 dimV . 
任意一组这样的非零线性无关矢量的集合，可取作该矢量空间的一组基(底)，

或标架. 构成基底的矢量称为基底矢量(基矢)或生成元. 因此有限维线性空间基

矢的个数是确定的. 
n 维矢量空间 nV 的基底可取为如下行的形式： 

1 (1, 0, ,0)e = " ， 2 (0,1, ,0),  e = " "， (0, ,0,1)ne = " , 

也可取为列的形式. nV 中任一矢量 X 可唯一地写成 

 1 2
1 2

n i
n iX X e X e X e X e= + + + =" , (1.1) 

此处 , 1,2, ,iX i n= " ，称为矢量 X 的坐标. 因此也可用 1 2( , , , )nX X X" 表示矢量

X. 式(1.1)右端的记法 i
iX e 称为 Einstein(爱因斯坦)求和约定. 该约定规定对表达

式同一端的相同的上下指标，须对该指标的值域(这里是由 1 到 n )求和. 
如果 mV 是个矢量空间，且其每一矢量都包含在矢量空间 nV 中，则称 mV 是 nV

的(线性)子空间. 若 mV 中的所有矢量并不能取尽 nV 中的矢量，则 mV 叫做 nV 的真

子空间. 于是 nV 也是自身的子空间，但不是真子空间. 
例 1.5.1  将 n 重数空间 n = × × ×"R R R R 中的每一有序实数组看作一矢量，

取实数域 R 为系数域，按通常方式定义矢量加法和数量乘法，易知定义 1.5.1 中

条件 A 和 B 是满足的. 此时空间 nR 将成为 n 维实矢量空间. 
设 1V ， 2V 是两个非交的矢量空间( 1 2V V = ∅∩ )，我们用 1 2V V V= ⊕ 表示由

1 2V V∪ 形成的矢量空间，且 ∀ 矢量 X V∈ ，都可用一对矢量 1 1X V∈ 和 2 2X V∈ 来写

成；则称矢量空间 1 2V V V= ⊕ 为 1V 与 2V 的直和. 

1.6  线 性 代 数 

定义 1.6.1  线性代数 A 由 
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(1) 一个集合 V，X0，X1，X2，… V∈ ，被称为矢量； 
(2) 一个数域 K ， a ， b ，… K∈ . 

连同三种运算： 
(1) 矢量加法“+”； 
(2) 数量乘法“ D ”； 
(3) 矢量乘法“Δ ”. 

所构成，同时满足如下三个条件： 
条件 A ：定义 1.5.1 中的条件 A ， 
条件 B ：定义 1.5.1 中的条件 B ， 
条件 C ： 
i.   X1， 2 1 2X V X X V∈ ⇒ Δ ∈ ； (封闭性) 
ii. 1 2 3 1 3 2 3( )X X X X X X X+ Δ = Δ + Δ ； 

  1 2 3 1 2 1 3( )X X X X X X XΔ + = Δ + Δ . (双线性) 

对于线性代数，尚可附加一些其他的要求. 满足这些不同的附加要求，将得

到不同的代数族. 这些附加要求是： 
(1) 1 2 3 1 2 3( ) ( )X X X X X XΔ Δ = Δ Δ ； (结合性) 
(2) 1 11X XΔ = ； (单位元) 
(3) 1 2 2 1X X X XΔ = ± Δ ； (对称，反对称性) 
(4) 1 2 3 1 2 3 2 1 3( ) ( ) ( )X X X X X X X X XΔ Δ = Δ Δ + Δ Δ . 

一般地，单位元 1 不同于矢量加法或矢量乘法的单位元. 不满足矢量乘法结

合律的线性代数，称为非结合线性代数. 
例 1.6.1  n n× 实方阵的集合，在矩阵加法和实数的数量乘法下，构成一个 2n

维实矢量空间. 该矢量空间的基矢可取为 i
jE . i

jE (这里 i ， j 是矩阵指标)是第 i 行

第 j 列上的一个元素为 1 而其余元素皆为零的 n n× 方阵. { i
jE }( i , j =1, 2,…, n )构

成这一矢量空间的一组基. 如果要求此矢量空间还具有矩阵乘法，且将矩阵乘法

当作矢量乘法 Δ ，则这一空间就成为一个线性代数.加法“+”的单位矢量是 0 矢

量；矢量乘法“Δ ”的单位矢量是单位矩阵 [ ]i
jI I= ，这里 i ， j 为矩阵元指标；

数乘“ D ”的单位元是数 1. 此外，该矢量空间还满足附加要求中的(1)和(2)，故将

其称为具有单位元的线性结合代数. 
例 1.6.2  我们知道 n n× 实对称方阵的集合是例 1.6.1 讨论的矢量空间的线性

子空间. 这种方阵可以记成 

i j i
j i jA A A= =�  或 A A=� ， 

这里“~”为矩阵的转置符号. 然而这样一些方阵的集合却不能满足矩阵乘法运算
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封闭性的要求，因而不能成为代数. 这是因为，两个对称方阵之积一般地并不是

对称方阵： 
jAB BA BA AB= = ≠��  

或 
kji k j k j

j j i j ikA B B A A B= ≠ . 

若把矢量乘法运算“Δ ”定义为 

{ , }A B A B AB BAΔ = = + ， 

且规定 
{ , } { , } { , }A aB bC a A B b A C+ = + ， 

这里{ , }称为反对易算子，此时，线性代数定义中的条件 C 全部被满足，所以 n n×
实对称方阵在对称化矢量乘法(或反对易矢量乘法)下，构成一个代数. 

例 1.6.3  n n× 实反对称方阵的集合在矩阵乘法下也不封闭. 若采用反对称

化矢量乘法定义合成运算“Δ ”，即 

[ , ]A B A B AB BAΔ = = − ， 

[ , ] [ , ] [ , ]A aB bC a A B b A C+ = + ， 

这里[ , ]称为对易算子，此时线性代数定义中的条件 C 也全部被满足，因而将得到

一个代数.可以验证，这一代数是非结合代数，通常也不具有单位元 1. 
从前面几节的论述可知，随着所要求条件的增加，我们由集合逐次得到了群、

矢量空间和线性代数. 对于集合，并没有规定代数运算；群具有乘法运算；矢量

空间除具有交换群的乘法(矢量加法)运算外，尚具有数乘运算；代数除具有矢量

空间所具有的两种运算外，尚具有矢量乘法(代数乘法)运算. 一个系统所满足的条

件越多，它的结构就越复杂. 对于结构较简单的系统成立的结果，当该系统纳入

较复杂的系统中之后，这些结果仍然成立. 
如果一个代数结构(群、矢量空间或代数等)到另一个类似的代数结构中的映

射，保持该代数结构的合成运算不变，则此映射叫做同态. 若这样的映射是个双

射，则称该映射为同构. 这样的两个结构也被称为同构. 
当这两个代数结构是同一个时，这种同构(同态)称为自同构(自同态). 
若这种由一个代数结构到另一个代数结构中的映射能够具体地写出和解析地

描述，则该映射被称为这一代数结构的实现. 若这种映射是一个代数结构到矩阵

集合中的映射，则该映射被称为这一代数结构的线性表示. 线性表示是最重要最

常用的表示，本书只限于讨论线性表示，并简称为表示. 
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1.7  拓扑空间与度量空间 

我们对 n 维欧几里得空间 nR 都很熟悉，度量空间是欧氏空间的一种自然推

广，由度量空间又可过渡到更一般的拓扑空间. 
1. 度量空间 
定义 1.7.1  设 U 是 一 个 集 合 ， :U Uρ × → R 为 一 映 射 ， 若 对 任 意 的

a , b , c U∈ ，有 
(1) ( , ) 0a bρ ≥ ，且 ( , ) 0a bρ = ，当且仅当 a b= ; (非负性) 
(2) ( , ) ( , )a b b aρ ρ= ; (对称性) 
(3) ( , )a cρ ≤ ( , ) ( , )a b b cρ ρ+ , (三角不等式) 

则称 ρ 为U 的一个度量. 序偶(U , ρ )称为度量空间，当度量 ρ 无需指明时，也可

称U 为度量空间. ( , )a bρ 叫做点 a 到点 b 的距离，因而度量空间又称距离空间. 

例 1.7.1  欧氏空间 R . 
令 R 为实数集合，定义映射 :ρ × →R R R 如下：对任意 ( , )a b ∈ ×R R ，

( , ) | |a b a bρ = − ，这里| |为绝对值符号. 可以验证 ρ 为 R 的一个度量. 因而序偶

( R , ρ )为度量空间，称为欧几里得空间. R 的这一度量 ρ 通常是自明的，因而也

可称 R 为一维欧几里得空间. 
例 1.7.2  n 维欧氏空间 nR . 
令 nR 是实数集合 R 的 n 重直积，定义映射 : n nρ × →R R R 如下：对于任意

1( , , )na a a= " ， 1( , , ) n
nb b b= ∈" R ，定义 

1
22

1
( , ) ( )

n

i i
i

a b a bρ
=

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ， 

可以验证，这样定义的 ρ 是 nR 的一个度量. 序偶( nR ，ρ )是个度量空间，称为 n

维欧几里得空间. 也可将 nR 称为 n 维欧氏空间. 
例 1.7.3  离散度量空间. 
令U 是一个集合，映射 :U Uρ × → R 定义为：对于任意 ( , )a b U U∈ × ，有 

0, ;
( , )

1, .

a b
a b

a b
ρ

=⎧⎪= ⎨
≠⎪⎩

若

若
 

可验证ρ为U 的一个度量，称为离散度量. 序偶(U，ρ)称为离散度量空间. 
令 a 为度量空间(U，ρ)上的任一点，ε 是任一正数. U 中满足不等式 ( , )a xρ ε<
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的点 x 的集合，称为U 中的以 a 点为中心以 ε 为半径的开球. 
定义 1.7.2  设 A 是度量空间U 的一个子集，若 A 的每一点都有一个开球包

含于 A ，则 A 叫做度量空间U 的开集. 
2. 拓扑空间 
定义 1.7.3  设U 是一个集合， T 是U 的子集族，满足下面的条件： 
(1) ∅ ，U ∈T ； 
(2) T 中任意个集合的并属于 T ； 
(3) T 中任意有限个集合的交属于 T ； 

则称 T 为U 的一个拓扑. 序偶(U ， T )称为拓扑空间，当拓扑 T 无需指明时，

也可称U 为拓扑空间. T 中的集合可称为拓扑空间(U ， T )的开集. 
令 x 为拓扑空间U 中的一点，包含 x 的U 的开集 xN 叫做 x 在U 中的邻域. 用

符号记之，将有 xx N∈ ∈T . 

对于具体问题的讨论，上面定义的拓扑空间过于一般，为此常引入对拓扑空

间的限制条件. 例如，下面的一个分离性公理便是常采用的： 
拓扑空间U 中的任意两个不同的点具有不相交的邻域，即若点 a , b U∈ ，

a b≠ ，则一定存在两个邻域 aN ， bN ∈T ，把这两个点分离，或写成 a bN N = ∅∩ . 

满足如上分离性公理的拓扑空间叫做豪斯多夫(Hausdorff)空间. 
一个集合U ，当定义了它的度量 ρ 时，U 就成为一个度量空间；当定义了它

的拓扑 T 时，它将成为拓扑空间. 若把度量空间(U ，ρ )的全体开集记作 T ，则

T 便是U 的一个拓扑，因而是拓扑空间(U ， T )的拓扑. T 叫做度量 ρ 所诱导

出的U 的拓扑，因而度量空间(U ， ρ )也可被看作拓扑空间，这个拓扑空间就是

(U ， T ). 
反过来，已知一拓扑空间(U ，T )，如果存在U 上的一个度量 ρ ，使得 T 就

是 ρ 所诱导的度量空间(U ， T )的全体开集，则称拓扑空间(U ， T )是可度量

化的. 顺便指出，并非每一拓扑空间都是可度量化的，拓扑空间比度量空间更为

广泛. 
例 1.7.4  二维欧氏平面 2R 是一个点集， 2R 上的拓扑可以用具有任意中心和

任意半径的一些开圆提供. 2R 的拓扑是由所有这些开圆及其任意个的并和有限

个的交构成. 也可以利用具有任意中心和任意边长的一些开正方形作为 2R 上的

拓扑. 这两种方式构成的拓扑是等价的. 在这个拓扑下， 2R 是一个豪斯多夫空

间. 因为对于不相同的任意两点 a , 2b ∈ R ，距离 ( , ) 0a bρ ≠ ，我们总可以 a 和 b 为

中心，以
1 ( , )
3

a bρ 为半径找到两个不相交的开圆，这两个开圆将是 2R 的不相交

的两个邻域. 
例 1.7.5  n 维欧氏空间 nR 在“球”或“方体”拓扑下是个豪斯多夫空间.“球”
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拓扑将由具有任意中心和任意半径的一些开球提供. 所有这些开球及其任意个的

并和有限个的交构成了 nR 的一个拓扑. “方体”拓扑将由具有任意中心和任意

边长的开方体及其任意个的并和有限个的交构成. nR 的这种“球”和“方体”

拓扑是等价的. 显然， nR 中的任意两点是可以被分离的，因而 nR 是一个豪斯多

夫空间. 
拓扑空间U 到拓扑空间V 的映射 f 在 x U∈ 是连续的，如果给定 ( )f x 的任一

邻域 B V⊂ ，存在一个 x U∈ 的邻域 A 使得 ( )f A B⊂ . 若 f 在U 的所有点 x 连续，

则称 f 在U 上连续. 
设 f ：U V→ 为拓扑空间U 到拓扑空间V 上的映射，当且仅当对V 的任一开

集 B ，原象 1( )f B− 是U 的开集时， f 才是连续的. 

设U ，V 为拓扑空间，若映射 f ：U →V 是个连续双射，且 1f − 也是连续的，

则称 f 是U 到V 上的同胚，也称U 与V 同胚. 

拓扑空间之间的同胚是个等价关系. 
例 1.7.6  1n + 维欧氏空间 1n+R 中的 n 维超球面 nS 是个拓扑空间. 当 nS 上的

一点(如“北极”)去掉后，该拓扑空间将与 n 维欧氏空间 nR 同胚. 
设(U ， T )为拓扑空间， B 为 T 的子集族，若 T 的每一成员(即 U 的每

一开集)都是 B 中某些成员的并，则称 B 为拓扑 T 的基，或称 B 为拓扑空间U
的基. 

对任何拓扑空间(U ， T )， T 本身就是个基. 
度量空间中所有的开球构成的集族是这个度量空间作为拓扑空间时的基. 作

为特例，欧氏空间 R 中所有开区间的集族为 R 的基. 
3. 积空间与商空间 
设( 1U ， 1T )，( 2U ， 2T )，…，( nU ， nT ) 为拓扑空间，则 1 2 nU U U U= × × ×"

的以子集族 

B 1 2{ |n iS S S S= × × × ∈" iT ， 1,2, , }i n= "  

为基的拓扑 T 称为U 的积拓扑. 拓扑空间(U ， T )称为拓扑空间( 1U ， 1T )， 

( 2U ， 2T )，…，( nU ， nT )的积空间(或拓扑积). 

集合的直积可以使我们由已给的集合做出新的集合. 拓扑积即拓扑空间的直

积，它可以使我们由已有的拓扑空间构造出新的拓扑空间，并能把较复杂的拓扑

空间化为较简单的拓扑空间来研究. 
定义 1.7.4  设( 1U ， 1T )为拓扑空间， 2U 为一个集合， f ： 1U → 2U 为一个

到上的映射；则 2U 的子集族 2T 1
2 1{ | ( ) }A U f A−= ⊂ ∈T 便是 2U 的一个拓扑，叫

做商拓扑. 
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令U 为拓扑空间，且在U 中给定了一个等价关系 S ，于是可得到一个U 关于
S 的商集 / {[ ] | }U S x x U= ∈ ，这里[ ] { | }x y U ySx= ∈ . 同时还可得到一到上的映射

: /U U Sπ → ， [ ]y x6 称为自然投影. 这样，通过自然投影π 以及U 的拓扑可以

给予 /U S 以商拓扑，使之成为拓扑空间. 
定义 1.7.5  若 U 为拓扑空间， S 为 U 中的等价关系，则( /U S ， sT )称 U

为关于 S 的商空间，这里 sT 为 /U S 的(通过 U 的拓扑和自然映射 π 给予的)商

拓扑. 

1.8  连通性、紧致性与同伦 

1. 连通性 
定义 1.8.1  若一个拓扑空间U 是它的两个非交的非空开子集 A 与 B 的并，

则U 叫做非连通空间，否则，叫做连通空间. 
通常把非连通的拓扑空间的这样一对子集 A 与 B 叫做 U 的一个分解：

U A B= ∪ . 
设U 是一个拓扑空间， a ， b U∈ ， { | 0I t= ≤ 1t ≤ }是实数空间 R 中的单位

闭区间.若连续映射 

:f I U→ ， 

使得 (0)f a= ， (1)f b= ，则 f 叫做 U 中由 a 到 b 的一条道路. 

如果对于U 中的任意两点，U 中都有一条连接它们的道路，则U 叫做道路连

通的. 
这里指出，U 中的一条道路是一个映射 :f I U→ ，而不是点集 ( )f I U⊂ . 可

能存在另一个映射 :g I U→ ， g f≠ ，使得 f 与 g 是U 中的两条不同的道路；但

集合 ( ) ( )f I g I= . 顺便指出，道路连通的拓扑空间一定是连通的；而连通的拓扑

空间不必是道路连通的. 
例 1.8.1  一维欧氏空间 R 以及 R 中的任意区间是连通的. n 维欧氏空间 nR

以及 nR 中的任意球或方体是连通的. 
2. 紧致性 
定义 1.8.2  设U 是一个拓扑空间，若U 中的一族开集{ }Uα 满足

a J
U Uα

∈
=∪ ，

则称{ }Uα 为U 的一个开覆盖. 这里 J 是一个指标集合. 若开覆盖中的开集Uα 的

个数有限，则称其为有限开覆盖. 若{ }Uα 中的一部分{ }( )U J Jβ β ′∈ ⊂ ，仍是U 的

一个开覆盖，则称{ }Uβ 为{ }Uα 的子覆盖. 

定义 1.8.3  若拓扑空间 U 的每个开覆盖有一个有限子覆盖，则称 U 为紧
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致的. 
例 1.8.2  一维欧氏空间 R 不是紧致空间. 因为 

{( , ) | 1, 2, }n n n− = "  

是 R 的一个开覆盖，但它不含有 R 的有限子覆盖. 
下面给出一个定理： 
定理 1.8.1  若 A 为 n 维欧氏空间 nR 的子集，则 

A 紧致 ⇔ A 是有界闭集. 

例 1.8.3  欧氏空间 R 中的任一开区间不是紧致的， R 中的有界闭区间是紧

致的. n 维欧氏空间 nR 不是紧致的， nR 中的有界闭集是 nR 的紧致子集. 
紧致性、连通性和分离性是拓扑空间的重要性质. 这些性质在同胚映射下将

保持不变. 拓扑空间这一在同胚映射下保持不变的性质叫做拓扑不变性. 
3. 同伦 
定义 1.8.4  设U 与V 为两个拓扑空间， 0 1, :f f U V→ 是连续映射. 若存在另

一连续映射 :F U I V× → ， { | 0 1}I t t= ≤ ≤ ，使得 0( ,0) ( )F x f x= ， 1( ,1) ( )F x f x= ，

对于所有的 x U∈ ，则称 0f 与 1f 同伦(记作 0 1f f� )；F 叫做 0f 到 1f 的一个同伦或

伦移. 
对于 ( , )x t U I∈ × ，有时可将 t 看成时间，从而有 ( , ) ( )tF x t f x= . 在时刻 0t = ，

我们有 0f ；在时刻 1t = ，我们有 1f . ( )tf x 同时连续地依赖于点 x 与时间 t . 在 0f 伦

移成 1f 的任一时刻 t ，U 在V 中的象是 ( )tf x . 当时间由 0 增加到 1 时，映射 0f 连

续地变成映射 1f . 
如果映射 0f ， 1f ：U →V 同伦，且 1( )f U 是V 中的一个点，则称 0f 零伦，可

记作 0 0f � ：U V→ . 
定义 1.8.5  由 a 到 b 的 两 条 道 路 f 与 g 同伦 ， 如 果 存 在 一 连 续 映 射

:F I I U× → ，使 

(0, ) , (1, ) , ;F t a F t b t I= = ∀ ∈  

( ,0) ( ), ( ,1) ( ),F s f s F s g s s I= = ∀ ∈ . 

因而道路间的同伦是通常意义下的同伦再加上整个同伦中端点保持固定的条

件(见图 1.5). 若两条道路同伦，则其中一条可以通过连续变形变成另一条. 在通

常欧氏空间中，所有具有相同始点和终点的道路都是同伦的. 同伦和道路同伦都

是等价关系. 同伦是拓扑学中一个十分重要的概念，它具有明显的直观意义，能

够用来描述空间的拓扑性质. 
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图 1.5 

4. 同伦群 
若 S1 为圆周，则映射 f : S1→U 叫做 U 中的闭道路. 闭道路是一条道路，这条

道路的始点 a 又是它的终点 b (即 a b= ). 
若把以 a 为始点以 b 为终点的道路记为 ab ，把以 b 为始点以 c 为终点的道路

记为 bc ；则可将道路 ab 与 bc 的乘积(道路 ab 的终点为道路 bc 的始点)定义为道路

abc . 
现在来考虑 U 中将 a 作为始点同时又作为终点的闭道路的集合. 把由单独

一点 a 形成的道路叫做零道路，任何与其同伦的道路叫做零伦的. 很显然，以 a 为

始点的定义到一个同伦的闭道路的集合，对于如上规定的乘法将构成一个群，

叫做同伦群. 因为以 a 为始点的两条闭道路的乘积仍是以 a 为始点的闭道路，零

道路将是这个群的单位元，任何一条道路 abca 具有逆道路 acba ，而且二者的乘

积是零伦的. 最后，乘法的结合律是明显成立的. 历史上，如此定义的同伦群也

称为基本群. 

1.9  流    形 

定义 1.9.1  设 M 是一个豪斯多夫空间，它有一个开覆盖
a J

U Uα
∈

=∪ ，且满

足： 
(1) Jα∀ ∈ ，存在一同胚映射 

:U Vα α αψ → (欧氏空间 nR 中的一个开集)； 

(2) 若U Uα β ≠ ∅∩ ，则 


