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内 容 简 介

　　本书以来自于确定性非线性系统的观测或实验时间序列为研究对象，
在对问题的背景和意义进行分析的基础上，根据目前国内外关于单变量非
线性时间序列分析的相关文献，总结了单变量非线性时间分析的基本流程，
对单变量非线性时间序列分析的基本方法进行了详细综述。 由于实际问题
中常常可以获得多变量时间序列，本书把单变量非线性时间序列分析方法

推广到多变量非线性时间序列的情形，着重研究了基于多变量时间序列的
系统非线性性检验方法、多变量时间序列相空间重构方法和多变量非线性
时间序列的预测方法等，最后把这些方法应用到证券市场的指数时间序列中。

本书自成体系，可作为系统工程、管理科学、金融工程、应用数学、生物
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前　　言

近年来，非线性科学得到了快速发展。 实际问题中，面临大量复杂而无法直接

建立解析数学模型的非线性系统，对这些非线性系统可以通过实验或观测的手段

获得非线性时间序列，这些非线性时间序列中蕴含着丰富的系统动力学信息，如何

提取这些信息并应用到实际问题中去解释、分析，甚至控制原来的复杂系统是非线

性时间序列应用的一个重要方面。从 ２０世纪 ８０年代以来，非线性时间序列分析的

相关理论已取得了许多重大成果，在实际复杂系统中也得到了有效的应用，为解决

实际问题中像经济系统、生理系统、电力系统等这些用传统的确定性和随机性方法

都无法很好刻画的复杂系统提供了一种全新的研究工具。
基于混沌理论的非线性时间序列分析目前在许多领域都引起广泛兴趣，其中

的某些成果已在国内外得到应用，但目前国内系统介绍这方面的著作还很少，应用

工作多是某一具体方法在实际问题中的应用，缺乏对理论和应用的系统总结。作者

在给相关专业的博士生和硕士生上课时对非线性时间序列分析方法进行过介绍，
引起了学生的广泛兴趣，所以在本书第二章对目前得到广泛应用的单变量非线性

时间序列的基本流程进行了总结和归纳，对其分析方法进行了详细综述。同时作者

结合近年来把单变量非线性时间序列分析方法推广到多变量非线性时间序列情形

的研究实践，在本书第三至第五章详细介绍了基于多变量时间序列的系统非线性

性检验方法、多变量时间序列相空间重构方法和多变量非线性时间序列的预测方

法等，并在第六章把这些方法应用到证券市场的指数时间序列中，且进行了实证分

析。本书介绍的非线性时间序列分析方法，也可应用到其他领域，例如，经济系统的

汇率时间序列、生理系统的心（或脑）电图时间序列、电力系统电力负荷时间序列、
水文预报的水沙（或流量）时间序列、机械系统故障诊断的振动信号检测时间序

列等。 　
本书内容自成体系，学术上力求完整严谨，应用上力求通俗易懂，把复杂问题

用简单的语言说清楚，使对这一领域感兴趣的读者通过对本书的阅读能很快进入

这一领域并掌握非线性时间序列分析这一工具。 对理论性较强的内容和相关的应

用成果，本书标注了大量的参考文献，使不同学科领域的读者可以通过本书对非线

性时间序列分析这一领域有一个较全面的了解。
本书在写作过程中参考或引用了许多学者的资料，作者已尽可能在文中作了

标注，并在参考文献中列出，在此，谨对他们表示衷心的感谢。若某些引用的资料由

于作者疏忽没有标注其出处，作者深表歉意。
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第一章　绪　　论

对实际问题中动力系统进行研究的一种常用方法是通过对系统本身的性质分

析，用差分方程或微分方程建立系统的数学模型，然后通过对数学模型的分析来研

究系统的演化规律。 从数学上看，这是一个正问题，系统的演化规律能否正确刻画

取决于对系统所做的假设和在此假设基础上所建立的数学模型的正确性。 实际问

题中有些系统很难通过这种方法来建立数学模型，如像经济系统、生理系统、社会

系统等要建立精确的解析模型是非常困难的。 但对这些系统通过实验或观测可以

获得包含系统演化信息的时间序列，需要研究的是能否通过这些时间序列本身去

获取所研究系统的相关信息以及如何通过这些时间序列去揭示所研究系统的演化

行为。 从数学上看，这是一个反问题，它对所研究系统本身的背景信息和知识要求

较少，只是从获取的时间序列本身出发进行研究，因此研究起来会更困难，但对那

些无法建立精确解析模型的实际系统提供了一种新的研究方法。 时间序列分析法

正是从这样的角度去研究复杂系统演化行为的一种方法。

１１　时间序列的含义及分类

从纵向看，时间序列是指存在于自然科学或社会科学中的某一变量或指标的

数值或观测值，按照其出现时间的先后次序，以相同的或不同的间隔时间排列的一

组数值。它是某一现象或若干现象在不同时刻上的状态所形成的数据，反映的是现

象以及现象之间关系的发展变化规律。从横向看，时间序列也可以是若干相关现象

在某一时间点上所处的状态按一定顺序排序的一组数据，反映的是一定时间、地点

条件下各相关现象之间存在的内在数值联系。 因此，从系统的意义上看，时间序列

就是某一系统在不同时间（地点、条件等）的响应。
时间序列是指所研究系统的历史行为的客观记录，因而它包含了系统结构特

征及其运行规律，所以可通过对时间序列的研究来认识所研究系统的结构特征，揭
示所研究系统的运行规律，进而用以预测、控制其未来行为，修正和重新设计系统

使之按照希望的结构运行。
时间序列根据研究的出发点不同，可以有不同的分类。
１） 按研究系统复杂程度不同，可以分为线性时间序列和非线性时间序列。 线

性时间序列是指从线性系统通过观察或实验获取的时间序列。 而非线性时间序列

是指从非线性系统通过观察或实验获取的时间序列。线性时间序列比较简单，可以



通过线性回归等方法建立数学模型进行分析；非线性时间序列比较复杂，直接建立

数学模型比较困难，有时甚至具有混沌特征或分形特征。
２） 按研究系统的确定性程度不同，可以分为随机时间序列和确定性时间序

列。随机时间序列是指从随机系统通过观察或实验获取的时间序列，一般用统计分

析方法进行研究。 确定性时间序列是指从确定性系统通过观察或实验获取的时间

序列，可以通过建立确定性数学模型进行研究，但当确定性系统具有混沌特征时，
对这样的时间序列进行分析会非常复杂。

３） 按研究系统的观察变量多少不同，可以分为单变量时间序列和多变量时间

序列。 单变量时间序列是指从系统中只观察一个量所得到的时间序列。 多变量时

间序列是指从系统中同时观察多个变量所得到的多维时间序列。 多变量时间序列

中观察量之间可能是相关的，这样的多变量时间序列就有冗余。
本书研究的时间序列主要是指来自于非线性确定性系统的实测单变量或多变

量时间序列。

１２　非线性时间序列的例子

来自于非线性确定性系统的时间序列具有各种各样的特性，有些随时间的演

化会趋向于一个稳定的状态，有些随时间的演化会周期性变化，还有些随时间的演

化会表现出看起来是随机的行为。
１趋向于稳定状态的时间序列

例 １１　考虑以下 Ｌ ｏｇｉｓ ｔｉｃ 模型

x n＋ １ ＝ R xn（１ － xn） （１１）
　　当 R＝１５时，不管初始状态 x ０ 在何处，随时间的演化，系统都将单调地趋向

于 １３ ，如图 １１所示（x ０＝０７）。
当 R＝２９ 时，不管初始状态 x ０ 在何处，随时间的演化，系统都将交替地趋向

于１９２９，如图 １２所示（x ０＝０７）。
例 １２　弹簧振子在策动力、弹性力和阻尼力的作用下做受迫振动，其振动方

程为

ｄ ２x
ｄt２ ＋ ２β

ｄxｄt
＋ω２０x ＝ f ０ ｃｏ ｓαt （１２）

　　取物体所受的最大策动力 f ０＝１００，策动力的频率 α＝１，振动物体的固有频率

ω０＝０，阻尼因子β＝０．１。 当初值 x（０）＝５，x′（０）＝０时，随时间的演化，系统将趋

于稳定状态，如图 １３所示。
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图 １１　Ｌ ｏｇ ｉｓｔ ｉｃ 模型中 R＝１５时的时间历程图

图 １２　Ｌ ｏｇ ｉｓｔ ｉｃ 模型中 R＝２９时的时间历程图
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图 １３　具有阻尼的振动方程的时间历程图

２趋向于周期状态的时间序列

例 １３　考虑以下 Ｌ ｏｇｉｓ ｔｉｃ 模型

x n＋ １ ＝ ３．３xn（１ － xn） （１３）
　　不管初始状态 x ０ 在何处，随时间的演化，系统都将在 ０４８ 和 ０８２两个状态

之间周期性地变化，如图 １４所示（x ０＝０７）。

图 １４　Ｌ ｏｇ ｉｓｔ ｉｃ 模型中 R＝３３时的时间历程图

·４· 非线性时间序列分析及其应用



例 １４　弹簧振子在策动力、弹性力和阻尼力的作用下做受迫振动，其振动方

程为

ｄ ２x
ｄt２ ＋ ２β

ｄxｄt
＋ω２０x ＝ f ０ ｃｏ ｓαt （１４）

　　取物体所受的最大策动力 f ０＝１００，策动力的频率 α＝１，振动物体的固有频率

ω０＝１，阻尼因子β＝０．１。 当初值 x（０）＝５，x′（０）＝０时，随时间的演化，系统将趋

于周期性变化状态，如图 １５所示。

图 １５　无阻尼的振动方程的时间历程图

３混沌时间序列

例 １５　考虑以下 Ｌ ｏｇｉｓ ｔｉｃ 模型

x n＋ １ ＝ ４x n（１ － x n） （１５）
　　随时间的演化，系统将出现不规则的振荡，看起来好像是随机的，如图 １６
所示。 　

在 Ｌｏｇ ｉｓｔ ｉｃ 模型 （１５）中，初值的微小变化随着时间的演化会不断放大，
表 １１是 Ｌ ｏｇ ｉｓ ｔｉｃ 模型（１５）的三个非常接近的初值演化 ５０ 次后的结果。 可以看

到刚开始时演化结果非常接近，但随着演化次数的增加，演化结果不断分离，最后

甚至变得毫无关系，表明系统对初值具有非常敏感的依赖性，也说明这样的系统只

能进行短期预测，要进行较长时间的预测会变得不正确。
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图 １６　Ｌｏｇｉｓ ｔｉｃ 模型中 R＝４ 时的时间历程图
　

表 １１　Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型（１５）在不同初值下的演化结果

n x （ １ ）n x （２ ）n x （３ ）n

１ ０１００ ０００ ０００ ０００ ０００ ０ ０１００ ０００ ０１０ ０００ ０００ ０ ０１００ ０００ ０２０ ０００ ０００ ０
２ ０３６０ ０００ ０００ ０００ ０００ ０ ０３６０ ０００ ０３１ ９９９ ９９９ ６ ０３６０ ０００ ０６３ ９９９ ９９８ ４
３ ０９２１ ６００ ０００ ０００ ０００ ０ ０９２１ ６００ ０３５ ８３９ ９９５ ４ ０９２１ ６００ ０７１ ６７９ ９８１ ８
４ ０２８９ ０１３ ７６０ ０００ ０００ １ ０２８９ ０１３ ６３９ １１８ ８５８ ４ ０２８９ ０１３ ５１８ ２３７ ７３６ ８
５ ０８２１ ９３９ ２２６ １２２ ６４９ ８ ０８２１ ９３９ ０２２ ０８８ ５３０ ７ ０８２１ ９３８ ８１８ ０５４ ３２８ ７
６ ０５８５ ４０５ ３８７ ３３４ １９７ ４ ０５８５ ４２１ ０６４ ２２６ ７２２ ４ ０５８５ ４２１ ５８９ ７１９ １２７ ５
７ ０９７０ ８１３ ３２６ ２４９ ４３８ ０ ０９７０ ８１２ ９６７ １４５ ４９６ ７ ０９７０ ８１２ ６０８ ０３９ ４２８ ２
８ ０１１３ ３３９ ２４７ ３０３ ７６１ ２ ０１１３ ３４０ ５９９ ８７０ ６１３ ８ ０１１３ ３４１ ９５２ ４４４ ４４７ ２
９ ０４０１ ９７３ ８４９ ２９７ ５１２ ３ ０４０１ ９７８ ０３３ １６６ ３３２ ８ ０４０１ ９８２ ２１７ ０４２ １１１ ４
１０ ０９６１ ５６３ ４９５ １１３ ８１２ ８ ０９６１ ５６６ ７７６ ０７２ ２３７ ８ ０９６１ ５７０ ０５６ ８９６ ０８０ ９
１１ ０１４７ ８３６ ５５９ ９１３ ２８５ ３ ０１４７ ８２４ ４４４ ９０５ １２２ ６ ０１４７ ８１２ ３３０ ３０７ ７９４ ６
１２ ０５０３ ９２３ ６４５ ８６５ １６３ ６ ０５０３ ８８９ ５１３ ５７４ ４６０ ０ ０５０３ ８５５ ３８１ ２６７ ０９６ ２
１３ ０９９９ ９３８ ４２０ ０１２ ４９９ １ ０９９９ ９３９ ４８６ ７３６ ６１６ ４ ０９９９ ９４０ ５４４ １４１ １４１ ３
１４ ００００ ２４６ ３０４ ７８１ ６２４ １ ００００ ２４２ ０３８ ４０６ １１４ ３ ００００ ２３７ ８０９ ２９５ ４３８ ２
１５ ００００ ９８４ ９７６ ４６２ ３１４ ７ ００００ ９６７ ９１９ ２９４ ０９７ ３ ００００ ９５１ ０１０ ９６８ ７０８ ６
１６ ０００３ ９３６ ０２５ １３４ ７３３ ６ ０００３ ８６７ ９２９ ７０５ ３４９ ５ ０００３ ８００ ４２６ １８７ ３８４ ２
１７ ００１５ ６８２ １３１ ３６３ ４８９ ３ ００１５ ４１１ ８７５ ３００ ５７５ ８ ００１５ １４３ ９３１ ７９２ ７１３ ７
１８ ００６１ ７４４ ８０８ ４７７ ５５０ ３ ００６０ ６９７ ３９７ ６０１ １８１ ４ ００５９ ６５８ ３７２ ４９０ ２８５ ４
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续表

n x （ １ ）n x （２ ）n x （３ ）n

１９ ０２３１ ７２９ ５４８ ４１４ ４８３ ７ ０２２８ ０５２ ８９４ １０２ ５０１ ９ ０２２４ ３９７ ００４ ３２８ ３８２ ９
２０ ０７１２ １２３ ８５９ ２２４ ４１２ ５ ０７０４ １７９ ０８６ ３７５ ８９９ ８ ０６９６ １７１ ９５５ １０７ ３２２ ４
２１ ０８２０ ０１３ ８７３ ３９０ ９６６ ５ ０８３３ ２４３ ６０２ ７４６ ８１１ ４ ０８４６ ０６６ ２５６ １１７ ４８２ ７
２２ ０５９０ ３６４ ４８３ ３４９ ２４１ ７ ０５５５ ７９４ ８０４ ９１３ ３０１ ４ ０５２０ ９５２ ５８５ ５０７ ３１５ ６
２３ ０９６７ ３３７ ０４０ ５９６ ０９８ ５ ０９８７ ５４７ ７５８ ９７８ ７４６ ６ ０９９８ ２４３ ９５６ ６４２ ２３４ ５
２４ ０１２６ ３８４ ３６１ ９４７ ５２２ ４ ００４９ １８８ ７３０ ８５９ ２０８ １ ０００７ ０１１ ８３８ ６７７ ９６４ ５
２５ ０４４１ ６４５ ４２０ ０１０ ５６０ ２ ０１８７ ０７６ ７９８ ４６２ ６７４ １ ００２７ ８５０ ６９１ １８５ ２７４ ７
２６ ０９８６ ３７８ ９７１ ９７７ ０２４ ３ ０６０８ ３１６ ２７９ ７５８ ５２０ ４ ０１０８ ３００ １２０ ７４３ １０８ ５
２７ ００５３ ７４１ ９８２ ４７４ ２９２ １ ０９５３ ０７０ ３３４ １５７ ０９５ ７ ０３８６ ２８４ ８１８ ３６０ ５４６ ６
２８ ０２０３ ４１５ １２７ １７６ ０９９ ９ ０１７８ ９０９ ０８９ ２２７ １１０ ４ ０９４８ ２７５ ４２９ ８５８ ８２４ ５
２９ ０６４８ １４９ ６５２ ８４８ １２４ １ ０５８７ ６０２ ５０８ ０７６ １４５ ０ ０１９６ １９６ ５５５ ９３９ ５４４ ４
３０ ０９１２ ２０６ ７２１ ４４３ ９２１ ２ ０９６９ ３０３ ２０２ ３１５ ０７５ ８ ０６３０ ８１３ ８６９ ５０８ ０２２ ５
３１ ０３２０ ３４２ ４７５ １８５ ８１４ １ ０１１９ ０１８ ０１７ １８７ ２６０ ０ ０９３１ ５５０ ９２６ １７７ ３５２ ３
３２ ０８７０ ８９２ ６９５ １１０ ５６０ ７ ０４１９ ４１０ ９１５ ０８８ ２９２ ４ ０２５５ ０５５ １９２ ４６１ ８７７ ９
３３ ０４４９ ７５４ ４３４ ８５４ ４９８ ７ ０９７４ ０２１ ５９７ ５７２ ３７４ ４ ０７６０ ００８ １６５ ０４０ ４４９ ３
３４ ０９８９ ９０１ ５３２ ７３２ ８３６ ８ ０１０１ ２１４ １００ １３９ ７３５ ８ ０７２９ ５８３ ０１６ ４４９ １９３ ９
３５ ００３９ ９８５ ９５２ ９０４ ０６９ １ ０３６３ ８７９ ２２４ ２９０ ５５７ ４ ０７８９ １６６ ５５４ ２３２ ３５６ ７
３６ ０１５３ ５４８ ３０５ ８９７ ６９０ ６ ０９２５ ８８４ ５３７ ６８１ ０３８ ５ ０６６５ ５３０ ８１５ ６５３ ５４２ ０
３７ ０５１９ ８８４ ８９４ ６１４ ５５９ ３ ０２７４ ４８９ ４４２ ２５６ ８３２ ４ ０８９０ ３９８ １９６ ２７６ ２９２ ４
３８ ０９９８ ４１８ ３６３ ８６４ ６７１ ５ ０７９６ ５７９ ９５３ ３８５ ４６１ ８ ０３９０ ３５６ ９９３ ３７６ ８７０ ０
３９ ０００６ ３１６ ５３８ ２４９ ８５５ ６ ０６４８ １６１ ３２４ ９９９ ５０９ ２ ０９５１ ９１３ ６４４ ３９４ ５６１ １
４０ ００２５ １０６ ５５８ ３７７ ５７４ ７ ０９１２ １９２ ８８７ ０９７ ５５９ ３ ０１８３ ０９６ ２３２ ０４０ １０４ ９
４１ ００９７ ９０４ ８７６ ４１６ ０３２ ６ ０３２０ ３８８ ０９５ ３０４ ７１４ ９ ０５９８ ２８８ ００７ ４１１ ２８３ ７
４２ ０３５３ ２７８ ０４６ ３５９ ９７５ ８ ０８７０ ９５８ ２５４ ７６６ ９２７ ３ ０９６１ ３５７ ８７０ ３９６ ４７７ ７
４３ ０９１３ ８９０ ６７３ ２８０ ２１８ ５ ０４４９ ５５９ ８９２ ８８１ １０１ ７ ０１４８ ５９５ ６６１ ６９２ ９０７ ６
４４ ０３１４ ７７８ ０４２ ２８６ ５８９ ９ ０９８９ ８２３ １８２ ３７５ ３３６ ２ ０５０６ ０５９ ９６４ ０７５ ８１８ １
４５ ０８６２ ７７１ ３０５ ５２３ ２４６ ９ ００４０ ２９３ ０００ ０３０ ７９２ ６ ０９９９ ８５３ １０７ ３４１ ５９９ ２
４６ ０４７３ ５８７ ９１９ ５５５ ８３６ ３ ０１５４ ６７７ ８９６ ７１７ ２４４ ７ ００００ ５８７ ４８４ ３２３ ７９１ ０
４７ ０９９７ ２０９ ６０８ ０２６ ４４４ ０ ０５２３ ０１０ ５７９ ９３７ ４９６ ３ ０００２ ３４８ ５５６ ７４３ ８４１ ２
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　　例 １６　考虑以下 Ｌ ｏ ｒｅｎｚ 系统

ｄxｄt ＝ σ（y － x）
ｄyｄt
＝ x（r－ z） － y

ｄz
ｄt
＝ x y － bz

（１６）

其中

σ＝ １０， r＝ ２８， b＝ ８３
　　取初值 x ０＝１５．３４，y ０＝１３．６８，z ０＝３７．９１，利用四阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔ ｅ法积分，积分

步长 h＝００４，得关于变量 x 的长为 ８５００的时间序列。为了减少瞬态的影响，去掉

前 ５０００个数据，剩下的 ３５００个数据的时间历程如图 １７所示。

图 １７　Ｌｏ ｒｅｎｚ 系统变量 x 的时间历程图

从图 １７中可以发现，随时间的演化，系统将出现不规则的振荡，看起来好像

是随机的，实际上此时系统是混沌的。
４实际问题中的实测时间序列

实际问题中有大量的时间序列，如天文中的太阳黑子时间序列、水文中的径流

量时间序列、气象中的降雨量时间序列、生理系统中的心电图时间序列和经济系统

中的股票指数时间序列等。
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例 １７　股票指数时间序列。
图 １８ 是从 １９９９年 １月 ４日至 ２００３ 年 １２月 ３１ 日的上海证券市场综合股指

时间序列，共 １１９６ 个数据，可以看出股票指数时间序列表现为非常复杂的演化行为。

图 １８　上海证券市场综合股指时间序列历程图

例 １８　太阳黑子数时间序列。
图 １９ 是 １７００年以来的太阳黑子数时间序列，可以看出太阳黑子时间序列也

表现为非常复杂的演化行为。

图 １９　太阳黑子数时间序列历程图
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从上面的时间序列例子可以看出，不同的时间序列具有不同的特性。 例如，趋
向于稳定状态、趋向于周期循环或出现看起来是毫无规律的混沌特征，具有相同特

性的时间序列可能来自于用差分方程描述的非线性系统，也可能来自于由微分方

程描述的系统。
实际问题中通过观测或实验手段获得的时间序列常常是比较复杂的，在不知

道实际系统解析模型的情况下，分析观测时间序列的演变规律是掌握所研究系统

动力学特性的重要手段。

１３　研究非线性时间序列的意义

自 ２０世纪 ８０ 年代以来，有相当多的学者利用混沌、分形等非线性动力系统理

论来研究实际问题中的复杂系统，并取得了不少研究成果。非线性动力系统理论是

定量研究复杂系统的一种较好的方法，对于那些其演化过程不可预测但其不可预

测性可以预测的复杂系统，即确定性系统内具有内在随机性的复杂系统，混沌理论

成为一种有效的研究工具。 利用非线性动力系统理论研究复杂系统需要建立非线

性动力学模型，但实际问题中的复杂系统往往表现为多变量动态演化行为、多层次

结构，由于获取的信息通常是不完备的，并具不确定性，且系统的结构参数和边界

条件具有时变性和复杂性，因此往往难以直接建立起精确的解析形式的数学模型，
常常依赖于通过观测或实验手段获取的时间序列进行分析。

如果通过观测或实验手段获得的时间序列是来自于线性系统，则时间序列可

表示成不同幅度的正弦波的叠加，因此可用传统的线性方法和 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换方法

进行处理。但当获得的时间序列来自于非线性系统时，无论多么高阶次的线性模型

都不可能对该非线性系统的行为做出恰当的解释；相反，一个低阶非线性模型或许

能很好地刻画该动力系统，对这样的时间序列，非线性时间序列分析方法成为重要

的研究工具。
经典的时间序列分析方法是把时间序列看成随机过程进行研究的，因而整个

理论是以随机过程作为基础的。随着混沌现象的发现，人们发现在确定性系统内部

也存在随机性，但这种复杂系统的本质特征往往不是随机因素而是非线性动力系

统中的混沌因素造成的，对从这样的系统获取的时间序列，用随机过程方法分析显

然是不合适的，而应当用混沌时间序列分析方法进行研究。
混沌运动与牛顿力学中运动的三种定常状态（静止、周期运动和准周期运动）

不同，它是一种始终限于有限区域、轨道永不重复、性态复杂的运动，它具有对初值

的极端敏感性、长期不可预测性及分形结构等特点，它的时间历程是非周期的或被

认为是周期无穷大的、貌似随机的运动曲线。 混沌运动不是随机运动，而是属于确

定性运动的范畴，因为它是源于确定性系统，受到确定性激励，因而反映了确定性

·０１· 非线性时间序列分析及其应用



系统的内在随机性。 如果一个时间序列是由一个确定性系统通过观测或实验手段

获得的，要考虑的是以下反问题：如何由时间序列来恢复并刻画原复杂系统？ 非线

性时间序列分析就是研究如何通过复杂系统的观测或实验获得的时间序列来辨识

和重构原复杂系统，分析原复杂系统的性质，刻画原复杂系统的特征，并对原复杂

系统进行预测和控制。因此，研究非线性时间序列分析方法对解决实际问题中复杂

系统的相关问题具有重要的意义。

·１１·第一章　绪　　论



第二章　单变量非线性时间序列分析

非线性时间序列分析方法的研究对象是未知数学模型或无法建立解析数学模

型的复杂系统，研究过程中具有的信息是从复杂系统中通过观测或实验手段获得

的单变量或多变量时间序列。研究目标就是寻求反映复杂系统本质特征的不变量，
分析复杂系统的特征、内在变化规律及内部关系，最终解释、指导甚至控制实际问

题中具体的复杂系统。

２１　非线性时间序列分析流程

非线性时间序列分析可以看作是如图 ２１ 所示的输入输出过程，输入的是没

有任何背景知识的通过观测或实验手段获得的实际复杂系统的时间序列，输出的

是所研究系统的某些特征。
观测或实验获

得的时间序列

输入 非线性时间序

列分析方法

输出 所研究系统

的某些特征

图 ２１　非线性时间序列分析的框架模型

为了具体说明如何从所研究的系统获得的非线性时间序列出发去研究系统的

特征，下面通过两个例子来引出非线性时间序列分析的相空间重构思想。
例 ２１　考虑以下 Ｈｅｎｏｎ 映射

x n＋ １ ＝ １ － １．４x ２
n ＋ yn

yn ＋ １ ＝ ０．３x n

（２１）
　　该系统虽然有两个状态变量 x n，yn，但由于

xn ＋ １ ＝ １ － １．４x ２
n ＋ ０．３xn － １ （２２）

表明该系统实际上只与状态变量 x n 的前两个时刻的状态有关，因此，如果未知该

系统的数学模型，且只观测到状态变量 x n 的有关信息，我们也可以从状态变量 x n

来建立原系统的模型。 对状态变量 x n 进行相空间重构，即令

xn ＝ （x n，x n－ １ ） （２３）
从而

x n＋ １ ＝ G （xn） ＝ G （x n，x n－ １ ） ＝ １ － １．４x ２
n ＋ ０．３x n－ １ （２４）



也就是说，只要能找到函数 G ，就可以从观测时间序列｛x n｝重构原来的系统。
例 ２２　考虑以下 Ｌ ｏ ｒｅｎｚ 系统

ｄx
ｄt ＝ σ（y － x）
ｄy
ｄt
＝ x（r－ z） － y

ｄz
ｄt
＝ x y － bz

（２５）

其中

σ＝ １０， r＝ ２８， b＝ ８
３

　　取初值 x ０＝１５．３４，y ０＝１３．６８，z ０＝３７．９１，利用四阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔ ｅ法积分，积分

步长 h＝００４，得关于状态变量 x，y，z 的长为 ２０００ 的时间序列，从而可以画出如

图 ２２所示的 Ｌ ｏｒｅｎｚ 吸引子。另外，如果我们不知道该系统的数学模型，只观测到

状态变量 x 的时间序列 x n，对状态变量 x n 进行相空间重构，令
xn ＝ （x n，x n－ ４ ，xn － ８ ） （２６）

从而可得如图 ２３ 所示的 Ｌ ｏｒｅｎｚ 吸引子的重构图。 由图 ２３ 可以看出，实际

Ｌ ｏ ｒｅｎｚ 吸引子与重构的 Ｌ ｏｒｅｎｚ 吸引子非常类似。

图 ２２　Ｌ ｏｒｅｎｚ 吸引子
　

图 ２３　Ｌｏ ｒｅｎｚ 吸引子按（xn，xn－４ ，xn－ ８）重构的相图
　

　　上面两个例子中的系统都具有混沌特征，产生的时间序列是混沌时间序列，例
子中的相空间重构就是混沌时间序列分析的基础。 相空间重构的基本原理是

ＦＴ ａｋｅｎｓ［ １ ］和 ＲＭ ａｎｅ［ ２ ］的延迟嵌入定理，它建立了观测信号系统时间波动和动

力系统空间特征之间的桥梁。
单变量混沌时间序列分析的基本思想可以描述如下：
对未知数学模型的混沌动力系统，通过观测或实验手段可以获得单变量时间
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序列｛x n｝，做以下相空间重构

xn ＝ （xn，xn － τ，…，x n－ （ m － １） τ） （２７）
从而形成 m 维状态空间，在重构的 m 维状态空间中可以建立数学模型

xn＋ １ ＝ G （xn） （２８）
ＦＴ ａｋｅｎｓ 和 ＲＭａｎｅ 证明了只要适当选取 m 和 τ，原未知数学模型的混沌动力

系统的几何特征与重构的 m 维状态空间的几何特征是等价的，它们具有相同的拓

扑结构，这意味着原未知数学模型的混沌动力系统中的任何微分或拓扑不变量可

以在重构的状态空间中计算，并且可以通过在重构的 m 维状态空间中建立数学模

型对原未知数学模型的动力系统进行预测，进一步解释、分析、指导原未知数学模

型的动力系统。 这一过程可以用图 ２４ 表示。

图 ２４　单变量混沌时间序列分析流程图

例 ２１和例 ２２ 中的时间序列就是系统的一个状态变量的观测值，没有观测

噪声，而且已知原系统是混沌的，但实际问题中复杂系统通过观测或实验手段获得

的时间序列往往没有这么理想，因此进行时间序列分析时还有许多工作需要做。
对实际问题中未知数学模型或无法建立解析数学模型的复杂系统，通过观测

或实验手段获得的时间序列可能是不平稳的，可以通过适当的方法对时间序列进

行平稳化处理，因为混沌时间序列分析方法主要是针对平稳时间序列的。 同时，需
要对通过观测或实验手段获得的时间序列进行非线性检验，如果时间序列是来自

于线性系统，则可以通过线性方法对原系统进行建模；如果时间序列来自于非线性

系统，需要继续检验其是来自于确定性系统还是来自于随机系统，对随机时间序列
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可以通过统计方法研究，对来自确定性系统的时间序列，还需要进一步判断其是否

具有混沌特征，因为对混沌时间序列只能进行短期分析，其长期演化行为无法正确

描述。 另外，通过观测或实验手段获得的时间序列往往具有噪声，在进行分析处理

前需要进行降噪处理。 在上述分析的基础上，可以对时间序列进行相空间重构，并
在重构的相空间中建立数学模型来分析原系统的演化行为。

因此，通过观测或实验手段获得的时间序列的分析流程可以用图 ２５表示。

图 ２５　通过观测或实验手段获得时间序列的分析流程图
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非线性时间序列分析的一个缺陷是从输出的结果即所研究系统的某些特征本

身无法给出系统的实际意义解释，无法从这一过程获得系统的某些方面的改变对

系统的影响，而通过建立系统数学模型研究系统行为的正向研究方法恰恰能做到

这一点。但这并不妨碍对非线性时间序列分析方法的研究，因为在实际应用中经常

是把正向的模型研究与反向的时间序列分析结合起来，根据实际系统的背景知识

建立的正向模型可以给出系统的测量时间序列的特征，而通过对观测或实验手段

获取的时间序列的分析可以检验和定量分析这些特征，同时非线性时间序列分析

可以给出什么样的方程或模型适合所研究系统的相关信息，为建立系统动力学模

型提供建议和参考。另外，也可以通过对已建立的系统动力学模型和非线性时间序

列的预测正确程度的比较，分析已建立的系统动力学模型的精确性，为进一步修正

系统动力学模型提供依据。

２２　相空间重构

根据观测或实验手段获得的混沌时间序列去研究复杂系统这种方法的基础是

相空间重构，它的基本思想是：由于混沌系统产生的轨迹经过一定时期的变化后，
会最终做一种有规律的运动，产生一种规则的、有形的轨迹（混沌吸引子）。 系统中

任一分量的演化都是由与之相互作用的其他分量所决定的，因此这些相关分量的

信息就隐含在任一分量的发展过程中，这样就可以从某一分量的时间序列中提取

和恢复出动力系统原来的规律。 为了重构一个等价的状态空间，只需考察一个分

量，并将它在某些固定的时间延迟点上的观测量作为新维处理，即延迟值被看作是

新的坐标，它们确定了某个多维状态空间中的一点。重复这一过程并测量相对于不

同时间的各延迟量，就可以产生出许多这样的点，已经证明它可以将吸引子的许多

性质保存下来，即用系统的一个观测量可以重构出原动力系统的模型，并可初步确

定该系统的真实相空间的维数。由此可见，相空间重构就是从时间序列出发创建一

个多维状态空间，它保持了原系统的许多几何不变量不变，这些几何不变量包括不

动点的特征值、吸引子的分维数和轨线的 Ｌ ｙａｐｕｎｏｖ 指数等。 相空间重构的依据是

ＦＴ ａｋｅｎｓ［ １ ］和 ＲＭ ａｎｅ［ ２ ］的延迟嵌入定理。 ＦＴ ａｋ ｅｎｓ 的论文对非数学专业的人来

说很难读懂，ＲＭ ａｎｅ 的论文写得更抽象，但可通过下面的相空间重构过程来理解

ＦＴ ａｋｅｎｓ 和 ＲＭ ａｎｅ 的延迟嵌入定理。
设动力系统是由非线性差分方程

zn＋ １ ＝ F （zn） （２９）
表示的离散系统，或是由微分方程

ｄz（t）
ｄt
＝ F （z（t）） （２１０）
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表示的连续系统。 其中 zn 或 z（t）是系统在时刻 n 或 t的状态向量，F （· ）是向量值

函数。 时间序列｛x n｝是观测到的系统某一维输出，即
x n ＝ h（zn） ＋ ωn （２１１）

或

x n ＝ x（t０ ＋ nΔt） ＝ h z（t０ ＋ nΔt） ＋ ωn （２１２）
式中， h（· ）为多元数量值函数；ωn 为在观测或者测量过程中由于技术手段不完善

或者精度不够引起的测量噪声。
根据 ＦＴ ａｋｅｎｓ 的定理 ［ １ ］ ，当 ωn＝０ 时，观察到的时间序列｛x n｝以向量

xn ＝ （xn，xn － τ，…，x n－ （ m － １） τ） （２１３）
形成 m 维空间，只要 m ≥２d＋１，动力系统的几何结构可以完全打开，其中 d 是系

统中吸引子的维数，τ是正整数，称为延迟时间间隔。条件 m ≥２d＋１ 是动力系统重

构的充分但不必要条件，获得动力系统重构的整数 m 叫做嵌入维数。 状态空间中

xn→xn＋ １的演化反映了未知动力系统 zn→zn＋ １或 z（t）→z（t＋１）的演化，并且状态空

间 R
m 中吸引子的几何特征与原动力系统的几何特征等价，这意味着原动力系统

中任何微分或拓扑不变量可以在重构的状态空间中计算。 ＦＴ ａｋｅｎｓ 的定理是在

无噪声的情况下考虑的，即式（２１１）和式（２１２）中的 ωn＝０，后来 ＴＳ ａｕｅｒ 等把延

迟嵌入定理推广到了具有噪声的情形 ［ ３ ］ 。
对一组长为 N 的实测时间序列｛x n｝N

n ＝ １ ，由式（２１３）可构造出 m 维状态向量

xn ＝ （x n，x n－ τ，…，x n－ （ m － １）τ） ∈ R
m ，　n ＝ N ０ ，N ０ ＋ １，…，N （２１４）

其中 N ０＝（m －１）τ＋１，τ是延迟时间间隔。 在 R
m 中以 L ２ 或 L ∞ 范数定义 xi 到 xj

的距离，即

‖xi － xj‖２ ＝ ∑m － １
l＝ ０

x i＋ lτ－ x j＋ lτ ２ （２１５）
或

‖xi － xj‖∞ ＝ ｍａｘ０≤ l≤ m － １│xi＋ lτ－ x j＋ lτ│ （２１６）
以下在不特别说明的情况下，记 R

m 中的范数为‖· ‖，但 L ∞ 范数在计算距离时

实现较快。
为了能在重构的 R

m 空间中刻画原动力系统的性质，需正确地确定延迟时间

间隔τ和嵌入维数 m 。
２２１　延迟时间间隔的确定

由 ＦＴ ａｋｅｎｓ 的延迟嵌入定理知，在时间序列无限长、无噪声、无限精确的情

况下，可以任意选择 τ，但实测时间序列是有限长的，且一般都有噪声污染和测量

误差，只能根据经验来选择 τ。选择τ的基本思想是使 x n 与 x n＋ τ具有某种程度的独
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立但又不完全无关，以便它们能在重构的相空间中作为独立的坐标处理。如果 τ太
小，则 xn 与 xn ＋ τ的值充分靠近，以至于不能区分它们，从实际观点看不能提供两个

独立的坐标，导致吸引子重构非常靠近相空间中的“对角线”，重构的相空间可能总

是杂乱无规则的；如果 τ太大，x n 与 xn ＋ τ可能会不相关，吸引子轨道会投影在两个

完全不相关的方向上，不能反映相空间中轨线的真实演化规则。 鉴于此，需要选择

一个比较合适的延迟时间间隔τ。 目前，可以使用的方法非常多，但从计算复杂性

和使用的简便性等角度看，比较常用的方法主要有自相关函数法和平均互信息法。
１自相关函数法

自相关函数的基本思想是要考察观测量 x 和 x n＋ τ与平均观测量的差之间的线

性相关性，即如果假设

x n＋ τ－ x ＝ C L （τ）（x n － x） （２１７）
其中

x ＝ １
N ∑

N

n＝ １
xn （２１８）

则使

∑N

n＝ １
xn ＋ τ－ x － C L （τ）（xn － x ） ２ （２１９）

最小的 C L （τ）为

C L （τ） ＝
１
N ∑

N

n＝ １
x n＋ τ－ x x n － x

１
N ∑

N

n＝ １
xn － x

２
（２２０）

称这样的 C L （τ）为线性自相关函数。 取 C L （τ）第一次为零时的 τ为延迟时间间隔，
此时在平均意义下，x n 和 x n＋ τ是线性无关的 ［ ４ ］ 。

自相关函数法是比较简单的寻找时间延迟 τ的一种方法，但这种方法只考虑

到时间序列中线性关系，至于非线性关系并不清楚，所以并不适合所有情况。 特别

当自相关函数变化十分缓慢时，选择 τ会非常困难。
２平均互信息法

不同于自相关函数法，平均互信息法将非线性关系也考虑在内，这种方法的根

据是可从事件 bj 在集 B 中发生的概率中得到关于 aj 在集 A 发生概率的信息。 文

献［５， ６］给出了平均互信息的定义以及如何从时间序列计算平均互信息的方法。
设观测时间序列为｛x n｝，则在 n 和 n＋τ时刻观测量之间的平均互信息为

I（τ） ＝ ∑N

n＝ １
P xn，xn ＋ τ ｌｏｇ ２ P xn，xn ＋ τ

P （xn）P （x n＋ τ） （２２１）
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式中， P （x n），P （x n＋ τ），P （x n，x n＋ τ）为概率。
概率 P （xn），P （x n＋ τ）可以通过计算时间序列的直方图获得，联合概率 P （x n，

x n＋ τ）可以通过计算时间序列的二维直方图获得， 利用计算机可以很方便地计算观

测时间序列的平均互信息 ［ ５ ， ６ ］ 。
文献［５］建议选择 I（τ）的第一个局部最小时的τ为延迟时间间隔，因为此时产

生的冗余最小，产生了最大的独立性。 与自相关函数法相比，平均互信息法考虑了

非线性依赖性，但仍有其局限性，如有时可能无局部最小或对某些例子特别不合

适 ［ ７ ， ８ ］ 。
除了自相关函数法和平均互信息法外，选择 τ的方法还有重构展开法 ［ ８ ］ 、高阶

关联法 ［ ９ ］ 、通过分析整体和局部混沌吸引子行为获得优化延迟时间的填充因子

法 ［ １ ０ ］等多种方法，这些方法都有各自的特点，但实际应用中用得较多的还是自相

关函数法和平均互信息法。
２２２　嵌入维数的确定

关于嵌入维数，ＦＴ ａｋｅｎｓ［ １ ］ 、ＲＭ ａｎｅ［ ２ ］ 、ＴＳａｕｅｒ ［ ３ ］等先后从理论上证明了当

m ≥２d＋１时可获得一个吸引子的嵌入，其中 d 是吸引子的分形维数，但这只是一

个充分条件，对观测时间序列选择 m 没有帮助。 如果仅仅是计算关联维数，
ＭＺＤｉｎｇ 等

［ １ １ ］
证明了对无噪声、无限长的时间序列，只要取 m 为大于关联维数 d

的最小整数即可，但对长度有限且具噪声的时间序列，m 要比 d 大得多。如果 m 选

得太小，则吸引子可能折叠以致在某些地方自相交，这样在相交区域的一个小邻域

内可能会包含来自吸引子不同部分的点；如果 m 选得太大，理论上是可以的，但在

实际应用中，随着 m 的增加会大大增加吸引子几何不变量（如关联维数、Ｌ ｙａｐｕｎｏｖ
指数等）的计算工作量，且噪声和舍入误差的影响会大大增加。

在实际应用中常有以下方法选取嵌入维数 m 。
１试算法

试算法是通过逐步增加计算过程中的嵌入维数，观察什么时候某些几何不变

量（例如，关联积分、关联维数、Ｌ ｙａｐｕｎｏｖ 指数等）停止变化的方法。从理论上讲，由
于这些几何不变量是吸引子的几何性质，当 m 大于最小嵌入维数时，几何结构被

完全打开，因此这些不变量与嵌入维数无关，取吸引子的几何不变量停止变化时的

m 为最小嵌入维数。 这种方法的缺点是对数据要求较高（无噪声）、计算量大且比

较主观。 例如，ＰＧｒａｓｓｂｅｒｇ ｅｒ 通过增加嵌入维数 m ，计算关联积分 C N （r，m ，τ），取
当关联积分 C N （r，m ，τ）不再变化时的 m 为嵌入维数 ［ １ ２ ］ 。

２虚假邻点法

虚假邻点法建立在以下事实的基础上：选择太小的嵌入维数将导致那些在原
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相空间中离得比较远的点会在重构的相空间中靠近。 其基本思想是当嵌入维数从

m 变到 m ＋１时，考察轨线 xn 的邻点中哪些是真实的邻点，哪些是虚假的邻点，当
没有虚假邻点时，可以认为几何结构被完全打开 ［ １ ３ ］ 。

设 xn 的最近邻点为 xη（ n ） ，即
‖xη（ n ） － xn‖（ m ）２ ＝ ｍｉｎ

j＝ N ０ ， … ， N ， j≠ n
‖xn － xj‖２

＝ ∑m － １
l＝ １

x η（ n ） ＋ lτ－ x n ＋ lτ ２ （２２２）
当嵌入维数从 m 增加到 m ＋１时，它们之间的距离变为

‖xη（ n ） － xn‖（ m ＋ １）２ ＝ ∑m

l＝ ０
x η（ n ）＋ lτ－ x n＋ lτ ２

＝ ‖xη（ n ） － xn‖（ m ）２ ２ ＋ x η（ n ）＋ m τ－ xn ＋ m τ ２ （２２３）
若‖xη（ n ）－xn‖（ m ＋ １ ）２ 比‖xη（ n ）－xn‖（ m ）２ 大很多，可以认为是由于高维吸引子中两个

不相邻的点在投影到低维轨线上时变成相邻的两点造成的，因此这样的邻点是虚

假的。 具体地说，当
‖xη（ n ） － xn‖（ m ＋ １）２ ２ － ‖xη（ n ） － xn‖（ m ）２ ２

‖xη（ n ） － xn‖（ m ＋ １ ）２ ２ ＝ │x η（ n ）＋ m τ－ x n＋ m τ│
‖xη（ n ） － xn‖（ m ＋ １）２ ≥ R ｔ ｏ ｌ

（２２４）
时，x η（ n ）为 xn 的虚假最近邻点，其中 R ｔ ｏ ｌ是某一个阈值，文献［１３］建议 R ｔ ｏ ｌ≥１０，而
文献［１４］建议 R ｔ ｏ ｌ可取 １５左右。

观测时间序列通常具有噪声且长度有限，所以仅仅用上面的标准判别虚假最

近邻点会不正确，为此，ＭＢＫｅｎｎｅｌ 等提出了增加以下标准，即当

‖xη（ n ） － xn‖（ m ＋ １ ）２

１
N ∑

N

k＝ １
x k － １

N ∑
N

k＝ １
xk

２
＞ A ｔｏ ｌ （２２５）

时，xη（ n ）为 xn 的虚假最近邻点，其中 A ｔ ｏ ｌ是阈值，文献［１３］建议 A ｔ ｏ ｌ＝２。
对 式（２１４）中的每个 xn，按式（２２２）找出其最近邻点，并按照式（２２４）、式

（２２５）的标准判别最近邻点是否是虚假的，从而可以计算出虚假最近邻点的比例。
让 m 从 １开始增加，计算每个 m 时的虚假最近邻点的比例，直到虚假最近邻点的

比例小于 ５％或虚假最近邻点不再随着 m 的增加而减少时，可以认为吸引子几何

结构完全打开，此时的 m 为嵌入维数。
从几何观点看，这是一种较好的方法，但在判断虚假邻点时阈值的不同选取会

导致不同的结果，因此具有较大的主观性。 从式（２２４）看，阈值应当由时间序列的

方差确定，因此，不同的时间序列有不同的阈值，这意味着要给出一个合适和合理
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的阈值是非常困难的甚至是不可能的，为此，文献［１５］提出了改进的虚假邻点

算法。 　
３改进的虚假邻点法

对式（２１４）中的 xn，类似于虚假最近邻点法的思想，文献［１５］定义

a（n，m ） ＝ ‖xη（ n ） － xn‖（ m ＋ １）∞
‖xη（ n ） － xn‖（ m ）∞

（２２６）
这里用的是 L ∞范数，记所有 a（n，m ）关于 n 的均值为

E （m ） ＝ １
N － N ０ ＋ １∑

N

n ＝ N ０
a（n，m ） （２２７）

　　由于式（２１４）的相空间重构方式与文献［１５］中有所差别，式（２１４）是向后重

构，而文献［１５］中的重构是向前重构，所以式（２２７）与文献［１５］有所不同，但本质

上是一样的。
E （m ）只依赖于嵌入维数 m 和延迟时间间隔 τ，为了研究嵌入维数从 m 变为

m ＋１时相空间的变化情况，定义

E １ （m ） ＝ E （m ＋ １）
E （m ） （２２８）

如果当 m 大于某个 m ０ 时，E １ （m ）停止变化，则 m ０＋１就是重构相空间的最小嵌入

维数 ［ １ ５ ］ 。
对来自于随机系统的时间序列，原则上，随着 m 的增加，E １ （m ）将永远不会达

到饱和值，但在实际计算中，当 m 充分大时，很难分辨 E １ （m ）是在缓慢增加还是停

止变化。 事实上，由于获得的观测时间序列是有限长的，可能会出现虽然是随机时

间序列，但 E １ （m ）会在某一 m 处停止变化。为了解决这一问题，文献［１５］定义了量

E
 （m ） ＝ １

N － N ０ ＋ １∑
N

n ＝ N ０
x η（ n ） － m τ－ x n－ m τ （２２９）

记

E ２ （m ） ＝ E
 （m ＋ １）
E
 （m ） （２３０）

对随机时间序列，由于将来的值与过去的值独立，对任何 m ，E ２ （m ）将等于 １，而对

确定性系统的观测时间序列，E ２ （m ）显然与 m 有关，对所有 m ，E ２ （m ）不可能为常

数。因此，文献［１５］建议可以通过同时计算 E １ （m ）和 E ２ （m ）来确定时间序列相空间

重构的最小嵌入维数，同时也区分了时间序列是来自于确定性系统还是随机系统。
除了上述方法外，确定嵌入维数的方法还有关联积分法 ［ １ ６ ］ 、奇异值分解法 ［ １ ７ ］

以及上述各种的改进方法。
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２３　几何不变量的计算

对实际问题中具有混沌特征的复杂系统，通常可以通过一些几何不变量（例
如，分形维数、Ｋ ｏｌｍｏｇｏｒｏ ｖ 熵和 Ｌ ｙａｐｕｎｏｖ 指数等）来定量刻画该系统的复杂程

度，因此如何从观测或实验手段获得的时间序列去计算复杂系统的这些几何不变

量 是 实际应 用时所 关心 的问题。 复 杂系统 的吸 引子 具有 分数 维数、正 的

Ｋ ｏｌｍｏｇｏｒｏ ｖ 熵以及正的最大 Ｌ ｙａｐｕｎｏｖ 指数是判断系统是混沌的必要条件，但并

不充分。 分形维数的定义有很多种，从时间序列的角度看，关联维数是易于计算的

一种分形维数。 １９８３ 年，ＰＧｒａｓｓｂｅｒｇｅｒ 和 ＩＰｒｏｃａｃｃｉａ 提出了从时间序列中计算

关联维数的 ＧＰ 算法 ［ １ ２ ， １ ８ ］以及计算 Ｋｏ ｌｍｏｇｏｒｏ ｖ 熵的公式 ［ １ ９ ］ 。关联维数是系统复

杂性程度的一种很好的度量。一般认为，大于关联维数的下一个整数是刻画系统所

需的独立变量的个数，这为从时间序列恢复原复杂 系统确定了一个框架。
Ｌ ｙａｐｕｎｏｖ 指数度量了复杂系统的预测性，定量地刻画了初始靠近的状态空间轨线的

指数发散率，从时间序列中计算最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数的最早工作是于 １９８５ 年由

ＡＷｏｌｆ 等提出的轨线法［ ２ ０ ］ 。
２３１　关联维数

相空间的最小嵌入维数 m 是系统复杂性的一个界，这种拓扑维数在一般情况

下只是吸引子占据空间数量的一个非常粗糙的描述，为了给出更严格的描述，文献

［２１～２３］引入了几种不同的维数概念，其中关联维数是最常用的一种维数度量，尤
其对通过观测或实验获得的时间序列，可由 ＰＧｒａｓｓｂｅｒｇ ｅｒ 和 ＩＰｒｏ ｃａｃｃｉａ 给出的

ＧＰ 算法直接计算 ［ １ ２ ， １ ８ ］ 。 关联维数度量了所研究系统的复杂性，刻画了相空间中

点的分布。在确定性系统中，关联维数就是生成相应复杂系统所必需的独立变量的

个数，规则的确定性系统有整数关联维数，而混沌系统有非整数关联维数，大于此

关联维数的下一个整数就是系统的独立变量的个数。 但是某些关联的随机过程中

也有非整数维数 ［ ２ ４ ］ ，文献［２５］证明了非整数关联维数不能成为混沌判断的充分条

件，因为分形的 Ｂｒｏｗ ｉａｎ 运动，虽然不是混沌的，但也有非整数关联维数。
ＧＰ 算法描述如下：在按式（２１４）重构的 m 维空间中， ∑

j≠ i

H （r － ‖xi －
xj‖）表示除 xi 本身外到 xi 的距离小于 r 的 xj 的点数，其中 H （· ）是 Ｈｅａｖ ｓｉｄｅ 函
数，即当 x≤０时，H （x）＝０，当 x＞０ 时，H （x）＝１。 定义按上述方式重构的时间序

列｛x n｝N
n＝ １的关联积分为

C N （r，τ，m ） ＝ ２
（N － N ０ ）（N － N ０ ＋ １）∑

N ＝ １

i＝ N ０
　　∑N

j＝ i＋ １
H （r－ ‖xi － xj‖） （２３１）

·２２· 非线性时间序列分析及其应用



C N （r，τ，m ）描述了距离小于 r 的对点数的分布情况。 如果在 r 的某一区间段内，有
C N （r，τ，m ）∞r

d （２３２）
则称 d 是关联维数，这样定义的 d 就是近似刻画产生时间序列｛x n｝N

n＝ １的复杂系统

复杂程度的某种维数。 对由观测或实验手段获得的时间序列，使式（２３２）成立的 r

的某一区间段可通过对双对数 ｌｎC N （r，τ，m ）ｌｎr 图观测的办法或通过文献［２６］给
出的方法寻找。

ＧＰ 算法是计算关联维数的一种经典方法，后来又有不少文献讨论了 ＧＰ 算

法的改进和其他计算关联维数的方法 ［ ２ ７～ ３ ４ ］ 。
由观测或实验手段获得的时间序列对应混沌系统的关联维数就是双对数

ｌｎC N （r，τ，m ）ｌｎr 图的线性部分的斜率，由于连续采样点之间的相关性，会造成“肩
峰”效应，为了消除这种“肩峰”效应，文献［２７］对关联积分作了以下修改，即定义　

C N （r，τ，m ，w ） ＝ ２（N － N ０ － w ＋ １）（N － N ０ － w ＋ ２）
∑N － w

i＝ N ０
　　 ∑N

j＝ i＋ w

H r－‖xi － xj‖ （２３３）
式（２３３）中忽略了嵌入空间中非常靠近的点对关联积分的贡献，只考虑满足

│i－j│≥w 的点，其中 w ＞τ２／N ２／m ，特别取 w ＝τ即可。 文献［２７］指出 w 的严格

选取并不重要。
在实际应用中，关联维数的计算是非常费时的，为了改善前面算法的计算效

率，文献［３５］提出了一种修改算法。 在关联积分中，较短的距离起着更有意义的作

用，因此选取 r 的截断距离 r０ ，构造宽度为 r０ 的盒子网格，只计算在相同的或相邻

的盒子中距离小 于 r０ 的对点的 距离，这样可以 把计算时间 从 O （N
２ ）减 到

O （N ｌｏｇ ２N ）。文献［３５］给出了 r０ 的一个优化选择

r０ ＝ R ２／N １／d （２３４）
式中， R 为时间序列的有效半径；N 为时间序列的长度；d 为关联维数的粗略

估计。 　
当关联维数的值较大时，所需的时间序列要求较长 ［ ３ ６ ］ ，而实际问题中，观测或

实验获得的时间序列一般都比较短，为解决这一问题，文献［３０］利用极大似然法估

计关联维数的方法就有对数据要求相对较少的优点，其计算公式为

d ＝ ∑i＞ j

H r０ － ‖xi － xj‖ ｌｎ r０／‖xi － xj‖
∑

i＞ j

H r０ － ‖xi － xj‖

－ １

（２３５）

用式（２３５）估计 d 的近似方差为

Ｖ ａｒ（d） ＝ ２d ２

p （N － N ０ ）（N － N ０ ＋ １） ２q（N － ２） ＋ １ （２３６）

·３２·第二章　单变量非线性时间序列分析


