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前 　 　言

通过实验及数据处理来识别实际结构的动力学模型 ，是近 ３０ 多年来结构动力特性研究方面的

一个重要发展 ．实验模态分析方法与计算模态分析方法一起 ，成为解决现代复杂结构动态特性设计

的相辅相成的重要手段 ．应用模态分析方法人们有可能把复杂的实际结构简化成所谓模态模型 ，来
进行系统的响应计算 ，从而大大地简化系统的数学运算 ．

系统识别和参数识别的概念 ，最早在系统控制工程中采用 ．用于振动结构时的基本构想是 ：通
过实验测得实际响应来寻求相应的模型或调适预想的模型参数 ，使其成为实际结构的最佳描述 ．

由实验数据去识别方程 ，称为系统识别 ．在方程形式已经确知的情况下 ，运用实验数据来估计

其参数 ，则称为参数识别 ．模态分析法则为在承认实际结构可以运用所谓“模态模型”来描述其动态

响应的条件下 ，通过实验数据的处理和分析 ，寻求其“模态参数” ．因此 ，模态分析法应属于参数识别

的范畴 ．
模态分析的实质 ，是一种坐标转换 ．其目的在于把原在物理坐标系统中描述的响应向量 ，放到

所谓“模态坐标系统”中来描述 ．这一坐标系统的每一个基向量恰是振动系统的一个特征向量 ．运用

这一坐标系统的好处是 ：利用各特征向量之间的正交特性 ，可使描述响应向量的各个坐标互相独立

而无耦合 ．换句话说 ，在这一坐标系统中 ，振动方程是一组互无耦合的方程 ，每一个坐标均可单独求

解 ．
因此 ，模态分析的关键在于得到振动系统的特征向量（或称特征振型 ，模态振型） ．实验模态分

析便是用实验的方法来寻求模态振型以及描述响应向量的各个坐标（称为模态坐标） ．
因此 ，一个直接的想法便是如何分离出振动的“纯模态”（使结构按某一阶固有振型振动 ，而不

含其他振型）来 ．最简单的情况是当结构的各阶固有频率相差较大 ，而阻尼又较小的情况 ．这时 ，可
以认为 ，以某一固有频率激振时 ，该阶固有模态在响应中占主导地位 ，在一定误差范围内即可当作

纯模态响应来看待 ．这一情况使识别工作可以化为一个一个的单自由度系统来进行 ，思路清楚 ，方
法直观 ，易于理解 ．对于所谓“密集模态”情况 ，即某些固有频率十分接近时 ，要想得到“纯模态” ，则
须要采用多点激振 ，利用“力的分配”使结构只产生某个指定的模态响应 ．

严格地说 ，在实际试验中要激出“纯模态”响应是不可能的 ．任何一种分布的激振力必将激出多

个模态响应 ；实际测得的响应则是多个模态响应叠加的结果 ．注意 ，我们只应说多个“模态响应”的
“叠加” ．不同模态的响应可以叠加 ，尽管各模态之间是正交的 ．不应把上述叠加现象称为“模态耦

合” ，这是一种概念上的错误 ．按照定义 ，各固有模态之间总是不耦合的 ．从能量平衡的观点来看 ，每
一固有模态表现为一种特定的能量平衡状态 ，各平衡状态之间没有能量交换 ，也就是互不耦

合 ．　 　 　 　 　 　 　 　 　
既然在许多情况下很难激出“纯模态” ，识别工作必须面对这一事实 ，找寻一种可以同时识别若

干模态的方法 ，这就是所谓多自由度模型识别法 ．
无论是单自由度法或是多自由度法 ，我们都认为模型本身是确定的 ，也就是说方程是清楚的 ，

我们的工作就在于调适方程的参数 ，以适合实测响应曲线 ．当然 ，实测曲线本身带有误差 ，也不是理

想的 ．必要时我们应能有根据地把实测曲线作必要的修改 ．通常的情况是 ，调适参数的方法本身应

有能力消除实测误差的影响 ，或使其影响减到可以接受的程度 ，使其和模型预计的曲线相适应 ，并
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由此确定模型的各项参数 ．上述过程即称为曲线拟合法 ．
于是就有所谓单自由度曲线拟合法 ——— SDOF 法（single degree of freedom curve fitting）与多自

由度曲线拟合法 ——— MDOF 法（multidegree of f reedom curve fitting）之分 ．
在比例阻尼的条件下 ，识别中采用实模态模型 ；非比例阻尼时 ，则应采用复模态模型 ．注意将比

例阻尼或非比例阻尼的概念与线性和非线性的概念区分开来 ．所谓比例阻尼 ，通常是指阻尼阵可表

示为以下形式 ：
［ C］ ＝ α［ M］ ＋ β［ K］

式中 α ，β 为常数 ，非比例阻尼不能用上式表示 ．非比例阻尼导致复模态 ，然而系统仍可以是线性

的 ．模态分析法是线性系统的一种参数识别方法 ．
非线性系统方面的工作近年来已为较多人所重视 ，但总体看来 ，这方面的成果不多 ．要从复杂

系统中抽象出非线性模型来仍有待探索 ．
一个识别过程 ，是对实测数据的处理及分析过程 ．为了恰当地采集和有效地利用真实数据 ，不

但应当熟悉模态分析理论 ，而且应当熟悉测量技术以及数据处理方面的有关知识 ．一个识别方法的

好坏 ，要看它处理实测数据的能力 ．用假定数据证明了的巧妙的数学程序 ，在用来处理具有噪声污

染的实测数据时 ，却不一定是成功的程序 ．事实上 ，实测数据不仅受到噪声的污染 ，而且包含实际结

构在建模时可能未曾考虑的许多复杂因素的影响 ．因此 ，只有那些被实测数据证明了的才是好方

法 ．
模态分析是一种手段 ，应着眼应用 ．最主要的应用是建立结构动态响应的预测模型 ，为结构的

动强度设计及疲劳寿命的估计服务 ．除此以外 ，还有多方面的用途 ．应用模态分析不仅要求应用者

对模态分析技术本身熟悉 ，而且要熟悉振动领域的有关其他知识和技术 ．例如 ，若我们只希望移动

结构系统的某一阶共振频率 ，并打算采用附加质量法 ，那么 ，只要选定合适的附加质量点并测出该

点的直接导纳曲线 ，运用作图法就可以确定附加质量的大小及其移频结果 ．而要较大幅度地改变结

构的动态特性 ，则要进行模态修改的灵敏度分析 ，并在结构修改后进行动特性的重分析 ．
一个应提醒注意的问题是 ：模态分析的结果必然伴随着模态坐标的缩减 ．从原理上说 ，坐标变

换不改变系统的自由度 ．也就是说 ，在物理坐标系统中有几个自由度 ，在模态坐标系统中就应当有

几个模态坐标（或者说必有同样多的模态） ．而在实验中 ，我们总是只取其中的若干阶起主要作用的

模态 ，而忽略其余的模态（或者仅将舍去的各模态的影响统一考虑成两个“残余影响项”） ．这就是所

谓模态坐标的缩减 ．因此 ，如果有人埋怨说 ，他用模态分析法想对结构的动态性能做非常细微的分

析 ，而没有达到预想的效果 ，那么 ，这种埋怨很可能是不合理的 ．
由于在模态分析的同时进行了模态坐标的缩减 ，因此 ，同一结构系统 ，在两个坐标系中具有不

同的自由度 ．一般情况下模态坐标数少于物理坐标数 ．也是由于这一原因 ，由模态参数用坐标变换

反求物理参数一般是不可能的 ．
如果说在物理坐标系统中所表达的结构振动方程是从动力平衡观点（或牛顿第二定律）建立

的 ，那么 ，在模态坐标系统中建立的响应计算的模态模型或运动方程则是从能量平衡观点建立的 ．
在模态坐标系统中 ，无论是模态坐标或模态参数 ，均具有统观的意义 ，与系统的各模态所体现的整

体平衡状态有关 ．局部的作用是与整体的模态平衡相对比而存在的 ．因此局部物理参数的变化虽能

在模态参数中得到反映 ，但并非总是很敏感的 ，有些局部的变化甚至是不敏感的 ．例如在某阶振型

的节点处附加质量 ，对该阶模态参数就不会引起变化 ．人们常常通过测量模态参数的变化来检测结

构局部损伤 ，但是 ，不能指望用这种方法来检测非常小的局部损伤 ．实践说明 ，振型对于局部损伤的

敏感性大于其他参数的敏感性 ，应变模态振型比位移模态振型更敏感 ．
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但是 ，模态分析及其所涉及的有关实验技术 、信号分析及数据处理等领域的理论和实践问题 ，
仍在故障诊断特别是安全运行监察方面起着基础性的作用 ．本书中介绍的随机振动与谱分析以及

小波分析的基本概念 ，不但对模态分析是必要的 ，对于在模态分析的基础上发展故障诊断也将有所

裨益 ．近年来 ，神经网络法的应用日趋广泛 ．本书对此也做了必要的介绍 ．主要着眼点也是放在将模

态分析与之相结合 ，应用于发展故障诊断和运行检测方面 ．
本书共分十一章 ，前四章依次介绍机械振动的若干理论概念 、机械阻抗法与频响分析 、多自由

度系统的模态分析原理 、随机振动与谱分析以及小波变换的有关概念和测量方法 ．第五至第七章介

绍模态试验 、模态参数识别的频域法和时域法 ．第八章专题介绍应变模态分析和曲率模态分析 ．第
九章为结构动特性设计与运行响应仿真 ，含模态综合 、结构修改及响应预测 ．第十章为模态分析的

若干专题应用举例 ，有选择地介绍了几种类型的应用实例 ，主要选自作者的应用研究成果 ，第十一

章专题介绍基于模态分析的结构修改和故障检测神经网络法 ．
本书系统地介绍了模态分析的基本原理 、试验分析技术及其应用 ，注意反映其新近发展 ．在应

变模态分析和曲率模态分析以及基于模态分析的神经网络应用方面 ，反映了作者的近期研究成果 ．
本书得以完成 ，得益于国内外许多同行的多方帮助 ，参考了许多作者发表的研究成果 ．在书中

论及有关专题处参考的一些重要的文献 ，已在当页下加注 ；一般性的参考文献则列于书后 ．由于参

考文献很多 ，未能一一尽列 ，请见谅 ．对于他们的贡献 ，作者表示深深的感谢 ．
作者感谢四通集团公司佟丽霞工程师对本书成稿的校对 、打印工作所进行的帮助和贡献 ．感谢

科学出版社对本书的编辑出版所给予的多方帮助 ．本书的出版 ，得到中国科学院科学出版基金的资

助 ，作者表示衷心的感谢 ．

李德葆

１９９９ 年 １２ 月 ２０ 日

于清华园
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第一章 　结构振动的基本理论概念

振动研究必然涉及到物体的振动运动和与之相关的作用力的关系 ．一切物体都具有

质量和弹性 ，因此 ，一切物体都有可能产生振动 ．绝大多数的工程机械在其工作过程中都

将或多或少地承受某种程度的振动 ，这就要求在设计工作中 ，必须考虑到机械的振动特性 ．
振动系统可粗略地分为线性系统和非线性系统 ．对于线性系统 ，它服从叠加原理 ．目

前模态分析法主要应用于线性系统 ．
振动状态是用运动量来衡量的 ．结构在各种激励条件下的运动状态与激励条件之间

的关系可以通过若干参数按一定的数学模型来计算 ．这些特性参数 ，或是根据实际结构计

算得到 ，或是通过实验得到 ．
本章的目的在于简略地介绍结构振动的基本理论概念 ，作为本书的前导 ．

§ １桘１ 　 关于运动量的定义及表达方法

一 、运动量

运动一般是时间的函数 ．下列三种运动量是振动中的基本运动量 ：
位移 ．位移总是相对于参考点而言的 ，一般选取惯性参照系中的静止点作为位移参考

点 ．在振动系统中 ，往往选取质点的平衡位置作为参考点 ．偏离参考点的距离便是位移的

大小 ．一般位移若采用下式表示 ：
x ＝ x（ t） （１ 桘 １）

则周期振动可表为

x ＝ x（ t ＋ T） （１ 桘 ２）

式中 T 为振动周期 ，具有时间单位 ，例如秒（s） ．周期的倒数称为频率 f

f ＝ １
T （１ 桘 ３）

如果 T 的单位用秒 ，那么 f 的单位为赫兹（Hz） ．
速度 ．速度是位移的导数

v ＝ 痹x ＝ d xd t （１ 桘 ４）

加速度 ．加速度是速度的导数

a ＝ d 痹xd t ＝ ẍ （１ 桘 ５）

二 、简谐运动量

周期运动的最简单的形式是简谐运动 ．位移 、速度和加速度的简谐运动表达式分别为
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x ＝ ｜ X｜sin（ ω t ＋ α）

痹x ＝ ω｜ X｜sin ωt ＋ α ＋ π
２ ＝ ｜ V｜sin ω t ＋ α ＋ π

２ （１ 桘 ６）

ẍ ＝ ω２ ｜ X｜sin ωt ＋ α ＋ π
２ ＋ π

２ ＝ ｜ A｜sin（ ω t ＋ α ＋ π）

可见 ，简谐运动的速度超前位移 π
２ ，加速度又超前速度 π

２ ．加速度和位移相差 π ，这两个运

动量总是方向相反 ．

三 、简谐运动量的复数表示法

如果将简谐位移运动看成复平面上的旋转复矢量 Xej ω t 在虚轴上的投影 ，如图 １桘１ 所

示 ，那么 x 可表为

x ＝ Im（ Xej ω t ） ，　 　 X ＝ | X | ej α ＝ | X | （cos α ＋ jsin α） （１ 桘 ７）

此处 ω 为旋转角速度 ，常称为圆频率 ，它与频率的关系为

ω ＝ ２π f ＝ ２π １
T （１ 桘 ８）

那么 ，速度和加速度可表示为

痹x ＝ Im（j ωXej ω t ） ＝ Im（ Vej ω t ） ，　 　 ẍ ＝ Im（（j ω）２ Xej ω t ） ＝ Im（ Aej ω t ） （１ 桘 ９）

X ，V 和 A 是简谐运动的位移 、速度和加速度所对应的旋转复矢量的起始值（ t ＝ ０ 时的矢

量） ，三者之间的关系为

X ＝ | X | ej α ，　 j ωX ＝ V ＝ | V | ej α ＋
π
２ ，　 j ωV ＝ A ＝ | A | ej（ α ＋ π ） （１ 桘 １０）

它们之间的相位关系如图 １桘２ 所示 ．

图 １桘１ 　 简谐运动被看成旋转复矢量的投影 图 １桘２ 　 X ， V 和 A 之间

的相位关系

四 、周期运动的傅里叶级数表示法

任何周期运动 ，x ＝ x（ t） ，如果它是实际存在的一种振动 ，通常都是有限振动 ，根据傅

里叶级数理论 ，总可以将它分解成若干简谐分量 ，而把这一周期运动表为傅里叶级数的
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形式 　 　 　 　

x（ t） ＝ a０ ＋ ∑
N

k ＝ １
（ ak cos kω１ t ＋ bk sin kω１ t） （１ 桘 １１）

式中

ω１ ＝ ２π
T （１ 桘 １２）

称为基频 ，因此 kω１ 称为 k 倍频 ，系数 aK ，bk 为振动分量的幅值 ，由下式给出

a０ ＝ １
T∫

T

０
x（ t）d t

ak ＝ ２
T∫

T

０
x（ t）cos（ kω１ t）d t （１桘１３）

bk ＝ ２
T∫

T

０
x（ t）sin（ kω１ t）d t

式（１桘１１）也可以写成以下形式

x（ t） ＝ a０ ＋ ∑
N

k ＝ １
Xk sin（ kω１ t ＋ αk ） （１ 桘 １４）

式中

Xk ＝ a２
k ＋ b２

k

αk ＝ arctan（ bk桙ak ）
（１ 桘 １５）

根据上述简谐分析过程可知 ，若以频率为横坐标 ，画出谐波分量的幅值 ，可以得到一

组离散的垂线如图 １桘３（a）所示 ，称为傅里叶幅值谱 ．同样的道理 ，我们可以画出傅里叶相

图 １桘３ 　 周期运动的傅里叶谱表示法
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位谱 ，如图 １桘３（b）所示 ．该图所对应的周期运动为周期重复的方脉冲 ，如图 １桘３（c）所示 ．

§ １桘２ 　 振动系统的力学模型和特性参数

任一线弹性结构或机械系统 ，在承受外界激励或动力载荷时 ，其运动状态取决于其物

理特性 ，包括其质量分布 、弹性性能（柔度或刚度）分布以及能耗机制或称阻尼 ．以适当的

参数形式来表征这些特性 ，形成数学模型 ，是动力学分析的起点 ．
一个实际机械或工程结构 ，在研究它的振动问题时 ，总要把它作某种简化 ，抽象出其

主要的力学本质 ，形成一个理想化的力学模型 ．模型的特点则以若干参数来表达 ．例如 ，一
般说来 ，一个实际机械结构 ，作为一个连续弹性体来考虑其振动问题时 ，要用无限多的自

由度才能描述其振动状态 ．然而 ，在许多情况下 ，结构的某些部分往往可以当作刚体看待 ，
甚至可以看成若干刚体通过弹簧联结而成 ．这样一来 ，一个无限自由度体系便简化成了一

个有限自由度体系 ．事实上 ，有些看起来十分复杂的结构 ，甚至可以简化为一个单自由度

系统 ，用它来研究该结构在某种特定条件下的振动问题仍然可以得到满意的精度 ．

一 、单自由度系统

从真实结构到简化为单自由度系统 ，是对某些系统的一种有条件的极端化的抽象 ．如
钟摆的设计 、单盘转子的振动 、重型机械的主动隔振等简化为单自由度来分析问题 ，仍然

可以得到满意的结果 ．更重要的意义还在于单自由度模型揭示的系统振动的许多本质现

象以及研究方法是结构振动研究的基础 ．
单自由度系统的力学模型表示成一个无质量的弹簧支持着一个无弹性的质量 ，如图

１桘４ 所示 ．这一模型的参数是质量 m 和刚度 k ．该系统受到一个外界的初始干扰之后 ，便
产生振动 ．

图 １桘４ 　 无阻尼单自由度系统

在一个相当短的时间内来研究机械系统的自由振动状态时 ，可以认为它是一种无阻

尼的自由振动 ．按照图 １桘４（b）所规定的参考坐标系统 ，运用牛顿第二定律可写出质量块

的运动方程为

mẍ ＋ kx ＝ ０ （１ 桘 １６）

解上述方程时 ，可令 x ＝ Xm sin Ω t ，代入得

（ k － m Ω２ ） Xm sin Ω t ＝ ０

上式中 Xm ≠ ０ ，则应要求

·４·



k － m Ω２ ＝ ０ （１ 桘 １７）
或

Ω ＝ k桙 m （１ 桘 １８）
Ω 称为单自由度系统的无阻尼自由振动的固有频率 ，是该振动系统的又一个重要参数 ．
但是 ，它是由 k 和 m 所决定的 ，它是一种导出参数 ．

无阻尼系统一旦开始振动 ，就不会停止 ，如图 １桘４ 所示 ．事实上 ，由于摩擦等原因 ，自
由振动的振幅将逐渐衰减 ，最后归于停止 ．为了反映这种衰减特性 ，我们将引进阻尼的概

念 ．这样 ，系统的力学模型便如图 １桘５ 所示 ．图中引入阻尼系数 c ，定义为阻尼力和运动速

度之比 ，即 Fd ＝ c痹x ．于是 ，质量块的运动微分方程变为

图 １桘５ 　 有阻尼的单自由度系统

mẍ ＋ c痹x ＋ kx ＝ ０ （１ 桘 １９）

或改写作

ẍ ＋ ２ c
２ m 痹x ＋ k

m x ＝ ０ ，　 　 ẍ ＋ ２ σ痹x ＋ Ω２ x ＝ ０ （１ 桘 ２０）

式中

σ ＝ c
２ m （１ 桘 ２１）

称为衰减系数 ，是阻尼效果的另一种表达形式 ．为解上述微分方程 ，可令 x ＝ Xe st ，代入方

程后得

（ s２ ＋ ２ σs ＋ Ω２ ） Xe st ＝ ０ ，　 　 s２ ＋ ２ σs ＋ Ω２ ＝ ０ （１ 桘 ２２）

上式称为该振动系统的特征方程 ，该式的根为

s１ ，２ ＝ － Ω ± σ２
－ Ω２

＝ － σ ± Ω ζ
２
－ １ （１ 桘 ２３）

式中

ζ ＝ σ桙 Ω ＝ c桙２ m
k桙 m

＝ c
２ mk

＝ c
cc （１ 桘 ２４）

称 cc ＝ ２ mk为临界阻尼系数 ，它的意义将在下面讨论 ．ζ 是 c 和 cc 之比 ，称之为相对阻

尼系数 ．
在 m 和 k 确定的条件下 ，s 值取决于 ζ ，即取决于 c ．
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当 c ＜ cc 时 ，ζ ＜ １

s１ ，２ ＝ － σ ± j Ω １ － ζ
２

因此微分方程的解为

x ＝ e － σ t X１ ej １ － ζ
２ Ω t

＋ X２ e－ j １ － ζ
２ Ω t

利用欧拉公式可将上式化为

x ＝ Xe－ σ t sin １ － ζ
２ Ω t ＋ α ＝ Xe－ σ t sin（νt ＋ α） （１ 桘 ２５）

该式表示一个随时间变化的衰减振动 ，如图 １桘５（c）所示 ．式中 ，ν ＝ Ω １ － ζ
２ ，是有阻尼

自由衰减振动频率 ．
当 c ＝ cc 时 ，ζ ＝ １ ，σ ＝ Ω ，s１ ＝ s２ ＝ － Ω ．微分方程的解为

x ＝ e－ Ω t （ X１ ＋ X２ t）

该式已不表示振动 ．

当 c ＞ cc 时 ， ζ
２ － １ ＞ ０

x ＝ X１ e － σ ＋ Ω ζ
２ － １

t ＋ X２ e － σ － Ω ζ
２ － １ t

显然 ．上式也不是振动 ．
可见 ，c ＝ cc 是系统能否实现自由振动的分界点 ，因而称 cc 为临界阻尼系数 ．

到此为止 ，对于单自由度系统 ，我们已经引入了三个基本参数 ，即质量 m ，刚度 k ，阻
尼 c ．固有频率 Ω 由系统的 m 及 k 确定 ．关于阻尼 ，还引进了相对阻尼系数 ζ 的概念 ．另

外我们还命名 ２ mk为临界阻尼系数 cc ．cc 虽然具有阻尼的量纲 ，但并非系统实际存在

的一种阻尼 ，它只是一种重要的参考量 ．衰减系数 σ ，是阻尼效果的又一种表达形式 ．由于

存在 Ω２ ＝ ν２ ＋ σ２ 的关系 ，ν＝ Ω １ － ζ
２ 为有阻尼自由振动的角频率 ，有时称 σ 为弧度阻尼 ．

二 、二自由度系统

最简单的二自由度系统的力学模型如图 １桘６（a）所示 ．

图 １桘６ 　 二自由度系统

（a）二自由度系统力学模型 ；（b）分离体 ；（c） Ω １ 时的振动 ；（d） Ω２ 时的振动

·６·



这里我们先不考虑阻尼 ．该系统的自由振动微分方程为

m１ ẍ １ ＋ （ k１ ＋ k２ ） x１ － k２ x２ ＝ ０

m２ ẍ － k２ x１ ＋ k２ x２ ＝ ０
（１ 桘 ２６）

写成矩阵形式

m１ ０

０ m２

ẍ１

ẍ２

＋
k１ ＋ k２ － k２

－ k２ k２

x１

x２

＝ ｛０｝

令

x１

x２

＝
X１

X２

ej ω t （１ 桘 ２７）

代入上式得

－ ω２
m１ ０

０ m２

＋
k１ ＋ k２ － k２

－ k２ k２

X１

X２

＝ ｛０｝ （１ 桘 ２８）

上式有解的条件是

－ ω２
m１ ０

０ m２

＋
k１ ＋ k２ － k２

－ k２ k２

＝ ０ （１ 桘 ２９）

该式即为二自由度系统的特征方程 ，由此可解出两个特征值

Ω２
１

Ω２
２

＝ １
２

k２

m２
＋

k１ ＋ k２

m１
±

k２

m２
＋

k１ ＋ k２

m１

２

－ ４
k１ k２

m１ m２

（１ 桘 ３０）

为更便于说明问题的概念而避免繁杂的文字公式 ，设 m１ ＝ m２ ＝ m ，k１ ＝ k２ ＝ k ，代

入式（１桘３０）可得

Ω２
１ ＝ ０ ．４ k

m ，　 　 　 Ω２
２ ＝ ２ ．６ k

m

将 Ω２
１ 及 Ω２

２ 的值分别代入式（１桘２８）可得

代入 Ω２
１ 时 ，

X１

X２
＝ ０ ．６２ ；　 　 代入 Ω２

２ 时 ，
X１

X２
＝ － １ ．６０ （１ 桘 ３１）

应用欧拉公式 ，可得两个解为

X１

X２ １

＝
０ ．６２

１
A１ sin Ω１ t ，　

X１

X２ ２

＝
－ １

１ ．６０
A２ sin Ω２ t （１ 桘 ３２）

式中 A１ 和 A２ 为任意常数 ，在真实振动中由初始条件确定 ．

由以上讨论可见 ，对于二自由度系统 ，有两个自由振动的固有频率 ；对应于每一个固

有频率 ，有各自的振型 ．此处引入振型的概念 ，反映多自由度系统振动时 ，振动量既是时间

·７·



的函数又是空间的函数 ．

§ １桘３ 　 多自由度系统的特性参数阵

为了更具体地说明问题的概念 ，我们以一个三自由度系统为例 ，来探讨多自由度系统

力学模型的物理参数 ．

图 １桘７ 　 三自由度系统的力学模型

图 １桘７ 所示的系统有三个质量和四个弹簧 ，
假定只允许上下振动 ，那么必须用三个坐标才

能同时描述三个质量在空间的位置 ，因而称它

为一个三自由度系统 ．该图的 （a）是平衡状态 ；
（b）是三个质量分别产生位移 x１ ， x２ ，x３ 的情

况 ；（c）是三个质量块的分离体图 ．为建立方程方

便起见 ，所有的位移都假定向下为正 ．
运用牛顿第二定律可得

m１ ẍ１ ＝ － k１ x１ ＋ k２ （ x２ － x１ ）

m２ ẍ２ ＝ － k２ （ x ２ － x１ ） ＋ k３ （ x３ － x２ ）

m３ ẍ３ ＝ － k３ （ x３ － x２ ） － k４ x３

上式加以整理并写成矩阵形式 ：

m１ ０ ０

０ m２ ０

０ ０ m３

ẍ１

ẍ２

ẍ３

＋

k１ ＋ k２ － k２ ０

－ k２ k２ ＋ k３ － k３

０ － k３ k３ ＋ k４

x１

x２

x３

＝ ｛０｝ （１ 桘 ３３）

运用矩阵符号 ，上式还可用下式来表示

［ M］｛ ẍ｝ ＋ ［ K］｛ x｝ ＝ ｛０｝ （１ 桘 ３４）

式中

［ M］ ＝

m１ ０ ０

０ m２ ０

０ ０ m３

，　 　 ［ K］ ＝

k１ ＋ k２ － k２ ０

－ k２ k２ ＋ k３ － k３

０ － k３ k３ ＋ k４

（１ 桘 ３５）

分别称为质量阵和刚度阵 ．它们都是对称阵 ．通过简单的运算 ，不难得到

ẍ１

ẍ２

ẍ３

＝ －

k１ ＋ k２

m１

－ k２

m１
０

－ k２

m２

k２ ＋ k３

m２

－ k３

m２

０
－ k３

m３

k３ ＋ k４

m３

x １

x ２

x ３

（１ 桘 ３６）
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或缩写为

｛ ẍ｝ ＝ － ［ A］｛ x｝ （１ 桘 ３６）′

［ A］ ＝

k１ ＋ k２

m１

－ k２

m１
０

－ k２

m２

k２ ＋ k３

m２

－ k３

m２

０ － k３

m３

k３ ＋ k４

m３

（１ 桘 ３７）

称为系统矩阵 ．一般情况下［ A］是非对称阵 ．不难证明

［ A］ ＝ ［ M］－ １ ［ K］ （１ 桘 ３８）

求解式（１桘３３）或式（１桘３６）时 ，可假定其解的形式为

x１

x２

x３

＝

X１

X２

X３

sin ω t

代入式（１桘３３）及式（１桘３６）分别得到

－ ω２ ［ M］｛ X｝ ＋ ［ K］｛ X｝ ＝ ｛０｝ （１ 桘 ３９）

［ A］｛ X｝ ＝ ω２ ｛ X｝ （１ 桘 ４０）

式中｛ X｝ ＝ ［ X１ 　 X２ 　 X３ ］T ．

由式（１桘４０）可见 ，（［ A］ － ω２ ［ I］）就是［ A］的特征矩阵 ，［ A］的特征方程便是

det（［ A］ － ω２ ［ I］） ＝ ０ （１ 桘 ４１）

上式可以展开为

　 　 det（［ A］ － ω２ ［ I］） ＝ （ Ω２
１ － ω２ ）（ Ω２

２ － ω２ ）（ Ω２
３ － ω２ ） ＝ ∏

３

r ＝ １
（ Ω２

r － ω２ ） ＝ ０ （１ 桘 ４２）

由此解得三个特征值 ，Ω２
１ ，Ω２

２ ，Ω２
３ 就是系统作自由振动时三个固有频率的平方值 ．将 Ω１ ，

Ω２ ，Ω３ 分别代入式（１桘４０） ，便能得到相应的特征向量｛ φ１ ｝ ，｛ φ２ ｝ ，｛ φ３ ｝ ，即 Ω r 与｛ φr ｝之

间满足以下关系

［ A］｛ φr ｝ ＝ Ω２
r ｛ φr ｝ ，　 r ＝ １ ，２ ，３ （１ 桘 ４３）

式中

｛ φr ｝ ＝ ［ φ１ r 　 φ２ r 　 φ３ r ］T （１ 桘 ４４）

根据以上对于三自由度系统的讨论 ，不难推广到一般多自由度系统 ，并有以下结论 ：
（１） 对于多自由度系统来说振动系统的特性参数可表为刚度阵［ K］及质量阵［ M ］ ，

它们一般都是对称阵 ；另外 ，可定义一个系统矩阵［ A］ ＝ ［ M ］ － １ ［ K］ ，一般是非对称阵 ．
·９·



（２） 系统矩阵［ A］的第 r 阶特征值 Ω２
r 就是系统作第 r 阶自由振动时振动固有频率

的平方值 ．由于特征值的数目等于矩阵的阶数 ，而系统的矩阵的阶数又等于系统的自由度

数 ，所以特征值的数目应等于自由度数 ．也就是说 ，系统作自由振动时所可能有的固有频

率数等于系统的自由度数 ．
（３） 对应于每一个特征值 ，相应地有一列特征向量 ；特征向量｛ φr ｝又称为第 r 阶特征

振型 ，或称为固有振型 ，也可称为固有模态振型 ．

§ １桘４ 　 特征向量之间的正交性

系统各阶特征向量之间是关于质量阵和刚度阵正交的 ，这是一个重要性质 ．设第 r
个特征值 Ω２

r 所对应特征向量为｛ φr ｝ ，它们应满足以下方程

［ K］｛ φr ｝ ＝ Ω２
r ［ M］｛ φr ｝ （１ 桘 ４５）

另有特征值 Ω２
k 所对应的特征向量为｛ φk ｝ ，则它们满足

［ K］｛ φr ｝ ＝ Ω２
r ［ M］｛ φr ｝ （１ 桘 ４６）

将式（１桘４５）左乘以｛ φk ｝T ，将式（１桘４６）作转置 ，然后右乘以｛ φr ｝ ，并注意到［ M］T ＝ ［ M ］ ，

［ K］T ＝ ［ K］ ，我们得到

｛ φk ｝
T ［ K］｛ φr ｝ ＝ Ω２

r ｛ φk ｝
T ［ M ］｛ φr ｝ （a）

｛ φk ｝
T ［ K］｛ φr ｝ ＝ Ω２

k ｛ φk ｝
T ［ M］｛ φr ｝ （b）

式（a） － 式（b） ，得

（ Ω２
r － Ω２

k ）｛ φk ｝T ［ M］｛ φr ｝ ＝ ０ （c）
若 Ω r ≠ Ω k ，则式（c）要求

｛ φk ｝T ［ M ］｛ φr ｝ ＝ ０ （d）
由于有式（d） ，从式（a）或式（b）中必然得出

｛ φk ｝T ［ K］｛ φr ｝ ＝ ０ （e）
若 r ＝ k ，那么式（c）中（ Ω２

r － Ω２
r ） ＝ ０ ，所以｛ φr ｝T ［ M］｛ φr ｝和｛ φr ｝T ［ K］｛ φr ｝可取任何有

限值 ，均能使式（c）满足 ．因此我们可以令

｛ φr ｝T ［ M］｛ φr ｝ ＝ mr （ f）
｛ φr ｝T ［ K］｛ φr ｝ ＝ kr （g）

此处 mr 和 kr 可称为广义质量和广义刚度 ，以后我们称之为模态质量和模态刚度 ，它们

的数值大小 ，只有当特征向量｛ φr ｝作确定的规格化（或称正规化 ，规范化）处理后 ，才有确

定值 ．
根据式（f）和式（g） ，由式（１桘４５）可以得到
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｛ φr ｝
T ［ K］｛ φr ｝ ＝ Ω２

r ｛ φr ｝
T ［ M］｛ φr ｝

kr ＝ Ω２
r mr ，　 　 　 Ω２

r ＝ kr m－ １
r

（h）

（d） ，（e） ，（f） ，（g） ，（h）各式称为固有振型之间的正交特性 ．集合成矩阵形式 ，便是

　 ［ Φ］T ［ M］［ Φ］ ＝ ［ Mr ］ ，　 ［ Φ］T ［ K］［ Φ］ ＝ ［ Kr ］ ，　 ［ Kr ］［ Mr ］－ １
＝ ［ Ω２

r ］ （１ 桘 ４７）

式中

［ Mr ］ ＝ diag［ m１ 　 m２ 　 … 　 mn ］ ，　 ［ Kr ］ ＝ diag［ k１ 　 k２ 　 … 　 kn ］

［ Ω２
r ］ ＝ diag［ Ω２

１ 　 Ω２
２ 　 … 　 Ω２

n ］ ，　 ［ Φ］ ＝ ［｛ φ１ ｝ 　 ｛ φ２ ｝ 　 … 　 ｛ φ n ｝］ （１ 桘 ４８）

分别称为广义质量阵 、广义刚度阵 、特征值矩阵 ，均为对角阵 ；［ Φ］为固有振型矩阵 ．在以

后的模态分析原理中 ，常将［ Φ］称为模态振型矩阵 ，或简称为模态矩阵 ．相应地［ Mr ］称为

模态质量矩阵 ，［ K r ］称为模态刚度矩阵 ． Ω r 是固有频率 ，模态分析中也称为模态频

率 ．　 　 　 　 　

§ １桘５ 　 坐标变换与方程的解耦

系统的运动方程总是在一定的坐标系中用坐标来描述的 ．选择好的坐标系可以使方

程变得简单 ．一般说来 ，总希望各方程之间尽量减少耦合 ．最理想的情况是每一个方程中

只有一个待求的坐标 ．这样每个方程便可单独求解 ，完全没有耦合 ．设法使一组本来耦合

的方程变为一组无耦合方程 ，称为方程的解耦 ．

一 、坐标系统的选择与耦合的形成

为了说明各种耦合情况与坐标系统选择的关系 ，我们将以图 １桘８ 所示的一个两自由

度系统的振动为例 ．刚性杆两端用弹簧支持 ．该杆的质量中心 G 不在它的几何中心上 ．由
于选用的坐标系不同 ，可出现三种类型的耦合情况 ．

图 １桘８ 　 造成静态耦合的坐标系

１畅 静态耦合 ．若选取 x 和 θ 为坐标 ，如图 １桘８ 所示 ，并且 x 代表质量中心的线性位

移 ，则可导得系统的微分方程为

m 　 ０

０ 　 J

ẍ

θ̈
＋

（ k１ ＋ k２ ） 　 　 （ k２ l２ － k１ l１ ）

（ k２ l２ － k１ l１ ） （ k１ l２１ ＋ k２ l２２ ）

x

θ
＝ ｛０｝ （１ 桘 ４９）
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式中 J 为转动惯量 ．上式中刚度阵为非对角阵 ，即耦合是由于弹性恢复力引起的 ，我们称

之为静态耦合或弹性耦合 ．由上式可以发现 ，如果 k２ l２ ＝ k１ l１ ，则静态耦合亦将消失 ，上

式将变为一组无耦合的方程 ．
２畅 动态耦合 ．若在杆上找到一点 C ，如图 １桘９ 所示 ．若在该点加一静力后会使杆子产

生静态平移 ，即 k１ l３ ＝ k２ l４ ，则选择坐标如图所示时 ，将得到如下微分方程 ：

图 １桘９ 　 造成动态耦合的坐标选择

m me

me Jc

ẍ c

θ̈
＋

k１ ＋ k２ ０

０ k１ l２３ ＋ k２ l２４

xc

θ
＝ ｛０｝ （１ 桘 ５０）

上式中质量阵为非对角阵 ，耦合是通过惯性力形成的 ，我们称之为动态耦合或惯性耦合 ．
这就是说 ，这一坐标系的选择消除了静态耦合 ，却导致了动态耦合 ．

３畅 静动态耦合 ．若将代表移动的坐标选在杆的左端如图 １桘１０ 所示 ，则可得运动方程

为

m ml１

ml１ J１

ẍc

θ̈
＋

k１ ＋ k２ k２ l

k２ l k２ l２
xc

θ
＝ ｛０｝ （１ 桘 ５１）

上式中质量阵和刚度阵均为非对角阵 ，称为静动态耦合 ．

图 １桘１０ 　 造成静动态耦合的坐标选择

由于质量阵或刚度阵有非对角元素 ，因此在每一个微分方程中均出现两个未知坐标

x 和 θ ，使得单个方程不能独立求解 ．

二 、坐标变换与方程解耦

一般情况下 ，多自由度系统的微分方程为
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［ M］｛ ẍ｝ ＋ ［ K］｛ x｝ ＝ ｛０｝ （１ 桘 ５２）

式中［ M］和［ K］之一或二者均为非对角阵 ．上式是一组耦合方程 ．我们前面也曾说明 ，方
程的耦合状态与坐标的选择有关 ，那么我们自然会问 ，能否通过坐标变换达到使方程解耦

的目的 ．
具体地说 ，我们要建立一个新的坐标系 ，把原来在老坐标系中的运动量用新坐标系中

的坐标来表示 ．新 、老坐标变换作为一种线性变换 ，可用下式来表达

｛ x｝ ＝ ［ T］｛ q｝ （１ 桘 ５３）

式中｛ q｝为变换后的新坐标列阵 ，［ T］为转换矩阵 ，它的每一列代表新坐标系中的一个向

量基 ．上式展开可写成

｛ x｝ ＝ q１ ｛ η１ ｝ ＋ q２ ｛ η２ ｝ ＋ … ＋ qn ｛ ηn ｝ （１ 桘 ５４）

由此可见 ，qi 代表｛ x｝在向量基｛ ηi ｝上的分量的大小 ，称为主坐标 ，｛ q｝为坐标列阵 ．上式

所表达的关系也可以看作将｛ x｝向｛ η１ ｝ ，｛ η２ ｝ ，… ，｛ ηn ｝上分解 ．要使这种分解有惟一的

解 ，要求［ T］中各列向量之间是线性独立的 ，即不存在不全为 ０ 的 N 个参数 di ，使下式满足

∑
N

i ＝ １
di ｛ ηi ｝ ＝ ０ （１ 桘 ５５）

于是我们的目的就在于寻得一个坐标变换矩阵以便进行坐标变换 ，使方程（１桘５２）解耦 ．
在前面我们曾经证明 ，系统在作无阻尼自由振动时 ，具有确定的一系列固有频率及相

应的固有振型 ．那么该系统的任一实际振动｛ x｝ ，可否用上述固有振型之线性叠加来表示

呢 ？ 如果可以 ，即有

｛ x｝ ＝ q１ ｛ φ１ ｝ ＋ q２ ｛ φ２ ｝ ＋ … ＋ qn ｛ φ n ｝ ＝ ［ Φ］｛ q｝ （１ 桘 ５６）

那么［ Φ］可能是我们要寻求的坐标变换矩阵 ．一个 N 自由度系统若有 N 个不等特性值 ，
运用正交原理式（１桘４７） ，可以证明 ，它们的相应的特征向量之间必然是线性独立的 ．这就

使［ Φ］具备了作为坐标变换矩阵的基本条件 ．下一步的问题则应考察它是否能使方程

（１桘５２）解耦 ．
将式（１桘５６）代入式（１桘５２）得

［ M ］［ Φ］｛ q̈｝ ＋ ［ K］［ Φ］｛ q｝ ＝ ｛０｝ （１ 桘 ５７）

上式左乘以［ Φ］T 得

［ Φ］T ［ M］［ Φ］｛ q̈｝ ＋ ［ Φ］ T ［ K］［ Φ］｛ q｝ ＝ ｛０｝

运用正交特性式（１桘４７）可得

［ Mr ］｛ q̈｝ ＋ ［ K r ］｛ q｝ ＝ ｛０｝ （１ 桘 ５８）

上式已变成一组无耦合的方程 ，其中任一坐标 qr 可以由下式单独求解

mr q̈r ＋ kr qr ＝ ０ ，r ＝ １ ，２ ，… ，N （１ 桘 ５９）

在上述解耦过程中 ，我们采用固有振型矩阵作为坐标转换矩阵 ，该矩阵又称作固有振
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动模态振型矩阵 ，或简称模态振型矩阵 ，甚至简称为模态矩阵 ．相应地 qr 称为模态坐标 ，

｛ q｝称为模态坐标向量 ．变换后的坐标系统称为模态坐标系统 ．

三 、Reyleigh 阻尼的解耦

在有阻尼的条件下 ，方程（１桘５２）变为

［ M ］｛ ẍ｝ ＋ ［ C］｛ 痹x｝ ＋ ［ K］｛ x｝ ＝ ０ （１ 桘 ６０）

一般地说 ，利用上述模态振型矩阵作坐标变换时 ，并不能使［ Φ］T ［ C］［ Φ］变为对角阵 ．也
就是说 ，阻尼阵在上述模态坐标系统中一般不能解耦 ．

Reyleigh 假定 ，有一类阻尼可以用下式表示

［ C］ ＝ α［ M］ ＋ β［ K］ （１ 桘 ６１）

式中 α 和 β 为常数 ．这种阻尼形式称为比例阻尼 ．具有这种阻尼时 ，方程（１桘６０）变为

［ M］｛ ẍ｝ ＋ （ α［ M］ ＋ β［ K］）｛ 痹x｝ ＋ ［ K］｛ x｝ ＝ ０

运用式（１桘５６）作坐标变换后可得

［ Mr ］｛ q̈｝ ＋ （ α［ Mr ］ ＋ β［ Kr ］）｛ 痹q｝ ＋ ［ Kr ］｛ q｝ ＝ ０

［ Mr ］｛ q̈｝ ＋ ［ Cr ］｛ 痹q｝ ＋ ［ Kr ］｛ q｝ ＝ ０ （１ 桘 ６２）

｛ q̈｝ ＋ （ α［ I］ ＋ β［ Ω２
r ］）｛ 痹q｝ ＋ ［ Ω２

r ］｛ q｝ ＝ ０

式中［ Cr ］称为模态阻尼矩阵 ．因此 ，对于 Rayleigh 阻尼来说 ，它是可以在模态坐标系统中

被对角化的 ，从而可以解除阻尼耦合 ．［ Cr ］中的任一元素 cr 称为模态阻尼系数 ．我们有

cr ＝ αmr ＋ βkr ，　 σr ＝
cr

２ mr
＝ １

２ （ α ＋ β Ω２
r ） ，　 ζr ＝ １

２ （ α ＋ β Ω２
r ）桙 Ω r （１ 桘 ６３）

σr 称为模态衰减系数 ，ζr 称为模态阻尼比 ．

§ １桘６ 　 简谐力激励下的强迫振动

受外界激励而产生的振动 ，称为强迫振动 ．外界的激励可能是直接力激励 ，也可能是

其他类型的激励 ．例如地面运动引起的振动 ，是一种位移激励 ．由激励引起的结构上各点

的运动（位移 、速度和加速度）统称之为响应 ，因此有位移响应 、速度响应和加速度响

应 ．　 　 　 　 　

一 、单自由度系统的强迫振动

我们研究在外界激振力作用下（见图 １桘１１）的强迫振动 ．设激振力为

f ＝ F０ sin ω t

则系统的运动微分方程变为

mẍ ＋ c痹x ＋ kx ＝ F０ sin ω t （１ 桘 ６４）

上式的稳态解为
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图 １桘１１ 　 单自由度系统的强迫振动

x ＝ Xm sin（ ωt ＋ Φ） （１ 桘 ６５）

式中

Xm ＝
F０ 桙m

（ Ω２ － ω２ ）２ ＋ （２ σω）２
，　 Φ ＝ － arctan ２ σω

Ω２
－ ω２ （１ 桘 ６６）

在已知位移响应的表达式后 ，即可得到它的速度和加速度的表达式为

痹x ＝ ωXm cos（ ω t ＋ Φ） ＝ ωXm sin ωt ＋ Φ ＋ π
２ （１ 桘 ６７）

ẍ ＝ ω２ Xm sin（ ω t ＋ Φ ＋ π） （１ 桘 ６８）

从上述位移 、速度 、加速度的表达式可以看出 ，在保证 F０ 不变而 ω 变化时 ，上述三种

响应均将随 ω 的变化而变化 ．现在研究这三种响应的幅值分别在何种条件下达到各自的

最大值 ．
１畅 位移幅值的极值条件

由于

Xm ＝
F０ 桙 m

（ Ω２ － ω２ ）２ ＋ （２ σω）２

为求 Xm 的极值 ，可求 １桙 Xm 的极值 ，极值条件便为

d
d ω［（ Ω２ － ω２ ）２ ＋ ４ σ２ ω２ ］ ＝ ０

由此可得

ω２ ＝ Ω２ － ２ σ２

ωc ＝ Ω １ － ２ σ
Ω

２

＝ Ω １ － ２ ζ
２ （１ 桘 ６９）
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２畅 速度幅值的极值条件

由

ωXm ＝
F０ 桙m

１
ω （ Ω２ － ω２ ）２ ＋ ４ σ２ ω２

用同样的方法可求得速度幅值的极值条件为

ωc ＝ Ω （１ 桘 ７０）

３畅 加速度幅值的极值条件

由

ω２ Xm ＝
F０ 桙 m

１
ω２ （ Ω２ － ω２ ）２ ＋ （２ σω）２

求取
d
d ω

１
ω４ ［（ Ω２ － ω）２ ＋ ４ σ２ ω２ ］ ＝ ０ 时的 ω ，得

Ω２

ω２ ＝ １ － ２ ζ
２ ，　 ωc ＝ Ω

１ － ２ ζ
２

（１ 桘 ７１）

在 ２ ζ 虫 １ 时 ，１桙（１ － ２ ζ
２ ） ≈ １ ＋ ２ ζ

２ ，因此上式可近似为

ωc ＝ Ω １ ＋ ２ ζ
２ （１ 桘 ７１）′

上述三种情况下的幅值极值时的频率称为对应情况下的共振频率 ．表 １桘１ 列出了单

自由度系统的各种特殊频率 ．表 １桘２ 列出了三种响应的幅频特性曲线上的几个特殊频率

处的幅值 ；这三种幅频特性曲线示于图 １桘１２ ．

表 1桘1 　 各种特殊频率

无阻尼 有阻尼

自由振动频率 Ω ＝ k桙 m Ω １ － ζ２ ＝ ν
位移共振频率 Ω Ω １ － ２ ζ２

速度共振频率 Ω Ω

加速度共振频率 Ω Ω桙 １ － ２ ζ２

表 1桘2 　 特殊频率时的幅值

ω ＝ ０ ω ＝ Ω 共振时 ω ＝ ∞

X m F０桙 k ＝ X０
X０
２ ζ

X０

２ ζ １ － ζ２
０

ωX m ０ １
２ ζ

F０

k Ω ＝
V０

２ ζ
V０

２ ζ
０

ω２ Xm ０ Ω２

２ ζ
F０

k ＝
A ０
２ ζ

A０

２ ζ １ － ζ２
F０

m ＝ A０

这里所说的响应幅值达到极值的条件 ，就是我们通常所说的共振条件 ．从上面的讨论

可知 ，位移共振 、速度共振以及加速度共振 ，各有自己的共振频率 ．可见 ，在有阻尼的条件

下强迫振动有两种响应的共振频率都不同于固有频率（无阻尼自由振动频率） Ω ，只有速
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图 １桘１２ 　 位移 、速度 、加速度响应的幅频特性曲线

度共振频率与 Ω 相同 ．

二 、多自由度系统的强迫振动

一个具有 N 个自由度的系统的强迫振动方程为

［ M］｛ ẍ｝ ＋ ［ C］｛ 痹x｝ ＋ ［ K］｛ x｝ ＝ ｛ f｝ （１ 桘 ７２）

对于一般的已知激励力 ，运用数值计算方法总是可以解出响应来的 ．然而 ，对于大型结构 ，
具有非常多的自由度 ，响应的计算是耗费巨大的 ．一般的计算过程是这样的 ：

１畅 求该系统的特征值与特征向量

由该式的特征方程

det（ － ω２ ［ M］ － ［ K］） ＝ ０ （１ 桘 ７３）

求得 N 个特征值及相应特征向量

Ω２
１ ，Ω２

２ ，… ，Ω２
N

｛ φ１ ｝ ，｛ φ２ ｝ ，… ，｛ φN ｝ （１ 桘 ７４）

２畅 假定［ C］为 Rayleigh 阻尼 ，则作坐标变换

｛ x｝ ＝ ［ Φ］｛ q｝

可得

mr q̈ ＋ cr 痹q ＋ kr qr ＝ f r ，　 　 r ＝ １ ，２ ，… ，N （１ 桘 ７５）

式中
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mr ＝ ｛ φr ｝
T ［ M］｛ φr ｝ ，　 　 kr ＝ ｛ φr ｝

T ｛ φr ｝

cr ＝ ｛ φr ｝
T ［ C］｛ φr ｝ ，　 　 f r ＝ ｛ φr ｝

T ｛ f｝
（１ 桘 ７６）

于是 qr 可以单独求解 ．
３畅 在求得所有的 qr 后 ，即求得｛ q｝后 ，可按下式来计算结构系统各点的响应

｛ x｝ ＝ ∑
N

r ＝ １
qr ｛ φr ｝ （１ 桘 ７７）

上述解题过程称为模态叠加法 ，qr 可以理解为第 r 阶固有振动模态｛ φr ｝对实际振动

｛ x｝所作的贡献 ．各阶模态所作贡献的大小除取决于结构本身的特点外 ，还取决于结构受

激励力的频率范围 ，以及激振力分布的情况 ．一般说来只有其固有频率处于激励频率附近

的那些模态的贡献大 ，远离激励频率的那些模态的贡献越来越小 ．因此 ，在实际计算中 ，只
要考虑这样一些贡献大的模态就够了 ，这将使计算量大大减少 ．直接通过实验求得特征值

和特征向量以及对应的其他模态参数 ，这就是实验模态分析的任务 ．模态分析法可以不必

去求出所有的特征值和特征向量 ，而只是求出人们所需要的那几阶 ，包括模态质量 、模态

刚度和模态阻尼 ，用以建立响应计算模型 ．运用这些模态参数建立的响应计算模型 ，我们

称之为模态模型 ．

§ １桘７ 　 单位脉冲响应函数与杜哈美尔（Duhamel）积分

上一节我们讨论了在简谐激励下的强迫振动 ．对于线性系统而言 ，简谐激励下的强迫

振动是周期激励强迫振动的基础 ．本节将讨论在瞬态或其他非周期性激励条件下的振动

响应 ．我们将先介绍单位脉冲函数 ，并研究由这种脉冲冲量所引起的响应 ，称为单位脉冲

响应函数 ．我们将会发现 ，单位脉冲响应函数实质上是振动系统特性的一种表现形式 ，它
包含系统的全部动特性参数 ．最后 ，介绍运用杜哈美尔积分求取系统对于一般载荷条件的

响应 ．

一 、单位脉冲（unit impulse）和单位脉冲响应函数

定义 ：单位脉冲 δ（ t）是这样一种函数 ，它具有以下性能

δ（ t） ＝

０ ，t ≠ ０

大于任何给定值 ，当 t ＝ ０ 时 ；但有∫
∞

－ ∞
δ（ t）d t ＝ １

（１ 桘 ７８）

单位脉冲是一种极限脉冲 ，其物理意义可用图 １桘１３ 来解释 ．该图说明 ，若将 δ（ t）看成是

力函数 ，则 δ（ t）是图（a）所示冲量为 １ 的矩形脉冲在脉宽 ε → ０ 时的冲击力的极限情况

（图（b）） ．δ（ t）具有力的量纲 ．
工程应用中还定义了一种延时单位脉冲 δ（ t － t′） ，其定义为

δ（ t － t′） ＝

０ ，当 t ≠ t′ 时

大于任何指定值 ，当 t ＝ t′时 ；但有∫
∞

－ ∞
δ（ t － t′）d t ＝ １

（１ 桘 ７９）
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延时单位脉冲函数如图 １桘１４ 所示 ．单位脉冲函数又称 Dirac delta 函数或简称 Dirac 函数 ．
Dirac 函数有以下特性 ：

图 １桘１３ 　 单位脉冲的物理解释 图 １桘１４ 　 延时单位脉冲函数

（１）∫
∞

－ ∞
pδ（ t）d t ＝ p∫

∞

－ ∞
δ（ t）d t ＝ p ，p 为常数时 ；

（２） 它的傅里叶变换 ：F［ δ（ t）］ ＝ ∫
∞

－ ∞
δ（ t）e － j ω t d t ＝ ∫

∞

－ ∞
δ（ t）e － j ω ０ d t ＝ ∫

∞

－ ∞
δ（ t）d t

＝ １ ；这一特性表明 ，单位脉冲激振力提供白谱 ；

（３）∫
∞

－ ∞
y（ t） δ（ t － t′）d t ＝ y（ t′） ，　 ０ ＜ t′ ＜ ∞ ．

该式表明 Dirac 函数的抽样特性 ．

图 １桘１５ 　 单位脉冲力作用于单自由度系统

单位脉冲力作用于图示单自由度系统时 ，其振动微分方程为

mẍ ＋ c痹x ＋ kx ＝ δ（ t）

对上式积分并取极限得

lim
ε → ０∫

ε
２

－
ε
２

（ mẍ ＋ c痹x ＋ kx）d t ＝ lim
ε → ０∫

ε
２

－
ε
２

δ（ t）d t

lim
ε → ０

（ m痹x ＋ cx）
ε
２

－ ε
２

＋ k∫
ε
２

－
ε
２

xd t ＝ １

m痹x
＋ ０

－ ０
＋ ０ ＋ ０ ＝ １

上式意味着在 t ＝ ０ 时 痹x（０）有一突变 ，即
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痹x（０） ＝ １
m

这就是说单位脉冲激励的效应使系统获得初始速度 痹x（０） ＝ １
m ．因为这一脉冲作用的时间

很短 ，此后系统即作自由振动 ，并由下式决定

x（ t） ＝ Xe－ σ t sin（νt ＋ α）

t ＝ ０ ，　 x（０） ＝ ０ ，　 痹x（０） ＝ １
m

根据初始条件可确定 X 和 α ．最后将得到

x（ t） ＝ １
mνe

－ σ t sin νt （１ 桘 ８０）

式中 ν ＝ Ω １ － ζ
２ ，Ω ＝ k

m ，σ ＝ c
２ m ，ζ ＝ c

２ mk
＝ σ

Ω ．式（１桘８０）即为单位脉冲响应函

数 ，又称为单自由度系统的时域响应函数 ，用 h（ t）来表示 ，即

h（ t） ＝ １
mνe－ σ t sinνt ，　 t ≥ ０ （１ 桘 ８１）

h（ t）有以下特性 ：

（１） h（ t） ＝
１
mνe

－ σ t sinνt ，t ≥ ０

０ 　 　 　 　 　 t ＜ ０
（１ 桘 ８２）

（２） h（ t － τ） ＝
１
mνe － σ（ t － τ） sinν（ t － τ） ，t ≥ τ

０ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t ＜ τ
（１ 桘 ８３）

不难发现 h（ t）的表达式包含系统的所有的动特性参数 ，它实质上是系统动特性在时域的

一种表现形式 ．h（ t）是单位脉冲冲量的响应 ，其量纲为［位移桙冲量］ ．

二 、单位脉冲响应函数的时 － 频变换

h（ t）的傅里叶变换用 H（ ω）来表示 ，我们称之为频域响应函数 ，它是系统的动特性

在频域的表现形式 ．运用欧拉公式得

h（ t） ＝ e － σ t

mν · j
２ （e － j ν t － ej ν t ） ＝ j

２ mν｛e－ （ σ ＋ j ν） t － e－ （ σ － j ν） t ｝ （１ 桘 ８４）

H（ ω） ＝ F［ h（ t）］ ＝ j
２ mν∫

∞

０
［e－ （ σ ＋ j ν ） t － e－ （ σ － j ν） t ］e－ j ω t d t

＝ j
２ mν∫

∞

０
［e－ （ σ ＋ j ν ＋ j ω ） t

－ e－ （ σ － j ν ＋ j ω ） t ］e－ j ω t d t

＝ j
２ mν

１
－ ［ σ ＋ j（ν ＋ ω）］

－ １
－ ［ σ ＋ j（ν － ω）］
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＝ － １
２ mν

１
j σ － （ ν ＋ ω）

－ １
j σ ＋ （ ν － ω）

＝ － １
２ mν

２ν
［ jσ － （ν ＋ ω）］［ jσ ＋ （ν － ω）］

＝ － １
m

１
－ σ２

－ （ ν２ － ω２ ） － j２ σω ＝ １
m

１
σ２

＋ ν２
－ ω２

＋ j２ σω
＝ １

m
１

Ω２ － ω２ ＋ j２ σω ＝ １
k － ω２ m ＋ j ωc

因此有

H（ ω） ＝ １
m

１
Ω２

－ ω２
＋ j２ σω ＝ １

k
１

１ － ω
Ω

２

＋ j２ ζ ω
Ω

（１ 桘 ８５）

上式积分限从 ０ 到 ∞ ，称为单边傅里叶变换 ．
h（ t）的拉普拉斯变换用符号 H（ s）表示 ，H（ s）称为传递函数 ，

H（ s） ＝ L［ h（ t）］ ＝ ∫
∞

０
h（ t）e－ s t d t

h（ t）用式（１桘８４）代入 ，积分后可以得到

H（ s） ＝ j
２ mν

１
s － s 倡

１
－ １

s － s１ ＝
－ j １

２ mν
s － （－ σ ＋ jν） ＋

j １
２ mν

s － （ － σ － jν） （１ 桘 ８６）

式中令 s１ ＝ － σ ＋ jν ，　 s 倡
１ ＝ － σ － j ν ．H（ s）与 H（ ω）显然有以下关系

H（ ω） ＝ lim
s → j ω

H（ s）

三 、杜哈美尔积分

系统在 Dirac 函数作用下 ，其响应可表为脉冲响应函数 h（ t） ．若系统受到连续力函数

的作用 ，其响应可用杜哈美尔积分来求得 ．
让我们先考虑系统在图 １桘１６（a）所示的冲量 f（ τi ）Δ τi 作用下的响应 ．此系统的微分

方程可写成积分形式如下 ：

∫
τ i ＋

Δ τ i
２

τ i －
Δ τ i
２

（ mẍ ＋ c痹x ＋ kx）dτ ＝ f（ τi ）Δ τi

当 Δ τi → ０ 时 ，上式变为

m痹x
＋ ０

－ ０
＝ f（ τi ）Δ τi

上式意味着在 τ ＝ τi 时的初始条件为
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x（ τi ） ＝ ０ ，　 　 痹x（ τi ） ＝ f（ τi ）Δ τi

m

因此 ，其响应为

x（ t） ＝

f（ τi ）Δ τi

mν e－ σ （ t － τ i ） sin ν（ t － τi ） ， t ≥ τi

０ ， t ＜ τi

＝ h（ t － τi ） f（ τi ）Δ τi

图 １桘１６ 　 系统在冲量 f（ τ i ） Δ τi 作用下的响应

（a）矩形脉冲激励 ，其冲量为 f（ τi ） Δτi ；（b）响应

图 １桘１７ 　 力函数 f（ t）用一系

列矩形脉冲来近似

若系统受到图 １桘１７ 所示的力函数 f（ t）的作用 ，其响应可用各微冲量的叠加得到 ：

x（ t） ＝ ∑
t桙 Δ τ

i ＝ １

f（ τi ）Δ τ
mν e－ σ（ t － τ i ） sinν（ t － τi ）

当 Δ τ 足够小 ，Δτ → d τ ，则上式的叠加可用积分形式代替

x（ t） ＝∫
t

０

１
mνe

－ σ （ t － τ ） sinν（ t － τ） f（ τ）dτ ＝ ∫
t

０
h（ t － τ） f（ τ）d τ （１ 桘 ８７）

上式即为时域响应表达式 ，这种积分形式称为卷积 ，用 h（ t） 倡 f（ t）来表示 ，即

x（ t） ＝∫
t

０
h（ t － τ） f（ τ）dτ ＝ h（ t） 倡 f（ t）

在以上的推导中 ，我们假定 f（ τ）只在 τ ≥ ０ 时有值 ，即

f（ τ） ＝
f（ τ） ， τ ≥ ０

０ ， τ ＜ ０

并有

h（ t － τ） ＝
h（ t － τ） ， t ≥ τ

０ ， t ＜ τ

考虑到 f（ τ）和 h（ t － τ）的上述单边特性后 ，卷积可有以下几种表达式 ：
（１） 原始表达形式
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