
前　　言

弹性动力学是理论物理学的重要分支学科,其任务是在力学实验定律的基础

上,进一步引进数学方法来研究弹性物体受力与变形间的静、动态关系问题,被广

泛应用于地震勘探、建筑工程、海洋勘测以及爆破技术等众多领域,成为某些新学

科的支撑点．为了适应学科的发展和高等学校教学及科技人员的需要,特地编写此

书,作为弹性动力学的基础教材,旨在深入地讨论弹性动力学的基本概念、原理和

方法．
本书是以地球物理等专业的学生和科技人员为主要对象而编写的专业基础理

论教材．书中系统地阐述了应力分析、应变分析、应力和应变的关系以及弹性波动

方程、弹性波的传播、弹性波的激发等重要基础理论,并对地震中经常遇到的主应

力、主应变、平面波、球面波、柱面波、瑞利波、洛夫波等给予了特殊的强调,同时对

上述理论的具体应用及有关前沿问题进行了必要的介绍．限于课时及专业等原因,
本书只对弹性动力学固体部分进行了讨论,未涉及其他部分．

本书采用近年来国内外参考书及有关文献中较为常用的哑指标规则,并对其

作了较为详细的论述．本书按照高等学校工科教学大纲的要求,内容介绍由浅入

深,循序渐进,突出基本理论、基本概念与基本分析方法;使学生在有限的学时内,
掌握基本知识;并在每章配有相应的讨论内容,以便学生自学和提高;每章末还配

有相应的习题与参考答案,以加强学生对理论的理解和应用;书后还设有主要参考

文献和附录．
本书是作者在总结多年教学、科研经验的基础上编写而成的,参考教学时数为

６０学时．全书共９章,第１、２、３、４章由张伯军、刘财编写,第５章由冯晅、张伯军编

写,第６、７章由刘财、刘洋、张伯军编写,第８、９章由刘财、王典、冯晅编写．王世煜

对全书的图稿进行了整理和绘制．
本书在编写构思和选材中,参考了书后所列文献的一些编写思想,采用了其中

一些内容、例题和习题,在此向这些文献的作者表示诚挚的感谢!
由于作者水平有限,书中难免有不足之处,欢迎广大读者批评指正．欢迎读者

反馈宝贵意见和建议,交流教学体会和经验,以便使我们不断修正错误、汲取经验,
使本书进一步完善和提高．

作　者

２０１０年３月
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　第１章

基 础 知 识

本章主要叙述哑指标规则和材料力学中关于应力、应变的概念以及弹性力学

的基本假设,为进一步学习奠定基础．特别是哑指标规则,在以后的运算中会经常

遇到,应该予以足够的重视．

１１　哑指标和克罗内克符号

１１１　哑指标

　　在通常表达式中,习惯以x、y、z表示坐标轴,以A表示某一向量(一阶张量),

以B表示二阶张量,以 ∑ 表示求和等．
若采用哑指标规则,则将以xi(i＝１,２,３)表示坐标轴,以Ai(i＝１,２,３)表示向

量A在xi 坐标轴上的３个分量,以Bji(j,i＝１,２,３)表示二阶张量B 在xi 坐标系

中的９个分量,求和时省略求和符号 ∑ ,如以aixi 表示 ∑
３

i＝１
aixi 等．

由此可见,采用哑指标规则,就是用一些添加角标(指标)的符号,代替直接表

明自身意义的符号．这样的代换会给运算与书写带来方便．
按照上述对应关系,矢量式

C＝AB＋D (１１)
可写成

Ci ＝AjBji＋Di (１２)
由于式(１１)的展开式为

C＝C１i１＋C２i２＋C３i３ 　
＝ (A１i１＋A２i２＋A３i３)[B１１i１i１＋B１２i１i２＋B１３i１i３＋B２１i２i１＋B２２i２i２

　＋B２３i３＋B３１i３i１＋B３２i３i２＋B３３i３i３]＋ D１i１＋D２i２＋D３i３( )

＝ A１B１１＋A２B２１＋A３B３１( )i１＋ A１B１２＋A２B２２＋A３B３２( )i２

　＋ A１B１３＋A２B２３＋A３B３３( )i３＋ D１i１＋D２i２＋D３i３( )

即



C１ ＝A１B１１＋A２B２１＋A３B３１＋D１

C２ ＝A１B１２＋A２B２２＋A３B３２＋D２ (１３)

C３ ＝A１B１３＋A２B２３＋A３B３３＋D３

而式(１２)的意义应为

Ci ＝ ∑
３

j＝１
AjBji＋Di

将其展开,则得

C１ ＝ ∑
３

j＝１
AjBj１＋D１ ＝A１B１１＋A２B２１＋A３B３１＋D１

C２ ＝A１B１２＋A２B２２＋A３B３２＋D２ (１４)

C３ ＝A１B１３＋A２B２３＋A３B３３＋D３

可见式(１３)与式(１４)完全一致,故Ci 与C 是同一矢量的不同表示形式．
对于式(１２),如果将其改写为如下形式,即

Ci ＝AkBkl ＋Di,l,k＝１,２,３ (１５)
则根据式(１２)的展开过程可知,式(１５)与式(１２)完全相同,不同的只是k、l代

换了j、i．
至此,对哑指标规则可归纳如下:
(１)表达式中某一项出现重复指标 [如式(１２)中的j],则意味着对该指标求

和(从１到３)．而对其他单独出现的指标 [如式(１２)中的i],则意味着可分别取

１、２、３．
(２)同一等式中的不同项,单独出现的指标数目和符号必须相同 [如式(１２)

中的每一项单独出现的指标都只有一个,并且符号都是i]．
(３)同一等式中的某项出现的重复指标,将其都换记为别的符号,并不影响结

果 [如式(１５)中k代换式(１２)中的j]．
(４)同一等式中所有项内单独出现的某一指标,都换记为别的符号,并不影响

结果 [如式(１５)中的l代换式(１２)中的i]．
例１ １　试按哑指标规则展开下列各式:
(１)ε＝ejinjni;

(２)∂σji

∂xj
＋ρfi＝ρ

∂２ui

∂t２ ．

解　(１)从式中可以看出,等式右端的指标j和i都为重复出现的指标．根据

哑指标规则可知,应对j和i分别从１到３求和．为清楚起见,先对j求和,将i视

为不变,有

ε＝e１in１ni＋e２in２ni＋e３in３ni

再将i从１到３求和,得
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ε＝e１１n１n１＋e１２n１n２＋e１３n１n３＋e２１n２n１＋e２２n２n２

＋e２３n２n３＋e３１n３n１＋e３２n３n２＋e３３n３n３

如果求和式中存在３个或更多个重复指标(如ε＝ejiniknkj等)时,则依旧按上

述规律,逐一对重复指标求和即可．
(２)从式中可以看出,等式左端的第一项有重复指标j,其他各项均有单独指

标i,根据哑指标规则可知,对j应从１到３求和,对i分别取１、２、３．如此,当i取１
时,有

∂σj１

∂xj
＋ρf１＝ρ

∂２u１

∂t２

再对j求和,得

∂σ１１

∂x１
＋
∂σ２１

∂x２
＋
∂σ３１

∂x３
＋ρf１＝ρ

∂２u１

∂t２

同理,当i＝２时,有
∂σ１２

∂x１
＋
∂σ２２

∂x２
＋
∂σ３２

∂x３
＋ρf２＝ρ

∂２u２

∂t２

当i＝３时,有

∂σ１３

∂x１
＋
∂σ２３

∂x２
＋
∂σ３３

∂x３
＋ρf３＝ρ

∂２u３

∂t２

由此可知,表达式中的某一项,只要存在重复指标,则无论该项是乘式形式还是除

式形式,是代数形式还是微分形式,都应予以求和．对表达式中出现的单独指标,则
应分别取１、２、３．

１１２　克罗内克符号δji

如果用二阶张量δji表示一特殊形式的二阶张量即二阶单位张量,则根据二阶

张量δji的矩阵表示

　δ１１ δ２１ δ３１

　δ１２ δ２２ δ３２

　δ１３ δ２３ δ３３

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(１６)

和二阶单位张量的矩阵表示

　１ ０ ０
　０ １ ０
　０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(１７)

知

δji ＝
１,　 当i＝j时

０,　 当i≠j时{ (１８)
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此式即克罗内克(Kronecker)符号的定义式．根据此定义知,δji的矩阵表示式具有

与任意矩阵相乘时得原矩阵的性质(参线性代数)．正是这样的性质,决定了δji在

运算过程中的特殊性．
首先,使δji作用于任意矢量Ai 上,成为δjiAi．根据哑指标规则,i为重复指

标,故应有

δjiAi＝δj１A１＋δj２A２＋δj３A３

当j＝１时,有
δ１iAi＝δ１１A１＋δ１２A２＋δ１３A３＝A１

同理j＝２时,有
δ２iAi＝A２

当j＝３时,有
δ３iAi＝A３

这与Aj(j＝１,２,３)完全一致．因此可建立等式

δjiAi ＝Aj (１９)
　　其次,再使δji作用于任意二阶张量Bik上成为δjiBik,按哑指标规则,i为重复

指标,故应有

δjiBik＝δj１B１k＋δj２B２k＋δj３B３k

因为j≠i时,δji＝０,因此,当j取１时,等式右端只有第一项不为零,且当k取１、
２、３时,得３个分量B１１、B１２、B１３;而当j取２时,等式右端第二项不为零,对应k取

１、２、３,得３个分量B２１、B２２、B２３;同理,j取３时,得３个分量B３１、B３２、B３３．这９个

分量与二阶张量Bik的９个分量完全一致．因此,可建立如下关系式:
δjiBik ＝Bjk (１１０)

从式(１９)与式(１１０)可以看出,二阶单位张量δji作用于任意阶张量时,只需将任

意阶张量中与δji对应出现的重复指标用δji内的另一单独指标替换而省略δji即

可．比如,
δjiBjl＝Bil

δjiBiklm＝Bjklm

δjiBji＝Bjj＝Bii　(缩并)
等,反过来,如果见到Bjk,应该立即想到它可以写成δjiBik等．

１１３　缩环符号δklm

为按哑指标规则进行矢量叉乘运算,引入一特殊的三阶张量δklm(循环符号),
使其为

δklm ＝
０, 当klm 有任意两个或三个相等时

１, 当klm 为１２３,２３１,３１２排列时

－１, 当klm 为１３２,３２１,２１３排列时

ì

î

í

ïï

ïï
(１１１)
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图１ １

如δ１１２＝δ１１１＝δ２３２＝δ３３１＝０,δ２３１＝１,δ１３２＝－１等．为记忆

方便,可 将 角 标 １、２、３ 分 别 标 在 圆 周 的 对 称 位 置 上

(图１ １),由图与定义式(１１１)可以看出,无论以１、２、３
哪一个数字指标为起点,按其顺时循环排列(或称偶序)
时,δklm为＋１,逆时循环排列(或称奇序)时为－１,出现重

复数字指标排列时为０．
根据δklm的定义,可以证明矢量式

A＝B×C
可以写成

Ak ＝δklmBlCm (１１２)
的形式,因为按哑指标规则,当式(１１２)中单独指标k取１时,有

A１ ＝δ１１１B１C１＋δ１１２B１C２＋δ１１３B１C３＋δ１２１B２C１＋δ１２２B２C２

　＋δ１２３B２C３＋δ１３１B３C１＋δ１３２B３C２＋δ１３３B３C３

＝δ１２３B２C３＋δ１３２B３C２

＝B２C３－B３C２

同理有

A２＝B３C１－B１C３

A３＝B１C２－B２C１

而对A＝B×C按叉乘法则展开,可得

A＝A１i１＋A２i２＋A３i３ 　

＝
i１ i２ i３

B１ B２ B３

C１ C２ C３

＝ B２C３－B３C２( )i１＋ B３C１－B１C３( )i２＋ B１C２－B２C１( )i３

式中,分量A１、A２、A３ 与式(１１２)展开的结果完全相同．

１１４　微分符号

利用上述符号规则,微分算符

Δ

的分量形式可以用 ∂
∂xi

来表示．例如,对空间任

意标量Φ求梯度,则由梯度的定义知

Δ

Φ＝
∂Φ
∂x１

i１＋
∂Φ
∂x２

i２＋
∂Φ
∂x３

i３

如果将

Δ

Φ换记为∂Φ
∂xi

,当i取１、２、３时,有

∂Φ
∂x１

,∂Φ
∂x２

,∂Φ
∂x３

æ

è
ç

ö

ø
÷
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这３个值正是

Δ

Φ的３个分量．由矢量合成与分解知,一个矢量的３个分量被确定,

则这个矢量也被确定．因此可以说

Δ

Φ与∂Φ
∂xi

是同一矢量的不同表示形式．

与此对应,对某一矢量场A求散度,则可将

Δ

A写成
∂Ai

∂xi
,因为

Δ

A＝
∂A１

∂x１
＋
∂A２

∂x２
＋
∂A３

∂x３

与

∂Ai

∂xi
＝
∂A１

∂x１
＋
∂A２

∂x２
＋
∂A３

∂x３

完全一致．

对某一矢量场A求旋度时,

Δ

×A的３个分量可以用δklm
∂Am

∂xl
表示,如当k＝１

时,有

δklm
∂Am

∂xl
＝δ１lm

∂Am

∂xl
＝δ１２３

∂A３

∂x２
＋δ１３２

∂A２

∂x３
＝
∂A３

∂x２
－
∂A２

∂x３

同理

δ２lm
∂Am

∂xl
＝
∂A１

∂x３
－
∂A３

∂x１

δ３lm
∂Am

∂xl
＝
∂A２

∂x１
－
∂A１

∂x２

此结果与

Δ

×A展开时的３个分量相同．
类似地,

Δ

２Φ可记为

∂
∂xi

∂
∂xi

Φ

∮S
AndS＝∫V

Δ

AdV　(高斯定理)

可记为

∮S
AinidS＝∫V

∂Ai

∂xi
dV

∮l
Adl＝∫S

Δ

×AndS　(斯托克斯定理)

可记为

∮l
Akdxk ＝∫S

δklm
∂Am

∂xl
nkdS

等．值得注意的是,采用上述符号规则表达一个具有矢量性的结果时,它仅仅表达
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了该矢量在xi 坐标轴上的分量值的大小．当然,只要知道一个矢量在各坐标轴上

的分量值,这个矢量即被确定．

１２　应力的概念

为了从分子结合力的角度讨论应力的概念,给出分子与分子之间结合力的数

学表达式,即

F(r)＝
a′

rm＋１ －
b′

rn＋１
(１１３)

式中,a′、b′、m、n(n＞m)为与材料有关的常数,r为两个分子间的距离．F(r)随r变

化的情形如图１ ２所示．

图１ ２

从图１ ２中可以看出,构成宏观物体的分子与分子之间同时存在着吸引力与

排斥力,当r＝r０ 时,吸引力与排斥力相互抵消,分子处于平衡位置．如果设想某宏

观物体是由大量的处于平衡位置的分子所组成的,那么称宏观物体所处的状态为

自然状态．由式(１１３)知,自然状态的宏观物体也有内力作用,但此内力没有改变

物体自身形态的能力,对外不显力的作用．如果对此处于自然状态的物体施加外

力,如某一方向施加拉力,则此拉力在物体内部的微观表现相当于各分子之间在这

个方向上增加了排斥力,它将使分子之间的距离增大(r＞r０),直到这个排斥力与

分子间由于r＞r０ 而产生的吸引力相等时为止;反之,如果物体受的是某一方向上

的压力,则相当于物体内各分子之间在这个方向上增加了吸引力,它将使分子之间

距离减小(r＜r０),直至分子之间由于r＜r０ 而产生的排斥力与此吸引力相等时为

止．这些由于r＞r０ 或r＜r０ 而产生的吸引力与排斥力都具有使物体恢复自然状态
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的性质,它们直接反映了外力的作用效果．所以称这种在外力作用下物体内部由于

r＞r０或r＜r０ 而产生的力为附加内力．
有了附加内力的概念,再来看一个简单的受力情形．设有一处在自然状态的矩

形柱体,在两端施加拉力F(图１ ３),由于拉力的作用,柱体内将产生由r＞r０ 而

引起的附加内力．如果在M 处沿垂直于x１ 轴(轴线)方向截取一正截面ab使柱体

分成甲、乙两块,在截面两侧分别用力线表示质点间的相互作用,那么当外力F＝０
时,由于甲乙两块各自平衡,故该截面上没有附加内力．如果F≠０,则从它们所处

的新的平衡状态 [图１ ３(b)]知,截面上应有一附加内力F,它的方向与外力F 相

反．把此附加内力F 与所截取的截面面积(设为A)的比值称为M 点在该截面上的

应力,以σ１１表示,其数学表示式为

σ１１ ＝
F
A

(１１４)

即应力为所取截面单位面积上的附加内力．σ１１中的第一个角标表示所取截面的法

线方向与x１ 轴平行;第二个角标表示力的方向与x１ 轴平行．

图１ ３

如果上述物体的受力情形不变,而改变截面的选取方向,使其法线方向n与

x１ 轴成θ角(图１ ４),则斜截面cd的面积为An＝A/cosθ．从甲乙两块柱体的平衡

得知,作用在cd截面上的总附加内力仍然是F,且平行于x１ 轴．根据应力的定义,

cd截面上的应力为

Pn ＝
F

A/cosθ
＝σ１１cosθ (１１５)

式中,σ１１＝F/A 表示正截面ab上的应力,Pn 表示法线方向为n 的斜截面cd 上的

应力,其方向与截面上的合力F 相同．从式(１１５)可以看出,过M 点选取不同的截

８ 弹性动力学简明教程



图１ ４

面,会得到不同的应力值．随着θ的增长,应力值变小,当θ＝９０°时,Pn＝０．由此可

见斜截面上的应力Pn 不但与力F 的大小有关,还与斜截面的方向有关．因此,笼
统地说“物体内某点的应力”其含义是不清的．

为了便于对某些具体问题进行力学分析,常把上述Pn(也称总应力)分解为垂

直于截面和平行于截面的两个分量．由图１ ４可知,垂直于截面即沿截面外法线

方向n的分量为

σn ＝Pncosθ＝σ１１cos２θ (１１６)

σn 称为正应力分量．平行于截面的分量为

στ ＝Pnsinθ＝σ１１cosθsinθ (１１７)

στ 称为剪应力分量(也称扭应力)．
根据解析几何可知,图１ ４中外法向单位矢量n的方向余弦分别为

n１ ＝cos(n,i１)＝cosθ
n２ ＝cos(n,i２)＝sinθ

(１１８)

式中,i１、i２ 分别为x１、x２ 轴向上的单位矢量,将n１、n２ 代入正应力与剪应力的表示

式中,得

σn ＝σ１１n２
１

στ ＝σ１１n１n２

(１１９)

图１ ５

这样代换是为了与后面所讲问题的表示相一致．
关于正应力与剪应力的正负号问题,做如下规定:
正应力以拉应力为正;剪应力以使物体产生顺时

针转动趋势的剪应力为正．
例１ ２　根据应力的定义求解一横截面积为

A,高为h,上端受压力P,在自重作用下的柱体各

横截面上的应力(图１ ５)．已知材料的容重(单位

体积内的质量)为(ρg/１０００)kg/cm３．
解　选如图１ ５所示的坐标系,取任一横截

面距顶端的距离为x３,则在x３ 处的横截面上所受
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合力F３ 应为

F３＝P＋ ρg
１０００

(Ax３)

根据应力的定义,在此截面上的应力σ３３应为

σ３３＝
F３

A
＝

P
A

＋ ρg
１０００

x３

因为x３ 处横截面所受的是压应力,所以体现在数学表示式上应为

σ３３＝－
P
A

＋ ρg
１０００

x３
æ

è
ç

ö

ø
÷

当x３＝０时,有

σ３３＝－
P
A

当x３＝h时,有

σ３３＝－
P
A

＋ ρg
１０００

hæ

è
ç

ö

ø
÷

例１ ３　参看图１ ６(a),有一个半径为a,壁厚为h的柱状气缸,受内压力P
的作用,试求该气缸壁沿圆周方向上的应力．

图１ ６

解　 为 方 便 起 见,在 柱 状 气 缸 上 截 取 一 单 位 长 度 的 圆 环,其 正 视 图 如

图１ ６(b)所示．从图中可以看出,在压力P 的作用下,圆环任意横截面上均受一

拉力T [图１ ６(c)]的作用．根据圆环所处的新的平衡状态知,P 在竖直方向上的

投影(半环内的)应该与２T 的量值相等．采用极坐标系,可列如下方程:

－２T＋∫
n

０
Palsinφdφ＝０

于是有

T ＝
１
２
Pa∫

n

０
sinφdφ＝Pa

因为T 作用的面积为hl,所以圆环切线方向的应力为

０１ 弹性动力学简明教程


