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前    言 

为保证传动质量，齿轮传动要求平稳，即一对相互啮合的齿轮应匀速转动。

为保证两个定轴齿轮匀速转动，两轮齿廓在接触点的公法线与两轮轮心的连线必

须相交于一定点，这样的齿廓是一种共轭齿廓。根据这一原理设计的齿轮传动为

定比传动(传动比为常数)，可获得定传动比的齿廓曲线有无数个。因此，关于齿轮

齿廓(共轭齿廓)的求解问题自然而然地摆在国内外齿轮研究学者们面前。目前常用

的共轭齿廓求解方法有三种[1,2]：①根据已知的齿廓，求另一个与之配对的共轭齿

廓；②根据已知的齿条齿廓，求一对共轭齿廓；③根据已知的接触轨迹(或啮合轨

迹)，求一对共轭齿廓；相反地，根据已知的齿廓亦可确定齿条刀具齿廓和齿廓接

触轨迹。 

齿轮传动除要求传动平稳，还要求承载能力高、齿面滑动系数小、摩擦磨损

小、传动效率高、易于加工和测量等。根据接触应力的赫兹计算公式，齿轮齿面

接触疲劳强度与接触点齿廓综合曲率半径的平方根成正比。在计算轮齿的弯曲强

度时，应考虑齿根过渡曲线对齿根应力集中大小的影响。齿面滑动系数是衡量齿

轮传动质量的一个重要指标。在其他条件相同时，若滑动系数的绝对值大，齿面

的摩擦磨损就大；滑动系数的绝对值小，齿面的摩擦磨损就小。齿轮齿形决定了

滑动系数的大小，齿形不同，滑动系数的大小就不同。由此可见，为分析研究齿

轮的承载能力和传动性能，必须研究齿轮齿廓的几何特性。 

本书提出了啮合角函数的概念，建立基于啮合角函数的平面共轭齿廓啮合的

普遍理论，着眼于啮合角函数这一新视角，全面系统地论述了圆齿轮齿廓、非圆

齿轮齿廓和凸轮轮廓的廓形求解及其几何特性分析，最终形成了一套新的、全面、

系统、统一的理论体系。为圆齿轮、非圆齿轮和凸轮的研究、设计和制造提供了

新途径和新方法。 

全书共包括 6 章：第 1 章为概论；第 2 章为节曲线，主要介绍节曲线的基本

求解方法；第 3 章为圆齿轮共轭齿廓，系统地介绍了基于啮合角函数的圆齿轮共

轭齿廓求解及其几何特性分析；第 4 章为非圆齿轮齿廓，系统地介绍了基于啮合

角函数的非圆齿轮共轭齿廓求解及其几何特性分析；第 5 章为非圆齿轮设计，系

统地介绍了基于啮合角函数的非圆齿轮齿廓的设计求解方法；第 6 章为凸轮轮廓，

系统地介绍了基于啮合角函数的凸轮轮廓求解及其几何特性分析。 

本书获上海师范大学著作出版基金的资助，特在此表示衷心的感谢。 

本书在撰写过程中，得到了中国矿业大学孟惠荣教授、东北大学鄂中凯教授

的鼓励和支持，作者深表感谢。 
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第 1 章   概    论 

1.1  共轭曲线与齿廓啮合基本定理 

共轭曲线是指一对互为包络线的曲线，在运动过程中，共轭曲线始终保持连

续相切接触。共轭曲线在机械传动中应用十分广泛，如齿廓曲线和凸轮轮廓曲线

均属于共轭曲线。 

如图 1-1 所示，欲使一对齿轮的传动比按

给定规律变化，该对齿轮的轮齿齿廓 K1 和 K2

在某一点接触时，过接触点的齿廓公法线应与

两轮连心线交于两轮的瞬心点 P (节点)。这个

规律通称为齿廓啮合基本定理，又称为 Willis

定理。为保证一对齿轮匀速转动，即定比传动，

两轮齿廓接触点的公法线应与两轮轮心的连线

相交于一定点(节点)，即节点为固定点。该定理

不仅适用于定传动比的齿轮传动，还适用于变

传动比的齿轮传动。它给出了设计齿轮齿形时

应满足的几何条件。 

理论上，可用作齿轮齿廓的曲线有无数种，

目前常用的齿廓曲线有渐开线、圆弧和摆线等

曲线。凡满足齿廓啮合基本定理的一对齿廓曲

线称为共轭齿廓曲线，以下简称共轭齿廓。 

1.2  啮合角与啮合角函数[3] 

如图 1-1 所示，一对共轭齿廓接触点的公法线与齿廓节点处圆周速度之间的

夹角α 称为啮合角。啮合角与某一参变量之间的函数关系称为啮合角函数。渐开

线齿廓的啮合角函数为常数，而摆线齿廓的啮合角函数不是常数。啮合角函数不

仅反映了齿轮的传动特性，而且还决定了齿廓形状。啮合角函数值越小，传动效

率越高；啮合角函数值越大，传动效率越低，其取值范围为 0°~90°，在此范围内

应尽量取小值。已知啮合角函数，可直接求解齿廓曲线，分析齿廓的几何特性和

啮合特性。以下各章将详细论述啮合角函数。 

1 

2 

O2 

α 

P 

O1 

K1 

K2 

图 1-1  齿廓啮合基本定理 

1、2: 瞬心线 
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1.3  几种常用的共轭齿廓求解方法[4] 

共轭齿廓曲线可通过几何作图法和数学解析的方法进行求解。几何作图法主

要包括包络曲线法、Poncelet 法、Reuleaux 法、旋轮曲线(roulette)法四种方法。这

些方法作图过程复杂，齿廓图形不精确，而且不便于齿廓几何特性分析。目前，

普遍以数学解析理论为基础研究共轭齿廓。求解共轭齿廓时，常用的方法有三种：

①给定一个齿廓的齿廓方程和传动关系(传动比)，求解另一个齿廓，称之为齿廓法；

②给定齿条的齿廓方程和传动关系，求解另一个齿廓，称之为齿条法；③给定共

轭齿廓接触轨迹方程和传动关系，求解一

对共轭齿廓，称之为接触轨迹法。 

1.3.1  齿廓法 

齿廓法包括包络曲线法、Gochman 法、

运动学法和齿廓法线法。运动学法和齿廓

法线法比包络曲线法和 Gochman 法更简

便常用。 
运动学法[5]，参见图 1-2，齿廓 1K 和 2K

分 别 绕 轴 线 1O 和 2O 转 动 ， 坐 标 系

1 1 1 1( , , )S x O y 和 2 2 2 2( , , )S x O y 分 别 与 齿 廓

1K 和 2K 固联。设齿廓 1K 的参数方程为 

( )
( )

1 1

1 1

x x u

y y u

=

=
 

齿廓的啮合矢量方程为 

            (12)
1 1 0⋅ =n v  (1-1) 

式中 1n 为齿廓 1K 在坐标系 1S 中的法矢

量。 (12)
1v 为齿廓 1K 和 2K 啮合点在坐标系

1S 中的相对运动速度矢量。将式(1-1)展开得 

 ( ) ( )1 1
1 1 1 1

d d
1 cos 1 sin 0

d d

y x
y i ai x i ai

u u
ϕ ϕ+ − − + − =        (1-2) 

式中 a 为中心距， 1 2i ϕ ϕ= 为传动比。式(1-2)确定了接触点参数 u 和齿廓 1K 转角 1ϕ
之间的关系。再利用坐标系 1S 与 2S 之间的旋转坐标变换公式，即可求得齿廓 2K 的

图 1-2  运动学法 

  

ϕ1 

y1 

K1 

K2 

n1 
v1 

(12) 

P 

O2 

y2 

x2 

ϕ
2
 

x1 

O1 
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参数方程为 

( )
( )

2 2

2 2

x x u

y y u

=

=
 

齿廓法线法[5]，如图 1-3，齿廓 1K 和 2K 分别与旋转坐标系 1 1 1 1( , , )S x O y 和

2 2 2 2( , , )S x O y 固联。齿廓 1K 的参数方程同上。设齿廓 1K 上 m 点的法线与它的节圆

交点为 1P ，为了使 m 点成为接触点，必须使齿廓 1K 逆时针转过 1ϕ 角， 1P 点转到节

点 P 处。此时，齿廓 1K 和 2K 在 M 点

接触。设 m 点的切线与 1x 轴的夹角为

γ ，则 

1

1

d

darctan
d

d

y
u
x
u

γ

 
 

=  
 
 

 

又由 1O 作 1mP 的垂直线(即 m 点处切线

的平行线)，并设它与 1 1O P 的夹角为ψ ，

则由图 1-3 可知 

( )

1 1

1

1

cos sin
cos

2

x y
r

γ γ
ψ

ϕ γ ψ

+
=

π
= − +

 

该式确立了接触点参数 u 与齿廓 1K 转

角 1ϕ 之间的关系。同样，利用坐标系 1S

与 2S 之间的旋转坐标变换公式，即可

求出齿廓 2K 的参数方程为 

( )
( )

2 2

2 2

x x u

y y u

=

=
 

1.3.2  齿条法 

如图 1-4，旋转坐标系 1 1 1 1( , , )S x O y 和 2 2 2 2( , , )S x O y 分别与齿廓 1K 和 2K 固联。

平移坐标系 3 3 3 3( , , )S x O y 与齿条 3K 固联，且 3x 轴与齿条 3K 的节线重合。当齿条 3K

的节线相对齿廓 1K 的节圆作纯滚动时，齿条 3K 在坐标系 1S 上包络产生齿廓 1K 。

同理，当齿条 3K 的节线相对齿廓 2K 的节圆作纯滚动时，齿条 3K 在坐标系 2S 上包

络产生齿廓 2K 。根据 Camus 定理，齿廓 1K 和 2K 为共轭齿廓。设齿条齿廓的参数

图 1-3  齿廓法线法 

  

O1 

x1 

y1 

y1 r1 

K1 
P1 

P K2 

M 

ϕ1 

ψ 

γ 

γ m 

x1 

r2 

O2 x2 

y2 
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方程为 

( )
( )

3 3

3 3

x x u

y y u

=

=
 

其上一点 3m 的切线与 3x 轴的夹角为γ ，则 

3

3

d

dtan
d

d

y
u
x
u

γ =  

为使 3m 成为接触点，齿条 3K 要平移一个距离

l ，由图 1-4 可知 

            3 3 tanl x y γ= +           (1-3) 

与此同时，齿廓 1K 和 2K 相应转过角度 1ϕ 和

2ϕ ，且 

               
1

1

2
2

l
r

l

r

ϕ

ϕ

=

=
              (1-4) 

将式(1-3)代入式(1-4)得 

         3 3
1

1

tanx y
r

γ
ϕ

+
=             (1-5) 

         3 3
2

2

tanx y
r

γ
ϕ

+
=             (1-6) 

式(1-5)和式(1-6)分别确立了接触点参数 u 与齿轮转角 1ϕ 和 2ϕ 之间的关系。根据坐

标系间的坐标变换公式，即可求出齿廓 1K 和 2K 的参数方程 

( )
( )

1 1

1 1

x x u

y y u

=

=
 

( )
( )

2 2

2 2

x x u

y y u

=

=
 

图 1-4  齿条法 

  

O1 

x1 
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K1 K3 
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P x3 

y3 
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y3 

O2 

x2 

y2 
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1.3.3  接触轨迹法 

如图 1-5，齿廓 1K 和 2K 分别与旋

转坐标系 1 1 1 1( , , )S x O y 和 2 2 2 2( , , )S x O y

固联。取固定坐标系 ( , , )S x O y ，坐标

系原点 O 与节点 P 重合。已知接触轨

迹 PM 的方程为 

( )y y x=  

设齿廓 1K 和 2K 分别转过角 1ϕ 和 2ϕ

后，与接触轨迹曲线 PM 相交于 M 点，

根据坐标系间的变换公式，齿廓 1K 的

方程为 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

cos sin sin

sin cos cos

x x y r

y x y r

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

= + +

= − + +
 

式中 

1
1

d
y

y x c
x

r
ϕ

 − − + 
 =

∫
 

同理，齿廓 2K 的方程为 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2
2

cos sin sin

sin cos cos

d

x x y r

y x y r

y
y x c

x
r

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ

= − +

= + −

 − − + 
 =

∫

 

使用上述传统的方法求解共轭齿廓时，一是必须给定一个齿廓方程或齿条方

程，或是接触轨迹方程；二是必须经过旋转坐标变换后，才能求出其他的齿廓方

程。根据传统的齿廓生成方法设计新齿形和进行齿廓几何特性分析研究较复杂。 

1.4  Euler-Savary 公式[5] 

1765 年，L. Euler 阐明了相啮合的一对齿轮，其齿形曲线的曲率半径和曲率

中心位置的关系。后来，Savary 进一步完成了这一方法，成为 Euler-Savary 方程。

图 1-5  啮合轨迹法 
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如图 1-6，Euler-Savary 公式可写成 

 
1 2 1 2

1 1 1 1 1

sinl l r rρ ρ α
 

+ = + − +  
 (1-7) 

式中 1ρ 和 2ρ 分别为接触点处齿廓 1K 和 2K 的曲率半径。l PM= ，α 为啮合角。在

啮合节点处， 0l = ，综合曲率半径为 

        1 2
12

1 2 1 2

1 1
sin

r r
r r

ρ α
ρ ρ

= + =
+

      (1-8) 

计算齿轮节点处的接触强度时，式(1-8)是很有用

的综合曲率半径计算公式。 

Euler-Savary 公式看起来简单，但是要利用

它，必须给出两个齿廓的接触点在啮合线上的位

置，计算α 值、线段 l 的长度和齿廓 1K 的曲率半

径 1ρ 。只有在完成以上步骤之后，才能算出 2ρ

值。通常先确定齿廓方程，然后根据数学分析中

的曲率半径计算公式直接计算 1ρ 或 2ρ 值。 

1.5  共轭齿廓的奇异点 

为保证共轭齿廓连续光滑啮合，齿廓曲线一

阶导数应连续。换句话说，齿廓曲线应没有奇异

点。共轭齿廓上的奇异点有两类：①根切点；②

啮合界限点。共轭齿廓上的尖点均为根切点。用

范成法加工齿轮时，被切齿轮的齿廓是刀具齿廓

曲线族的包络。包络齿廓应该只由正常点构成。

如果在包络齿廓上出现奇异点(折断点、尖点和

其他形式的奇异点)，则切齿时，在奇异点处将发生根切。根切后，将有一部分正

常齿廓被切掉。根据刀具齿形求出被切齿轮齿廓方程，利用微分几何方法找出奇

异点较困难。 

齿廓能否参加接触的两部分的分界点，称为啮合界限点。为保证齿轮副能正

常的啮合，设计齿形时，齿形工作部分不应有根切点和啮合界限点。 

1.6  共轭齿廓的凹凸性 

齿廓的凹凸性直接影响齿廓的接触状态，齿面接触应力和润滑状况。在曲率

图 1-6  Euler-Savary 公式 
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半径相同的情况下，凸对凹齿面接触应力比凸对凸齿面接触应力小。对齿廓凹凸

性的分析研究，目前仍局限于根据齿廓曲线的曲率半径判别凹凸性。如果齿廓方

程未知，则无法判别它的凹凸性。反过来，仅由曲率半径公式也无法求出满足特

定凹凸性要求的齿廓。因此有必要寻找判别共轭齿廓凹凸性的新方法。提出的新

方法应当是在共轭齿廓方程未知的情况下，能够判别共轭齿廓的凹凸性。 
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第 2 章  节  曲  线 

齿轮传动按节曲线形状分为圆齿轮传动和非圆齿轮传动，圆齿轮传动的传动

比为常数，其节曲线为圆。非圆齿轮传动的传动比是变化的，一般为齿轮转角的

函数，称为传动比函数。它的节曲线不是圆，一般为传动比的函数。而传动比函

数一般根据设计要求确定。为求解非圆齿轮齿廓曲线，首先必须求出节曲线，而

后根据节曲线才能确定非圆齿轮齿廓曲线。 

2.1  节曲线的求解 

如图 2-1(a)，齿廓 1 和齿廓 2 分别绕各自的回转中心 1O 和 2O 转动。在转动的

过程中，如果齿廓 1 和齿廓 2 连续相切接触(啮合)，即这两个齿廓既不脱离也不相

互切入，则称齿廓 1 和齿廓 2 为一对共轭齿廓。假如在某一时刻，齿廓 1 上的一

点 1C 与齿廓 2 上一点 2C 啮合，齿廓 1 和齿廓 2 在啮合点处的公法线与齿廓回转中

心连线 1 2O O 的交点为 P 。根据三心定理[6]， P 点为齿廓 1 和齿廓 2 之间相对运动

的瞬时回转中心，即瞬心。瞬心 P 又称为节点。对于圆齿轮，节点 P 为固定点。

对于非圆齿轮，随着齿廓的转动，节点 P 沿连心线移动。 
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图 2-1  节点与节曲线 

(a) 节点；(b) 节曲线 
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如图 2-1(b)，设齿廓 1 与直角坐标系 1 1 1x O y 固联，齿廓 2 与直角坐标系 2 2 2x O y

固联。在起始位置时， 1y 轴和 2y 轴与连心线 1 2O O 重合，齿廓 1 与齿廓 2 在节点处

啮合。当直角坐标系 1 1 1x O y 和 2 2 2x O y 分别随着齿廓 1 和齿廓 2 转动时，节点 P 在

直角坐标系 1 1 1x O y 上的轨迹曲线 ( )1 1r θ 和在直角坐标系 2 2 2x O y 上的轨迹曲线

( )2 2r θ ，称为齿廓 1 和齿廓 2 的节曲线。根据相对运动原理，齿廓 1 和齿廓 2 的

啮合运动相当于两个节曲线之间的纯滚动转动。 

根据传动比定义，齿廓 1 和齿廓 2 的瞬时传动比为 

1 1

2 2

d

d
i

ω θ
ω θ

= =  

式中 1ω 和 2ω 分别为齿廓 1 和齿廓 2 的瞬时角速度。由于节曲线 ( )1 1r θ 和 ( )2 2r θ 相

互作纯滚动运动，所以 

1 1 2 2d dr rθ θ=  

由前两式得 

 2

1

r
i

r
=  (2-1) 

设中心距 1 2O O d= ，则 

 
2 1r d r= −  (2-2) 

所以 

 1

1 1

1
d r d

i
r r
−

= = −  (2-3) 

若已知传动比函数 ( )1i θ ，则可求得齿廓 1 和齿廓 2 的节曲线为 

 
( )1

11

d
r

i θ
=

+
 (2-4) 

 ( )
( )

1
2

11

di
r

i

θ
θ

=
+

 (2-5) 

式(2-4)和式(2-5)为节曲线的极坐标方程，参见图 2-1(b)，其直角坐标方程为 

 1

1

1 1

1 1

sin

cos

P

P

x r

y r

θ

θ

=

=
 (2-6) 
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 2

2

2 2

2 2

sin

cos

P

P

x r

y r

θ

θ

=

=
 (2-7) 

式中 

 
( )

( )
( )

1

1

2 1
0 1

1 1
1

0 1 1

1
d

d

i

r

d r

θ

θ

θ θ
θ

θ
θ

θ

=

=
−

∫

∫
 

(2-8)

 

在 1θ 的变化范围内，传动比函数为有界函数。为保证两个节曲线能够连续相互作

纯滚动运动，节曲线应为连续光滑曲线。 

如图 2-1(b)，节曲线的切线与 x 轴的夹角为 

 1

1

1

d
arctan

d
P

P

y

x
β

 
=   

 
 (2-9) 

 2

2

2

d
arctan

d
P

P

y

x
β

 
=   

 
 (2-10) 

将式(2-6)的两边分别对角 1θ 求导，可求得 

 

1

1

11

1

1

1
1 1 1

1

1
1 1 1

1

d

d d
dd

d

d
cos sin

d
d

sin cos
d

P

P

PP

y
y

xx

r
r

r
r

θ

θ

θ θ
θ

θ θ
θ

=

−
=

+

 

(2-11)

 

同理 

2

2

22

2

2

d

d d
dd

d

P

P

PP

y
y

xx
θ

θ

=  
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2
2 2 2

2

2
2 2 2

2

d
cos sin

d
d

sin cos
d

r
r

r
r

θ θ
θ

θ θ
θ

−
=

+
 (2-12) 

2.2  节曲线的封闭条件 

为使非圆齿轮连续地回转，齿轮节曲线应当是封闭的。对于齿轮 1 的封闭节

曲线，有 

 ( ) ( ) ( )1 1 10 2 2r r r n= π = π  (2-13) 

式中 n 为整数。式(2-13)表明，节曲线的向径 1r 是转角 1θ 的周期函数，周期为 2π 。

当 1r 的变化周期小于 2π 时，式(2-13)也应满足，此时， 1r 在 1 0 ~ 2θ = π 范围内周期

个数应为整数。由前面给出的节曲线方程式可知，传动比函数 ( )1i θ 在 1 0 ~ 2θ = π 范

围内的周期数亦为整数(以 1n 表示)。 

同理，齿轮 2 节曲线封闭条件应为，传动比函数 ( )2i θ 在 2 0 ~ 2θ = π 范围内的

周期数亦为整数(以 2n 表示)。当传动比 i 变化一个周期时，齿轮 1 的转角为 12 nπ ，

齿轮 2 的转角为 22 nπ 。由式(2-8)可得齿轮 2 的封闭条件为 

 ( )
( )

1

2
1 1

1
02 11

2
dn r

n d r

θ
θ

θ

π
π

=
−∫  (2-14) 

已知齿轮 1 的节曲线 ( )1 1r θ 、整数 1n 和 2n ，则由式(2-14)可求出中心距 d ，进而可

求出齿轮 2 的节曲线。 
另外，对应于整数 1n 和 2n ，齿轮 1 节曲线应由 1n 段同样的连续光滑曲线组成，

且每一段曲线对应的弧心角为 12 nπ ；齿轮 2 的节曲线同样应由 2n 段连续光滑曲

线组成，且每一段曲线对应的弧心角为 22 nπ 。由于整个封闭的节曲线为连续光滑

曲线，所以每一段光滑曲线应满足如下条件： 

(1) 每段光滑曲线的起点与前一段曲线的终点重合； 

(2) 每段光滑曲线起点的切线与前一段曲线终点的切线重合； 

(3) 每段光滑曲线起点的向径与前一段曲线终点的向径重合，且长度相等。 

因此，每段光滑曲线起点的切线与该点节曲线向径之间的夹角应等于前一段

曲线终点的切线与该点节曲线向径之间的夹角。 
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2.3  几种常见的节曲线[7] 

2.3.1  椭圆节曲线 

椭圆曲线是最常见的非圆齿轮封闭节曲线，这种齿轮常称为椭圆齿轮。椭圆

齿轮常用于纺织机械、造纸机械、卷烟机械和往复式输送机等机器中。 

如图 2-2，椭圆长轴为 2a ，短轴为 2b ，焦距为 2c 。椭圆节曲线常用极坐标表

示，坐标原点位于椭圆的一个焦点处，该点同时也是椭圆齿轮 1 的回转中心，它

的极坐标为 

 

( )

1
1

1 1

2
1 1

1 cos

1

p
r

e

p a e

θ
=

−

= −

 (2-15) 

式中 1e 为椭圆的偏心率。根据椭圆的性质 

 1

2 2

c
e

a

a b c

=

= +

 (2-16) 
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图 2-2  椭圆节曲线 

显然，向径 1r 的变化周期为 2π ，即 1 1n = 。假如齿轮 2 的节曲线也为封闭曲线，

且回转一周时， 2r 的变化周期数为 2n ，将式(2-15)代入封闭条件式(2-14)得 
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( )
( )

( )

2
1 1

02 1 1

1

2 2 2
1 1

2
d

2

r

n d r

p

d p d e

θ
θ

θ

ππ
=

−

π
=

− −

∫
 

由此解得中心距 d 为 

 ( )2 2 2
2 1 21 1d a n e n = + − −  

 (2-17) 

将齿轮 1 的节曲线方程式(2-15)代入条件式(2-8)，并进行积分得 

 2 2 1 1 1

1 1

tan tan
2 2

n d p de
d p de

θ θ− +
=

− −
 (2-18) 

或者 

 
( ) ( )

( ) ( )

2 22 2 2 2
1 1 1 1

1
2 22 2 2 2

1 1 1 1

cos sin
2 2cos

cos sin
2 2

n n
d p de d p de

n n
d p de d p de

θ θ

θ
θ θ

− + − − −
=

− + + − −
 (2-19) 

根据式(2-3)、式(2-5)、式(2-15)和式(2-19)可求得齿轮 2 的节曲线为 

 

( )
2 1

2
2 2 2
2 1 2 1 2 21 cos

n p
r

n e n e n θ
=

− − +
 (2-20) 

令 

 
( )

2
2 1

2 2 2
2 1 2 1

n p
p

n e n
=

− −
 (2-21) 

 
( )

1
2 2 2

2 1 2 1

e
e

n e n
=

− −
 (2-22) 

则 

 2
2

2 2 21 cos

p
r

e n θ
=

+
 (2-23) 

显然， 2r 的变化周期为 2 22 nθ = π 。比较式(2-15)和式(2-23)，它们的形式相似，属

于同一类曲线。 
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齿轮 1 和齿轮 2 的传动比为 

 
( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 1 1 1 2 1 2

2
1 1

cos 1 cos 1
1

1

e e e n e nd
i

r e

θ θ− + − − −
= − =

−
 

(2-24)

 

工程上还常用另一种椭圆参数方程。如图 2-2，以椭圆的几何中心 O 为坐标

原点，短轴为 x 轴，长轴为 y 轴，作直角坐标系(xOy)。以 O 为圆心，分别以椭圆

的半长轴 a 和半短轴 b 为半径作两个圆。向径 OM 与上述两圆交于点 Q 和 M。过

Q 作 y 轴的平行线，过 M 作 x 轴的平行线，两线交于 P(x,y)，则根据椭圆作图压

缩法[8]，P 点就是椭圆上的一点。以向径 OM 与 x 轴的夹角ϕ为参数，则椭圆方程 为 

 cos

sin

x b

y a

ϕ
ϕ

=
=

 (2-25) 

若坐标原点取在椭圆焦点 1O 处，则椭圆方程为 

 
( )1

cos

sin

x b

y a e

ϕ

ϕ

=

= +
 (2-26) 

由图 2-2 可知，角 1θ 与ϕ 之间的关系为 

 

1 1
1

1 1

2
1

1
1

sin
cos

1 sin

cos 1
sin

1 sin

y e a e

r e

e

e

ϕ
θ

ϕ

ϕ
θ

ϕ

+ +
= =

+

−
=

+

 (2-27) 

或 

 

1 1

1 1

2
1 1

1 1

cos
sin

1 cos

1 sin
cos

1 cos

e

e

e

e

θ
ϕ

θ

θ
ϕ

θ

−
=

−

−
=

−

 (2-28) 

由式(2-9)~式(2-12)、式(2-15)和式(2-23)，可求出齿轮 1 和齿轮 2 节曲线的切

线与 x 轴的夹角为 

 1
1

1 1

sin
arctan

cos e
θ

β
θ

 
=  − 

 (2-29) 
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 ( )
( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

sin sin cos cos sin
arctan

cos cos cos sin sin

e n n n

e n n n

θ θ θ θ θ
β

θ θ θ θ θ

 + −
= −  + + 

 (2-30) 

下面给出几种具体情况。 
(1) 当 1 1n = ， 2 1n = 时，两个节曲线是全等的椭圆。由式(2-18)、式(2-20)和

式 (2-24)得 

 

1
2

1 2

1 1
2

1

2
1 1 1

2
1

1 cos

1
2arctan tan

1 2

1 2 cos

1

2

p
r

e

e
e

e e
i

e

d a

θ

θ
θ

θ

=
+

  +
=   −  

− +
=

−

=

 (2-31) 

比较式(2-15)和式(2-28)，由于极角 2θ 的起始位置与极角 1θ 不同，节曲线 2r 的方程

与 1r 的方程形式不同，但这两个节曲线的几何形状完全相同，参见图 2-3。 

  
n2 = 5 

n2 = 4 

n2 = 3 

n2 = 2 

n2 = 1 

n1 = 1 

n2 = 5 

n2 = 4 

n2 = 3 

n2 = 2 

n2 = 1 

n1 = 1 

(a) (b)  

图 2-3  椭圆节曲线 

(a) a = 20mm, e1 = 0.2；(b) a = 20mm, e1 = 0.5 

(2) 当 1 1n = ， 2 2n = 时，齿轮 2 的节曲线为二阶椭圆，通常也称为卵圆，参

见图 2-3。同理可得 
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

1
2 2

1 1 2

2
1 1 1
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1 1 1
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 + − + 
=  

− − − 
 

− + − −
=

−

= + −

 (2-32) 

(3) 当 1 1n = ， 2 3n = 时，齿轮 2 的节曲线为三阶椭圆，同样也称为卵圆，参

见图 2-3。这时 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

1
2 2

1 1 2

2
1 1 1

1
2

2
1 1 1

2
1 1 1 1 1 1

2
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e e e
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e
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− +

 + − + 
=  

− − − 
 

− + − −
=

−

= + −

 (2-33) 

2.3.2  卵圆节曲线 

2.2 节讨论椭圆节曲线时，齿轮 1 的节曲线为椭圆，齿轮 2 的节曲线为椭圆或

高阶椭圆。本节讨论齿轮 1 和齿轮 2 的节曲线均为高阶椭圆的情况，即节曲线为

卵圆。 

如图 2-4，卵圆可看作是由椭圆演变出来的新曲线，参见式(2-15)，将椭圆极

角缩小整数倍 1n ( 1 1n > )，保持向径 1r 不变，则由原始椭圆导出的曲线为卵圆，其

方程可以写成 

 1
1

1 1 11 cos

p
r

e n θ
=

−
 (2-34) 

齿轮 2 的节曲线的求解方法和上述方法基本相同，这里不再赘述，直接给出结果 



 

  ·17· 

( )

( )

2
2

2 2 2

2
1

2
2 2 2

1

1
2

2 2 2
1

1 cos

1

1

p
r

e n

n p
p

n e n

e
e

n e n

θ
=

+

=
− −

=
− −

 (2-35) 

1 1 1 1
2

2 1 1

2
arctan tan

2

d p de n
n d p de

θ
θ

 − +
=  

− − 
 (2-36) 

 
( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2
1

cos 1 cos 1

1

e e n e n n e n
i

e

θ θ− + − − −
=

−

 (2-37) 

 ( )2 2 2
11 1d a n e n = + − −  

 (2-38) 

式(2-38)中 2 1n n n= ， 2 1n > 。 

由式(2-9)~式(2-12)、式(2-34)和式(2-35)，可求得齿轮 1 和齿轮 2 节曲线的切

线与 x 轴的夹角为 

( )
( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

sin sin cos cos sin
arctan

cos cos cos sin sin

e n n n

e n n n

θ θ θ θ θ
β

θ θ θ θ θ

 − +
=  − + 

 (2-39) 

( )
( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

sin sin cos cos sin
arctan

cos cos cos sin sin

e n n n

e n n n

θ θ θ θ θ
β

θ θ θ θ θ

 + −
= −  + + 

 (2-40) 

当 1 2n n= 时，两个节曲线为全等的卵圆。由式(2-34)~式(2-38)得 

1
1

1 1 11 cos

p
r

e n θ
=

−
 (2-41) 

1
2

1 1 21 cos

p
r

e n θ
=

+
 (2-42) 

1 1 1
2

1 1

2 1
arctan tan

1 2

e n
n e

θ
θ

  +
=   −  

 (2-43) 

  y1 

O1 x1 

y1 
θ1 

n1θ1 

图 2-4  卵圆的形成 
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2
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1 2 cos
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2
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e
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n1 = 3 

n2 = 3 

n2 = 4 

n2 = 5 

n1 = 2 

n2 = 2 

n2 = 3 

n2 = 4 

n2 = 5 

(a) (b)  

图 2-5  卵圆节曲线 

(a) n1 = n2 = 2；(b) n1 = n2 = 3 
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图 2-6  卵圆齿轮传动比 

(a = 20mm, e1 = 0.5) 

(a) n1 = 2；(b) n1 = 3 
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如图 2-5 为三种不同情况的卵圆节曲线。图 2-6 为相应卵圆齿轮传动比曲线。

从图中可以看出，当 n1 = 2 时，齿轮 1 每转一周，传动比函数重复变化两次。当

n1 = 3 时，齿轮 1 每转一周，传动比函数重复变化三次。 

2.3.3  线性传动比节曲线 

这种节曲线的传动比 i 为转角 1θ 的线性函数，应用中一般要求 i 随 1θ 均匀减

小，即 

 
0 1i i kθ= −   ( 0)k >  (2-44) 

式中 k 为比例常数。当 1 0θ = 时， 0i i= ；当 1 1maxθ θ= 时， 1i i= 。所以 

0 1

1max

i i
k

θ
−

=  

由式(2-4)和式(2-5)，齿轮 1 的节曲线为 

 
1

0 11

d
r

i kθ
=

+ −
 (2-45) 

由式(2-8)，经积分得 

 ( )20
1 1 eki

k
θθ = −  (2-46) 

将式(2-44)和式(2-46)代入式(2-5)，齿轮 2 的

节曲线为 

          
2

2

0
2

0

e

1 e

k

k

di
r

i

θ

θ=
+

 (2-47) 

如图 2-7 为线性传动比节曲线。显然，这种

节曲线是非封闭的，因此只能用于摆动传动。 

由 式 (2-9)~ 式 (2-12) 、 式 (2-45) 和

式 (2-47)，可求出齿轮 1 和齿轮 2 节曲线的

切线与 x 轴的夹角为 

( )
( )

1 0 1 1
1

1 0 1 1

cos 1 sin
arctan

sin 1 cos

k i k

k i k

θ θ θ
β

θ θ θ

 + + −
= −  + + − 

 (2-48) 图 2-7  线性传动比节曲线 
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 ( )
( )

2

2

2 0 2
2

2 0 2

cos 1 e sin
arctan

sin 1 e cos

k

k

k i

k i

θ

θ

θ θ
β

θ θ

 − +
 =
 + + 

 (2-49) 

2.3.4  对数线节曲线 

齿轮 1 的对数线节曲线方程为 

 1
1 0er r λθ=  (2-50) 

式中 0 1(0)r r= ， λ 为常数。由式(2-2)和式(2-8)，齿轮 2 的节曲线方程为 

 

1

1

2 0

0
2

0

e

e1
ln

r d r

d r
d r

λθ

λθ

θ
λ

= −

 −
= −  − 

 (2-51) 

或者 

        ( ) 2
2 0 er d r λθ−= −           (2-52) 

图 2-8 为对数线节曲线。同线性传动比节曲

线一样，这种节曲线也是非封闭的，只能用

于摆动传动。 

由 式 (2-9)~ 式 (2-12) 、 式 (2-45) 和

式 (2-47)，可求出齿轮 1 和齿轮 2 节曲线的

切线与 x 轴的夹角为 

    1 1
1

1 1

cos sin
arctan

sin cos

λ θ θ
β

λ θ θ
 −

=  + 
 (2-53) 

    2 0 1
2

2 0 1

cos sin
arctan

sin cos

i
i

λ θ θ
β

λ θ θ
 −

=  + 
 (2-54) 

式中 ( )0 0 0i d r r= − ，为初始传动比。 图 2-8  对数线节曲线 
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第 3 章  圆齿轮共轭齿廓 

传统的共轭齿廓求解主要有三个途径：一是已知一个齿廓方程求另一个共轭

齿廓方程；二是已知齿条方程求一对共轭齿廓方程；三是已知接触轨迹方程求一

对共轭齿廓方程。在每一种途径中，具体的求解方法各具特色。但是，求解的过

程中均用到了坐标系之间的变换公式，这使得齿廓方程的求解较复杂[2,5,9~12]。 

共轭齿廓的几何特性包括曲率半径、渐屈线、滑动系数、齿廓根切和过渡曲

线等。每一种几何特性分析研究的方法各异，没有统一的方法，缺乏系统性。另

外，共轭齿廓方程的求解方法与齿廓几何特性的分析研究方法之间没能有机地联

系起来。 

基于啮合角函数的圆齿轮共轭齿廓求解方法是一种直接求解法。该方法通过

定义啮合角函数，在齿廓、齿条和接触轨迹曲线均未知的情况下，无需坐标系之

间的旋转坐标变换，可直接求解共轭齿廓方程，并且在齿廓未知的情况下，可直

接求解齿廓的几何特性。以啮合角函数为主线，将共轭齿廓方程和齿廓几何特性

有机地联系起来，增强了圆齿轮齿廓啮合几何学研究的系统性，简化了圆齿轮齿

廓啮合几何学的研究方法，使得这一理论更易于理解、掌握和应用。 

3.1  啮合角函数与共轭齿廓方程[3,4] 

参见图 3-1，符号 1K 和 2K 代表齿轮 1 和齿轮 2 的一对共轭齿廓，两轮的节圆

半径分别为 1r 和 2r 。旋转坐标系(x1O1y1)和(x2O2y2)分别与齿廓 1K 和 2K 固联，且坐

标系的原点与齿轮回转中心重合。在初始位置时， 1y 轴与 2y 轴通过节点 P ，与两

轮的连心线重合。假设齿廓 1K 上一点 1C 的法线与其节圆相交于点 1P ，齿廓 2K 上

一点 2C 的法线与其节圆相交于点 2P ，当齿廓 1K 逆时针转过角度 1θ ，相应地齿廓

2K 顺时针转过角度 2θ 时，点 1P 和 2P 同时运动到节点 P ，点 1C 和 2C 在 C 点进入接

触。根据齿廓啮合基本定律，可得 

1 1 2 2C P C P=  (3-1) 

1 2 1 1 2 2PP PP r rθ θ= = =  (3-2) 

1 2α α=   (3-3) 

式中 1α 为齿廓 1K 上 1C 点的法线与节圆在 1P 点的切线之间的夹角， 2α 为齿廓 2K 上

2C 点的法线与节圆在 2P 点的切线之间的夹角。根据啮合角的定义， 1α 和 2α 分别 
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图 3-1  圆齿轮共轭齿廓 

为齿廓 1K 和 2K 的啮合角。为了分析问题简便，令 

1 2α α α= =  

1 1 2 2l C P C P= =  

这里，我们定义 l 为法线长，角 1θ 和角 2θ 分别为齿廓 1K 和 2K 的法线角位置，以后

简称法线角位置。对于外啮合齿廓，取 1θ 顺时针为正， 2θ 逆时针为正。对于内啮

合齿廓，取 1θ 和 2θ 均顺时针为正。 

众所周知，圆柱齿轮传动分为两种：①内啮合齿轮传动；②外啮合齿轮传动。
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如图 3-1 所示为一对外啮合齿轮的共轭齿廓。在初始位置时，坐标系 ( )1 1 1x O y 的 1y

轴和坐标系 ( )2 2 2x O y 的 2y 轴位于两轮连心线 1 2O O 上，齿廓 1K 和 2K 在节点处啮

合。从图上可以看出，齿廓 1K 上的一点 1C 在坐标系 ( )1 1 1O x y 中的坐标为 

 
( )

( )
1 1 1 1

1 1 1 1

sin cos

cos sin

x r l

y r l

θ α θ

θ α θ

= − +

= + +
 (3-4) 

此即所求齿廓 1K 的参数方程。齿廓 2K 上的一点 2C 在坐标系 ( )2 2 2x O y 中的坐标为 

 
( )

( )
2 2 2 2

2 2 2 2

sin cos

cos sin

x r l

y r l

θ α θ

θ α θ

= − −

= − + −
 (3-5) 

此即所求齿廓 2K 的参数方程。由式(3-2)可得 

 1 2

2 1

r
i

r
θ
θ

= =  (3-6) 

式中 i 为齿轮传动比(常数)。 
由于齿廓 1K 上一点 1C 的法线总是与该点的切线垂直，而且 1C 点的法线与 1x

轴的夹角为 ( )1α θπ − + ，因此有 

 ( )
1

1
1

1

1

d

d
cot

d

d

y

x
θ

α θ

θ

= +  (3-7) 

将式(3-4)两边分别对 1θ 求导得 

 

( ) ( )

( ) ( )

1
1 1 1 1

1 1 1

1
1 1 1 1

1 1 1

d d d
sin sin 1 cos

d d d

d d d
cos cos 1 sin

d d d

y l
r l

x l
r l

α
θ α θ α θ

θ θ θ

α
θ α θ α θ

θ θ θ

 
= − + + + + + 

 

 
= − + + + + 

 

 (3-8) 

又知 

 ( ) ( )
( )

1
1

1

cos
cot

sin

α θ
α θ

α θ
+

+ =
+

 (3-9) 

将式(3-8)和式(3-9)代入式(3-7)，简化整理为 
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1 1 1 1

1 1 1

1
1 1 1 1

1 1

d d
sin sin( ) 1 cos( )

d d cos( )

sin( )d d
cos cos( ) 1 sin( )

d d

l
r l

l
r l

α
θ α θ α θ

θ θ α θ
α θα

θ α θ α θ
θ θ

 
− + + + + +  +  =

+ 
− + + + + 

 

 (3-10) 

将式(3-10)展开，得 

 

2
1 1 1 1 1 1

1 1

2
1 1 1 1 1 1

1 1

d d
sin sin( ) sin ( ) 1 cos( )sin( )

d d

d d
cos cos( ) cos ( ) 1 sin( )cos( )

d d

l
r l

l
r l

α
θ α θ α θ α θ α θ

θ θ

α
θ α θ α θ α θ α θ

θ θ

 
− + + + + + + + 

 

 
= + − + + + + + 

 

  

  (3-11) 

将式(3-11)合并同类项 

    [ ]2 2
1 1 1 1 1 1 1

1

d
sin ( ) cos ( ) cos cos( ) sin sin( )

d

l
rα θ α θ θ α θ θ α θ

θ
 + + + = + + + 

 (3-12) 

将式(3-12)化简得 

 
1

1

d
cos

d

l
r α

θ
=  (3-13) 

式(3-13)可看成是齿廓啮合方程的微分表达式，即齿廓啮合微分方程。因为节圆半

径 r1 为常数，所以式(3-13)还可写成 

 1

1 1
0

cos dl r
θ

α θ= ∫  (3-14) 

式(3-14)即为齿廓啮合积分方程。为保证齿廓为共轭齿廓，齿廓参数 l 、α 、 1θ 三

者之间必须满足式(3-13)或式(3-14)。显然，当给定函数 ( )1α θ 后，通过式(3-4)、式

(3-5)、式(3-6)和式(3-13)，在齿廓、齿条和接触轨迹曲线未知的情况下，不用坐标

变换，可直接求出一对外啮合共轭齿廓的齿廓方程。 
定义  啮合角α 与齿廓法线角位置 1θ (或 2θ )之间的函数关系 ( )1α θ (或 ( )2α θ )

称为啮合角函数。计算时，啮合角函数的取值范围为 0 2α≤ ≤ π 。通过引入啮合

角函数，复杂的共轭齿廓求解问题转化为简单的啮合角函数的定义，这将使共轭

齿廓的求解过程简化，为设计生成新齿形开辟了新途径。 

对于一对内啮合齿轮的齿廓 K1 和 K2，参见图 3-2，齿廓 K1 和 K2 分别与旋转

坐标系 ( )1 1 1x O y 和 ( )2 2 2x O y 固联，坐标原点取在齿轮的回转中心。在初始位置时，

1y 轴和 2y 轴位于两轮连心线 1 2O O 上，齿廓 1K 和齿廓 2K 在节点 P 处啮合。设齿廓


