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前 　 　言

随机逼近算法可以理解为是利用观测值估计未知函数的极值或未知方程

解的自适应问题求解技术 ．它起源于 ２０世纪 ５０ 年代初 Ribbins和 Monro 所
提出的求未知函数零点的一个递推算法（称之为 RM 算法）以及此后 Kiefer和
Wolfowitz等人有关未知函数极值问题的研究 ．随机逼近理论（即随机逼近算

法的理论基础与分析）近几十年来得到了飞速发展 ，已成为数理统计与人工智

能的交叉分支 ，并已广泛地应用于系统辩识 、自适应控制 、模式识别 、自适应滤

波 、神经元网络等领域 ．有关随机逼近理论的研究 ，近几年出现了 Albert Ben唱
veniste 、Lennart Ljung 、陈翰馥等国内外著名学者的专著 ，它们对随机逼近理

论的方方面面作了系统 、深入的阐述 ．这些著作虽各有深入讨论的侧重面 ，但

由于篇幅过大 ，论题过多 ，对初学者来说 ，不易掌握 ．本书的编写目的在于向读

者（特别是数学系研究生）提供一本难度适中 、内容基本 、易于自学的教学用

书 ．因此 ，本书的前一部分（第一章 ～第四章）着重介绍随机逼近基础理论中的

核心问题（随机逼近算法的收敛性）和基本的收敛性结果 ，以及这些基本结果

在一些具体自适应性算法中的应用 ．本书后一部分集中介绍近几年随高性能

计算机发展而出现的几类自适应算法（遗传算法 、模拟退火算法 、主成分分析

神经网络算法）以及随机逼近理论对它们的应用 ．

遗传算法是模拟自然界生物进化过程与机制求解极值问题的一类自适应

算法 ．它的产生归功于美国 Michigan大学的 Holland在 ２０世纪 ６０年代末 ７０

年代初的开创性工作 ．他不仅设计了遗传算法的模拟与操作原理 ，而且更重要

的是运用统计决策理论对遗传算法的搜索机理进行了理论分析 ，从而为遗传

算法的发展奠定了基础 ．近十几年来 ，遗传算法无论是在应用上 ，还是在基础

理论上都取得了长足发展 ，已成为信息科学 、计算机科学 、运筹学和应用数学

等诸多学科所共同关注的热点研究领域 ．但相对卓有成效的 、广泛的实际应用

而言 ，遗传算法的数学基础理论研究还相对滞后 ，还不能说很完善或很深入 ．

近期研究主要是围绕如何提高算法效率和建立算法理论基础方面 ．本书第五

章和第六章专门讨论遗传算法的随机过程分析及其收敛性分析 ，其中大部分

内容是西安交通大学理学院信息与系统科学研究所师生们近期的科研成果 ．

模拟退火算法源于对固体退火过程的模拟 ，是解全局优化问题（特别是组

合优化问题）的一种通用自适应方法 ．该类方法以随机方法为基础 ，结合一系

列相关迭代算法 ，既克服了迭代算法的一些本质缺陷（如收敛的局部性 ，通常

只收敛到问题的局部极小） ，而又保持了它们的突出优点 ，如快速局部收敛和



所获得的解不依赖于初始状态等 ．本书第七章专门讨论马尔可夫链模型的模

拟退火算法 ，介绍齐次算法和非齐次算法的一些渐近收敛性结果 ．

主成分分析是一种经典的统计技术 ，它用于分析多变量统计观察的方差

结构 ，它与估计理论中的最小方差技术 ，时间序列分析中的 Karhunen Loeve
变换和数值分析中的奇异值分解密切相关 ．这些方法在信号处理 、图像编码 、

信息压缩等领域有十分基本而重要的应用 ．近年来 ，人们利用神经网络技术求

解主成分显示出极大的优越性 ，许多用于求解主成分的神经网络算法问世 ．这

些主成分分析神经网络算法的突出优点是它们的自组织性和自适应性 ，而且

易于硬件实现 ．本书最后一章介绍与此相关的一些简单 、通用算法 ，并且作为

随机逼近理论的应用 ，研究这些算法的收敛性质 ．

全书共分八章 ．第一章给出本书必需的概率论方面的预备知识 ．第二章介

绍研究随机逼近算法的三种常用方法 ．第三章讨论形式非常一般的具有局部

有界矩随机逼近算法的几乎必然收敛性 ．第四章将第三章的收敛性结果应用

于一些具体的适应性算法 ，获得这些算法的几乎必然收敛性 ．第五章介绍遗传

算法的基本概念 、过程分析和遗传算法的 Markov 链模型 ．第六章对抽象的

（算子型）遗传算法在各种意义下的收敛性进行了讨论 ，并对两类特殊类型遗

传算法的收敛性进行了细致分析 ．第七章建立模拟退火算法的马尔可夫链模

型 ，介绍齐次算法和非齐次算法的一些渐近收敛性结果 ．第八章介绍一些简

单 、通用的主成分分析神经网络算法 ，并利用随机逼近理论研究这些算法的收

敛性 ．

本书的主要内容曾经在西安交通大学理学院应用数学系硕士生的课程上

讲授过 ，有不少内容是直接由文献改写的 ．限于作者自身水平 ，难免有遗漏与

不妥之处 ，恳请读者批评与指正 ．
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第一章 　预备知识

本章给出阅读本书所必需的若干预备知识 ，包括概率论 、离散参数鞅和马

尔可夫链等领域中与本书有关的一些事实与概念 ．

§ １ ．１ 　概率论的若干基本概念

１ ．１ ．１ 　随机变量及其分布

设（ Ω ，F ，P）为一概率空间 ，X 是在 Ω 上定义的实值函数 ，记 X － １
（B） ＝

｛ ω ：X（ ω） ∈ B｝ ，B 炒 R ，X － １
（B）称为集合 B的原像 ．

定义 1 ．1 ．1 　定义在可测空间（ Ω ，F）上的实函数 X ，如果对数直线上任

意 Borel集 B ，X － １
（B） ∈ F ，则称 X 为 F可测 ，概率空间上的可测函数也称为

随机变量 ．

对可测函数 X ，集系｛ X － １
（B） ：B ∈ B（R）｝构成一个 σ域 ，称为由 X 生

成的 σ域 ，记为 σ（X） ，其中B（R）是 R 上的 Borel域 ．对于随机变量 X ，定义

函数

F（ x） ＝ P｛ ω ：X（ ω） ≤ x｝ ，　 x ∈ R ，

F（x）称为 X 的分布函数 ．

　 　 １ ．１ ．２ 　随机变量列的收敛性

设｛ X ，Xn｝为一列随机变量 ．

（１）如果对于任意正数 ε ，有 lim
n → ∞

P（ Xn － X ＞ ε） ＝ ０ ，则称｛ Xn｝依概率

收敛到 X ，记作 Xn
P
X ，n → ∞ ．

（２）如果 P（lim
n → ∞

Xn ＝ X）＝ １ ，则称随机变量列 Xn 概率 １收敛到 X ，或称

随机变量列 Xn 几乎处处收敛到 X ，记作 Xn
a ．s ．

X ，n → ∞ ．

（３）如果 lim
n → ∞

E（ Xn － X ２
） ＝ ０ ，则称随机变量列 Xn 均方收敛到 X ，记作

Xn
L ２

X ，n → ∞ ．

上面各种收敛性有如下关系 谮

Xn
a ．s ．

X ，n → ∞ 痴 Xn
P

X ，n → ∞ 迟 Xn
L ２

X ，n → ∞ ．



Xn
P

X ，n → ∞ 痴 存在子列 Xnk
a ．s ．

X ，k → ∞ ．

　 　 １ ．１ ．３ 　随机变量的期望和条件期望

定义 １ ．１ ．２ 　设随机变量 X ≥ ０ ，a ．s ．，记
A ni ＝ ｛ ω ：i２－ n

＜ X（ ω） ≤ （ i ＋ １）２
－ n
｝ ，　 n ，i ＝ １ ，２ ，⋯

X 的数学期望 EX 定义为

EX ＝ ∫
Ω
Xd P ＝ lim

n → ∞
∑

n２ n －１

i ＝ ０

i２－ nP（A ni） ＋ nP（X ＞ n） ．

对不是非负的随机变量 X ，可表为正部 X ＋
＝ max （ X ，０ ）与负部 X －

＝

max（ － X ，０）的差 X ＝ X ＋
－ X －

，如果 EX ＋
＜ ∞或 EX －

＜ ∞ ，则定义 X 的数
学期望 EX ＝ EX ＋

－ EX －
；当 EX ＋

＜ ∞ ，EX －
＜ ∞时 ，称 X 是可积的 ；当 EX

有定义时 ，它还可表为 Lebesgue桘Stieltijes积分
EX ＝ ∫

∞

－ ∞
xd F（ x） ．

　 　由初等概率论知 ，在事件 A （P（A ） ＞ ０）发生的条件下 ，事件 B发生的条
件概率定义为

P（B | A ） ＝ P（AB）／P（A ） ， （１ ．１ ．１）

如果 P（A ）＝ ０ ，就规定 P（B｜A ）＝ ０ ．

固定 A （P（A ）＞ ０） ，P（·｜A ）是 F上的概率测度 ，（１ ．１ ．１）式可写成

∫ IB （ ω）P（d ω | A ） ＝
１

P（A ）∫A
IB （ ω）P（d ω） ，

其中 IB 表示集 B的示性函数 ．因此随机变量 X 关于 A 的条件数学期望可定
义为

E（X | A ） ＝ ∫
Ω
X（ ω）P（d ω | A ） ＝

１
P（A ）∫A

X（ω）P（d ω） ．（１ ．１ ．２）

如果 P（A ） ＝ ０ ，则规定 E（X ｜A ）＝ ０ ．特别当 X（ ω）＝ IB （ ω）时 ，（１ ．１ ．２）就化

为（１ ．１ ．１） ，故我们只须考虑条件期望 ．

将 E（X ｜A ）推广如下 ：考虑 Ω 的某一可测分割 A １ ，A ２ ，⋯ ，即对一切 i ≥

１ ，A i ∈ F ，A iA j ＝ 碬 ，i ≠ j ， ∑
∞

i ＝ １

A i ＝ Ω ．为了从整体上考查 E（X ｜A i ） ，i ＝ １ ，

２ ，⋯ ，定义随机变量 Y （ ω）如下

Y （ω） ＝ ∑
∞

i ＝ １

E（X | A i） IA i（ ω） ， （１ ．１ ．３）

于是当 E（ X ）＜ ∞ ，P（A i）＞ ０时 ，由（１ ．１ ．２） ，（１ ．１ ．３）知
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∫A i
X（ ω）P（d ω） ＝ P（A i）E（X | A i） ＝∫A i

Y （ω）P（d ω） ， （１ ．１ ．４）

如果 P（A i） ＝ ０ ，上式两边都等于零 ，故（１ ．１ ．４）仍然成立 ．易见 ，当取｛ A ，

A°｝ ，P（A ）＞ ０ ，为 Ω 的可测分割时 ，在（１ ．１ ．４）中以 A 代替 A i 即得（１ ．１ ．２） ．

令G＝ σ（A i ：i ＝ １ ，２ ，⋯ ）是含一切｛ A i ：i ＝ １ ，２ ，⋯ ｝的最小 σ域 ．由于 G中元
素（除空集外）都是某些 A i 的併集 ，故由（１ ．１ ．４）知 ，对一切 B ∈G ，有

∫B
X（ ω）P（d ω） ＝ ∫B

Y （ ω）P（d ω） ， （１ ．１ ．５）

记 Y ＝ E（X ｜G） ，则 E（X ｜G）具有性质 ：

（１）E（X ｜G）是G可测 ． （１ ．１ ．６）

（２） 橙 B ∈G ，∫B
X（ω）P（d ω） ＝ ∫B

E（X | G）（ ω）P（d ω） ． （１ ．１ ．７）

根据上面对特殊的 σ域G讨论的启示 ，我们将条件期望推广到一般的 σ域 ．

定义 1 ．1 ．3 　给定随机变量 X 及 F的子 σ域 G ，E（｜X ｜）＜ ∞ ，称随机变

量 E（X ｜G）为 X 关于G的条件数学期望 ，如果它满足（１ ．１ ．６）和（１ ．１ ．７） ．

为使上述定义有意义 ，必须保证满足（１）和（２）的随机变量存在 ．为此考查

集函数

φ（B） ＝ ∫B
Xd P ，　 　 橙 B ∈ G ，

易知 ，φ（·）是G上广义测度 ，而且如果 P（B）＝ ０ ，则有 φ（B）＝ ０ ．即 φ在G上
关于测度 P绝对连续 ．根据 Radon桘Nikodym 定理 ，在关于测度 P几乎处处相
等的意义下 ，满足（１）和（２）的随机变量 E（X ｜G）惟一存在 ．我们说 X 关于 G
的条件数学期望时 ，指的是上述等价类中的一个代表 ．

例 1 ．1 ．4 　若随机变量 X 关于G独立 ，则有

E（X | G） ＝ EX ． （１ ．１ ．８）

　 　证明 　因为 EX 关于G可测 ，且 橙 B ∈G ，

∫B
Xd P ＝ E（XIB） ＝ E（X）P（B） ＝ ∫B

EXd P ．

　 　例 １ ．１ ．５ 　若G＝ F或 X 为G可测 ，则有

E（X | G） ＝ X ，　 a ．s ． （１ ．１ ．９）

特别 橙 B ∈G有
P（B | G） ＝ IB ，　 a ．s ． （１ ．１ ．１０）

　 　例１ ．１ ．６ 　 假设 X与Y同时为连续型随机变量 ，E （ ｜ Y ｜） ＜ ∞ ，而且

（X ，Y ）有联合概率密度 f （x ，y） ，x ，y ∈ R ，如果 G ＝ σ（X ） ，即 G是包含一切
｛（X ∈ B） ，B ∈ B（X）｝的最小 σ域 ，则 E（Y ｜G）与概率论中定义的 Y 关于 X
的条件期望一致 ．事实上 ，Y 在 X ＝ x 条件下的条件概率密度定义为
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f （y x） ＝ f （ x ，y） p（ x） ，　 　 p（ x） ＞ ０ ， （１ ．１ ．１１）

其中 p（ x） ＝∫
∞

－ ∞
f （x ，y）d y ，当 p（ x） ＝ ０时 ，规定（１ ．１ ．１１）左方值为零 ．于

是 Y 在 X ＝ x 条件下的条件期望为

E（Y X ＝ x）＝ ∫
∞

－ ∞
yf （y | x）d y ＝ g（ x） ， （１ ．１ ．１２）

由（１ ．１ ．１１）和（１ ．１ ．１２）知右方为 x 的可测函数 ，因此得到可测函数

g（ x） ＝ E（Y X ＝ x） ，　 　 x ∈ R ，

可见 ，Y关于X的条件期望E （ Y X）＝ g（X）为 σ（ X ）可测 ；往证 橙 B ∈

σ（X） ，有

∫B
g（X）d P ＝ ∫B

Y d P ， （１ ．１ ．１３）

假设 h（ x）为任意有界可测函数 ，A ＝ ｛ x ：p（ x）＞ ０｝ ，则有

E（h（X）Y ）＝∫
∞

－ ∞
∫

∞

－ ∞
h（ x）yf （x ，y）d xd y

＝∫A ∫
∞

－ ∞
y f （ x ，y）

p（ x） d y p（ x）h（ x）d x
＝∫A

g（ x） p（x）h（ x）d p
＝∫

Ω
g（X）h（X）d p ．

如果在上式中令 h（x）＝ IΓ （ x） ，Γ ∈ B（R）则有

∫
（X ∈ Γ）

Y d p ＝ ∫
（X ∈ Γ）

g（X）d p ，

即（１ ．１ ．１３）成立 ，可见 g（X）＝ E（Y G） ，a ．s ．．

　 　 １ ．１ ．４ 　条件期望的基本性质

以下提到的随机变量 X ，Xn 均假设是可积的 ．不等式 ，等式及极限关系

都是几乎处处成立 ，不另再声明 ．

性质 １ ．１ ．７ 　对于任意实数 ci ，i ＝ １ ，２ ，有

E ∑
２

i ＝ １

ciXi G ＝ ∑
２

i ＝ １

ciE（Xi G） ．

　 　证明 　 由定义知 ∑
２

i ＝ １

ciE（Xi G）为G可测 ，而且 橙 B ∈ G ，有

∫B ∑
２

i ＝ １

ciE（Xi G） d p ＝ ∑
２

i ＝ １

ci∫B
E（Xi G）d p

＝ ∑
２

i ＝ １

ci∫B
Xid p ＝∫B ∑

２

i ＝ １

ciXi d p ．
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　 　性质 １ ．１ ．８ h

（１）如果 X ≥ ０ ，则有 E（X G） ≥ ０ ．

（２）如果 X１ ≥ X２ ，则有 E（X１ G） ≥ E（X２ G） ．

证明 　设 X ≥ ０ ，令 d

B ＝ ｛ ω ：E（X G）（ ω） ＜ ０｝ ，　 　 　 　 　 　 　

Bm ＝ ｛ ω ：E（X G）（ ω） ＜ － １ m｝ ，　 m ＝ １ ，２ ，⋯ ，

易见 B ＝ ∑
∞

m ＝ １

Bm ，而且

－
１
mp（Bm ） ≥∫Bm

E（X G）d p ＝ ∫Bm
XdP ≥ ０ ，

所以 p（Bm ）＝ ０ ，p（B）＝ ０ ，（１）成立 ；由（１）及性质 １ ．１ ．７推得（２）成立 ．

性质 １ ．１ ．９ 　 E（X G） ≤ E（ X G） ．

证明 　由性质 １ ．１ ．７和 １ ．１ ．８直接推得 ．

性质 １ ．１ ．１０ （单调收敛定理） 　假设 ０ ≤ Xn ↑ X ，n → ∞ ，则有

lim
n → ∞

E（Xn G） ＝ E（X G） ．

　 　证明 　由 ０ ≤ Xn ≤ Xn ＋ １ ≤ X 得
０ ≤ E（X１ G） ≤ E（X２ G） ≤ ⋯ ≤ E（X G） ，

故对几乎所有 ω ，lim
n → ∞

E（Xn G）（ ω）存在 ，对极限不存在的 ω 定义极限值为

零 ．如此规定后 lim
n → ∞

E（Xn G）（ ω）为G可测 ．往证它等于 E（X G） ．任取 B ∈G ，

根据积分的单调收敛定理得

∫B
lim
n → ∞

E（Xn G）d p ＝ lim
n → ∞
∫B

E（Xn G）d p
＝ lim

n → ∞ ∫B
Xnd p ＝ ∫B

Xd p ，

所以

lim
n → ∞

E（Xn G） ＝ E（X G） ．

　 　性质 １ ．１ ．１１ （Fatou引理） 　设随机变量列｛ Xn ；n ＝ １ ，⋯ ｝的每个 Xn 的

期望存在 ．

（１ ）若存在随机变量 X ，使 EX ＞ － ∞ ，且 橙 n ≥ １ ，Xn ≥ X ，a ．s ．，则

lim
n → ∞

Xn 的期望存在 ，且有

E lim
n → ∞

Xn G ≤ lim
n → ∞

E Xn G ．

　 　 （２）若存在随机变量 X ，使 EX ＜ ∞ ，且 橙 n ≥ １ ，Xn ≤ X ，a ．s ．，则 lim
n → ∞

Xn

的期望存在 ，且有
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E lim
n → ∞

Xn G ≥ lim
n → ∞

E Xn G ．

　 　证明 　因为

０ ≤ inf
k ≥ n

Xk － X ↑ lim
n → ∞

Xn － X ，　 n → ∞ ，

由单调收敛定理得

E lim
n → ∞

Xn G － E X G ＝ E lim
n → ∞

Xn － X G

＝ lim
n → ∞

E （inf
k ≥ n

Xk － X） G

＝ lim
n → ∞

E Xn － X G

＝ lim
n → ∞

E Xn G － E X G ．

从而（１）得证 ，类似地可以证明（２） ．

性质 1 ．1 ．12 （控制收敛定理） 　 假设 Xn ≤ Y ，Y 可积 ，而且 lim
n → ∞

Xn ＝

X ，则有

lim
n → ∞

E（Xn G） ＝ E（X G） ．

　 　证明 　令

Sn ＝ sup
k ≥ n

Xk ，　 In ＝ inf
k ≥ n

Xk ，

因为

Xn ≤ Y ，　 Sn ↓ X ，　 In ↑ X ，　 n → ∞ ，

０ ≤ Y － Sn ↓ Y － X ，　 ０ ≤ Y ＋ In ↑ Y ＋ X ，　 n → ∞ ，

由单调收敛定理得

E（Y － Sn G） ↓ E（Y － X G） ，　 n → ∞ ，

E（Y ＋ In G） ↑ E（Y ＋ X G） ，　 n → ∞ ，

从而

E（X G）＝ lim
n → ∞

E（ In G）

≤ lim
n → ∞

E（Xn G）

≤ lim
n → ∞

E（Sn G）

＝ E（X G） ．

　 　性质 １ ．１ ．１３ 　如果随机变量 X 是G可测的 ，而且 E（ XY ）＜ ∞ ，则有

E（XY G） ＝ XE（Y G） ． （１ ．１ ．１４）

　 　证明 　令

L ＝ ｛X ：E（ XY ） ＜ ∞ ｝ ，

L ＝ ｛X ：X 使（１ ．１ ．１４）满足｝ ，

由性质 １ ．１ ．７和 １ ．１ ．１０容易证明 L 是 L系 ，另外当 X ＝ IA ，A ∈G时 ，X 是G
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可测的 ，而且对于任意 B ∈G ，有

∫B
XY d p ＝ ∫AB

Y d p ＝ ∫AB
E（Y G）d p ＝ ∫B

XE（Y G）d p ，

故 IA ∈ L ，根据 L系方法（参见文献［２］４６３页引理 ４）知 L 包含一切属于 L
且关于G可测的随机变量 X ．

性质 １ ．１ ．１４ h

（１）全数学期望公式 ：E（E（X G））＝ EX ．

（２）重条件期望公式 ：当G１ 炒G２ 时 ，有

E（E（X G１ ） G２ ） ＝ E（X G１ ） ＝ E（E（X G２ ） G１ ） ．

　 　证明 　 （１）在（１ ．１ ．７）中令 B ＝ Ω ，即得到（１） ．

（２）因为G１ 炒G２ ，故 E（X G１ ）为G２ 可测 ，从而由例 １ ．１ ．５的结论得第 １个

等式 ，为证明第 ２个等式 ，只需注意 ，如果 B ∈ G１ ，则 B ∈G２ ，故有

∫B
Xd p ＝ ∫B

E（X G２ ）d p ．

　 　性质 １ ．１ ．１５ （Holder不等式） 　设 １ ＜ p ，q ＜ ∞ ，
１

p ＋
１

q ＝ １ ，则有

E［ XY G］ ≤ （E［ X p G］）１／ p （E［ Y q G］）１／q ，
特别当 p ＝ q ＝ ２时 ，有 Cauchy桘Schwarz不等式

E［ XY G］２ ≤ E（X２ G）E（Y ２ G） ．

　 　证明 　当 E［ X p G］ ≠ ０ ，E［ Y q G］ ≠ ０时 ，在不等式

ab ≤
１

p a p
＋

１

q b q

中置  

a ＝ X E［ X p G ≠ ０ ，

b ＝ Y E［ Y q G ≠ ０ ，

利用条件期望的线性性 ，单调性和性质 １ ．１ ．１１ ，对所得不等式稍加整理 ，即得

所需结果 ．

为了便于证明下面 Jensen不等式 ，我们介绍关于凸函数的一个性质 ．称

函数 f （ x） ，x ∈ R为凸函数 ，如果对于任意 x ，y ∈ R ，０ ≤ α ≤ １有

f （αx ＋ （１ － α）y） ≤ αf （ x） ＋ （１ － α） f （y） ， （１ ．１ ．１５）

对任意固定的 x ＜ y ，令 z ＝ αx ＋ （１ － α）y ，由（１ ．１ ．１５）得

f （ z ） － f （ x）
z － x 览≤

αf （ x） ＋ （１ － α） f （y） － f （ x）
y － x

＝
f （y） － f （ x）

y － x ．

令 α ↑ １（这等价于 z ↓ x）得 f （ x）的右导数 f′＋ （ x）存在 ，且满足下面不等式
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f′＋ （ x） ≤
f （y） － f （ x）

y － x ，

f′＋ （ x）（y － x） ≤ f （y） － f （ x） ， （１ ．１ ．１６）

显然当 y ＜ x 时 ，此不等式仍然成立 ．

性质 １ ．１ ．１６ （Jensen不等式） 　 设 f （ x ） ，x ∈ R 为凸函数 ，随机变量 X
是可积的 ，G是 F的任意子 σ域则有

f E（X G） ≤ E f （X） G ，　 a ．s ．
　 　证明 　在不等式（１ ．１ ．１６）中 ，令 y ＝ X ，x ＝ E（X G）得

f′＋ （E（X G））（X － E（X G）） ≤ f （X） － f （E（X G））
两边对G求条件期望得

f ［E（X） G］ ≤ E［ f （X） G］ ，　 a ．s ．

§ １ ．２ 　离散参数鞅

１ ．２ ．１ 　停时

定义 １ ．２ ．１ 　定义在可测空间（ Ω ，F）上取值于｛０ ，１ ，⋯ ，＋ ∞ ｝的可测函

数 τ（ ω） ，称为关于 F的子 σ域流｛Fn ：n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是停时 ，如果对任意非负整

数 n ，（τ ≤ n） ∈ Fn ，这等价于（τ ＝ n） ∈ Fn ．

若 τ１ ，τ２为停时 ，根据定义不难验证 τ１ ＋ τ２ ，τ１ ∨ τ２ ≡ max （ τ１ ，τ２ ） ，

τ１ ∧ τ２ ≡ min（τ１ ，τ２ ）都是停时 ．进一步若假设｛ τn｝为一列停时 ，容易证明

sup
n ≥ １

｛ τn｝ ，inf
n ≥ １

｛ τn｝ ，lim
n → ∞

sup
n ≥ １

｛ τn｝ ，lim
n → ∞

inf
n ≥ １

｛ τn｝都是停时 ．

定义 １ ．２ ．２ 　设 τ是｛Fn ：n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝停时 ，令

Fτ ＝ ｛ A ：A ∈ F∞ ，A （τ ≤ n） ∈ Fn ，橙 n ≥ ０｝ ， （１ ．２ ．１）

称 Fτ为 τ前 σ域 ．

其中 F∞ ＝ σ（ ∪
∞
n ＝ １Fn） ；易知当 τ ≡ n时 ，Fτ ＝ Fn ．

性质 １ ．２ ．３ 　设 τ ，τ１ ，τ２ 是｛Fn ：n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝停时 ，则有

（１） τ为 Fτ可测 ．

（２）当 τ１ ≤ τ２ 时 ，Fτ
１
炒 Fτ

２
．

证明 　 （１）对任意非负整数 m ，n ，令 A ＝ （τ ≤ m） ，则

A （τ ≤ n） ＝ （τ ≤ n ∧ m） ∈ Fn ∧ m 炒 Fn 痴 A ∈ Fτ ．

故 τ为 Fτ可测 ．

（２） 橙 A ∈ Fτ
１
，由定义知 ，

橙 n ≥ ０ ，　 A （τ１ ≤ n） ∈ Fn ，

A （τ２ ≤ n） ＝ A （τ１ ≤ n）（τ２ ≤ n） ∈ Fn ，
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故 A ∈ Fτ
２
，Fτ

１
炒 Fτ

２
．

性质 １ ．２ ．４ 　设 τ１ ≥ τ２ ≥ ⋯ ≥ τn ≥ ⋯是一列｛Fn ：n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝停时 ，则 τ

＝ inf
n ≥ １

｛ τn｝是停时 ，而且 Fτ ＝ ∩
n ≥ １
Fτn ．

证明 　由性质 １ ．２ ．３知 ，对任意正整数 n ，Fτ 炒 Fτn 痴 Fτ 炒 ∩
n ≥ １
Fτn ，反之任

取 A ∈ ∩
n ≥ １
Fτn

，有

A （τ ≤ n） ＝ ∪
k ≥ １

［A （τk ≤ n）］ ∈ Fn 痴 A ∈ Fτ ．

　 　 １ ．２ ．２ 　鞅

定义 １ ．２ ．５ 　称过程 X ＝ ｛ Xn ：n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝为｛Fn ：n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝鞅（相应

地上鞅 ，下鞅） ，如果

（１） X 是｛Fn ：n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝适应的 ，即对每个 n ，Xn 是 Fn 可测 ．

（２） E（ Xn ）＜ ∞ ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ．

（３）对任意非负整数 m ＜ n ，E（Xn Fm ）＝ Xm （相应地 ≤ Xm ，≥ Xm ） ．

例 １ ．２ ．６ 　假设｛ Y n ：n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是独立的随机变量列 ，E（ Y n
２
） ＜

∞ ，E（Y n）＝ ０ ，gk 是 k元 Borel可测函数 ，k ＝ １ ，２ ，⋯令 !

bk ＝ gk（Y ０ ，Y １ ，⋯ ，Y k －１ ） ，　 　 　 　

Xn ＝ X０ ＋ ∑
n

k ＝ １

bkY k ，

Fn ＝ σ（Y ０ ，Y １ ，⋯ ，Y n） ，n ＝ １ ，２ ，⋯ ．其中 X０ 为常量 ，假定 E（ bk ２
） ＜ ∞ ，k

＝ １ ，２ ，⋯ ，则｛Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是鞅 ．

事实上 ，显然对任意 n ＝ １ ，２ ，⋯ ，E（ Xn ）＜ ∞ ；又因为

Xn＋ １ ＝ Xn ＋ bn＋ １ Y n＋ １ ，

E（Xn＋ １ Fn）＝ E（Xn Fn） ＋ E（bn＋ １ Y n＋ １ Fn）

＝ Xn ＋ bn＋ １ E（Y n＋ １ Fn）

＝ Xn ＋ bn＋ １ EY n＋ １ ＝ Xn ．

　 　定理 １ ．２ ．７ 　假设｛Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝和｛ Y n ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是鞅（或

下鞅） ，则

（１） ｛Xn ＋ Y n ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是鞅（或下鞅） ．

（２） ｛Xn ∨ Y n ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是下鞅 ．

证明 　 （１）Xn ＋ Y n 的适应性和可积性是显然的 ，只需验证定义 １ ．２ ．５中

的条件（３） ，对任意非负整数 m ＜ n ，

E（Xn ＋ Y n Fm ）＝ E（Xn Fm ） ＋ E（Y n Fm ）

＝ Xm ＋ Y m 　 （相应地 ≥ Xm ＋ Y m ） ．
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　 　 （２）因为 Xn ∨ Y n ≥ Xn ，Xn ∨ Y n ≥ Y n ，故有

E（Xn ∨ Y n Fm ） ≥ E（Xn Fm ） ∨ E（Y n Fm ） ≥ Xm ∨ Y m ．

　 　由定理 １ ．２ ．７（２）知 ，如果｛Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝和｛ Y n ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是

上鞅 ，则｛ Xn ∧ Y n ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝也是上鞅 ．

定理 １ ．２ ．８ 　 （１）假设｛Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是鞅 ，f 是定义在 R１ 上的凸

函数 ．如果 ，橙 n ≥ ０ ；E f （Xn） ＜ ∞ ，则｛ f （Xn） ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是下鞅 ．

（２）假设｛Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是下鞅（上鞅） ，f 是定义在 R１ 上的非降凸

函数 ．如果 ，橙 n ≥ ０ ，E f （Xn） ＜ ∞ ，则｛ f （Xn ） ，n ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是下鞅

（上鞅） ．

（３）假设｛Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是上鞅 ，f 是定义在 R１ 上的非降凹函数 ．如

果 ，橙 n ≥ ０ ，E f （Xn） ＜ ∞ ，则｛ f （Xn） ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是上鞅 ．

证明 　我们只证明（２） ，其余的证明是类似的 ．对任意非负整数 m ＜ n ，因

为函数 f 是非降的 ，而且 E（Xn Fm ） ≥ Xm ，所以 f （E（Xn Fm ）） ≥ f （Xm ） ，由

Jensen不等式有
E（ f （Xn） Fm ） ≥ f （E（Xn Fm ）） ≥ f （Xm ） ．

　 　推论 １ ．２ ．９ 　假设｛ Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是鞅（或非负下鞅） ，λ ≥ １为一常

数 ．如果对 n ≥ ０ ， Xn
λ是可积的 ．则｛ Xn

λ
，Fn ，n ≥ ０｝是下鞅 ．

推论 １ ．２ ．１０ 　 假设｛ Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是下鞅 ，则｛ X ＋
n ，Fn ，n ＝ ０ ，

１ ，⋯ ｝也是下鞅 ．

　 　 １ ．２ ．３ 　离散鞅的基本不等式

设｛ Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是鞅（或下鞅） ，则对于 n ≥ m有 E（Xn Fm ）＝ Xm

（或 ≥ Xm ） ，如果将 n ，m 换成停时后 ，上面式子是否仍然成立 ？下面的定理

指出 ，当停时有界时 ，回答是肯定的 ．

定理 １ ．２ ．１１ （Doob有界停时定理） 　设｛Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是下鞅 ，σ ≤

τ是一对有界停时 ，则有

（１） E Xσ ＜ ∞ ，E Xτ ＜ ∞ ．

（２） E（Xτ Fσ） ≥ Xσ ． （１ ．２ ．２）

如果｛ Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是鞅 ，则（１ ．２ ．２）中不等号改为等号 ．

证明 　设 τ ≤ N ，则有 Xτ ≤ ∑
N

i ＝ ０

Xi ∈ L１
，同理 Xσ ∈ L１

．设 A ∈

Fσ ，则有

A （σ ＝ j）（τ ＞ j） ∈ Fj ． （１ ．２ ．３）

如果 τ － σ ≤ １ ，那么由下鞅性及（１ ．２ ．３） ，对 A ∈ Fσ有
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∫A
（Xσ － Xτ）dP ＝ ∑

N

j ＝ ０
∫A ∩ （σ ＝ j）（τ ＞ j）

（Xj － Xj ＋ １ ）d P ≤ ０ ， （１ ．２ ．４）

对一般情况 ，令 αj ＝ τ ∧ （σ ＋ j） ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，N ，则 αj 是停时 ，且

σ ≤ α１ ≤ ⋯ ≤ αN ＝ τ ，　 α１ － σ ≤ １ ，　 αj － αj ＋ １ ≤ １ ，

j ＝ １ ，２ ，⋯ ，N ． （１ ．２ ．５）

于是对任意 A ∈ Fσ ，有 A ∈ Fαj
，１ ≤ j ≤ N ，从而

∫A
Xσd P ≤∫A

Xα
１
d P ≤ ⋯ ≤∫A

Xτd P ，

又因为 Xσ是 Fσ可测 ，故（１ ．２ ．２）成立 ．

推论 １ ．２ ．１２ 　设｛ Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是下鞅（鞅） ，σ ，τ是一对有界停

时 ，则有

E（Xτ Fσ） ≥ Xσ ∧ τ 　 （＝ Xσ ∧ τ） ．

　 　证明 　因为

Xσ ＝ XσIσ ≥ τ ＋ XσIσ ＜ τ

＝ XσIσ ≥ τ ＋ Xσ ∧ τIσ ＞ τ ，

（σ ＜ τ） ∈ Fσ ∧ τ 炒 Fτ ，

故有

E（Xσ ∧ τIσ ＜ τ Fτ） ＝ Xσ ∧ τIσ ＜ τ ，

E（XσIσ ≥ τ Fτ） ＝ Iσ ≥ τ E（Xσ Fσ ∧ τ） ≥ Iσ ≥ τ Xσ ∧ τ ，

E（Xσ Fτ） ≥ Iσ ≥ τ Xτ ∧ τ ＋ Iσ ＜ τ Xσ ∧ τ ＝ Xσ ∧ τ ．

　 　定理 １ ．２ ．１３ 　设｛Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是下鞅 ，则 橙 λ ＞ ０ ，n ≥ ０ ，有

（１） λP｛max
k ≤ n

Xk ≥ λ｝ ≤ ∫
｛ max
k ≤ n

Xk ≥ λ｝

Xnd P ≤ E Xn ．

（２） λ P｛min
k ≤ n

Xk ≤ － λ｝ ≤ － EX０ ＋ ∫
｛ min
k ≤ n

Xk ＞ － λ｝

Xn d P ≤ E X ＋
n － EX０ ≤

E X０ ＋ E Xn ．

（３） λP｛max
k ≤ n

Xk ≥ λ｝ ≤ ２ EX ＋
n － EX０ ≤ E X０ ＋ ２ E Xn ．

证明 　 （１）令

τ ＝
min｛ k ： k ≤ n ，xk ≥ λ｝ ，

n ，　 　 如果上面集合是空集 ，

则 τ是停时 ，而且 τ ≤ n ，记 M ＝ ｛max
k ≤ n

Xk ≥ λ｝ ，则在 M 上 ，xτ ≥ λ ，而且 M ∈

Fτ ，实际上 橙 j ≤ n ，M ∩ （τ＝ j）＝ （Xk ＜ λ ，０ ≤ k ≤ j － １ ，Xj ≥ λ） ∈ Fj ．因此对
τ ，n应用 Doob有界停时定理得
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λP（M ） ≤∫M
Xτd P ≤∫M

Xnd P ，

　 　 （１）的第一个不等式得证 ；（１）的第二 ，三个不等式是显然的 ．

（２）类似地令

τ ＝
min｛ k ：k ≤ n ，Xk ≤ － λ｝ ，

n ，　 　 如果上面集合是空集 ，

记 M ＝ ｛min
k ≤ n

Xk ≤ － λ｝ ，因为 τ ≤ n ，对 ０ ，τ应用 Doob有界停时定理得
EX０ ≤ EXτ ＝ ∫M

Xτd P ＋∫McXτd P ≤ － λP（M ） ＋∫McXτd P ．

即（２）的第一个不等式成立 ，（２）的第二 ，三个不等式是显然的 ．

推论 １ ．２ ．１４ 　设｛Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是鞅 ，且 E Xn
p
＜ ∞ ，p ≥ １ ，n ≥

０ ，则 橙 n ≥ １ ，

P｛max
k ≤ n

Xk ≥ λ｝ ≤ E Xn
p

λ
p
．

　 　证明 　 由｛ Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是鞅知｛ Xn
p
｝是下鞅 ，由定理 １ ．２ ．１３

（１）得

λp P｛max
k ≤ n

Xk
p
≥ λp｝ ≤ E Xn

p
，

P｛max
k ≤ n

Xk ≥ λ｝ ＝ P｛max
k ≤ n

Xk
p
≥ λ

p
｝ ≤ E Xn

p
λ
p
．

　 　定理 １ ．２ ．１５ 　设｛Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是非负下鞅 ，p ＞ １ ，则

E｛max
k ≤ n

XP
k ｝ ≤

p
p － １

p

E Xn
p
． （１ ．２ ．６）

　 　证明 　令 Y ＝ max
k ≤ n

Xk ，由定理 １ ．２ ．１３（１）知

λp（Y ≥ λ） ≤∫
Ω
IY ≥ λXnd p ， （１ ．２ ．７）

由（１ ．２ ．７）及 Fubini定理得
EY p

＝ ∫
Ω
d p∫

Y

０
pλp －１dλ ＝ ∫

Ω
d p∫

∞

０
I（ Y ≥ λ） pλp －１d λ

＝ p∫
∞

０
λp －

１ p（Y ≥ λ）d λ ≤ p∫
∞

０
λp －

１ １
λ∫（ Y ≥ λ）

Xnd p d λ

＝ ∫
Ω
Xn ∫

Y

０
pλp －１dλ d p ＝

p
p － １

E（XnY p －１ ） ， （１ ．２ ．８）

再由（１ ．２ ．８）及 Holder不等式得
EY p

≤ q ‖ Xn ‖ p ［EY （ p －１） q
］
１／ p

＝ q ‖ Xn ‖ p ‖ Y ‖
p ／q
p ，

如果 EY p
≠ ０ ，两边除以 ‖ Y ‖

p ／q
p 得 ‖ Y ‖ p ≤ q ‖ Xn ‖ p ，（１ ．２ ．６）得证 ：如果

EY p
＝ ０ ，则 EXp

n ＝ ０ ，（１ ．２ ．６）仍成立 ．
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推论 １ ．２ ．１６ （Doob不等式） 　设｛ Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是非负下鞅 ，p ＞
１ ，则

［E｛sup
k ≥ ０

Xk｝
p
］
１／ p

≤ q sup
n ≥ ０

‖ Xn ‖ p ． （１ ．２ ．９）

　 　证明 　由（１ ．２ ．６）得

［E｛max
k ≤ n

Xp
k｝］

１／ p
≤ q ‖ Xn ‖ p ≤ q sup

n ≥ ０
‖ Xn ‖ p ，

令 n → ∞得（１ ．２ ．９） ．

下面证明关于半鞅的上穿不等式 ，先介绍上穿概念 ．给定闭区间［ a ，b］及
M 个数 x１ ，x２ ，⋯ ，xM ，如果从 x１ 起顺次到 xM ，自［a ，b］的左方到其右方共
v 次 ，就说数列 x１ ，x２ ，⋯ ，xM 上穿［a ，b］v 次 ，确切的定义如下 ，令 膊

τ１ ＝
min｛ n ：０ ≤ n ≤ M ，xn ≤ a｝ ，

M ＋ １ ，　 　 如果上面集合是空集 ，

σ１ ＝
min｛ n ：τ１ ≤ n ≤ M ，xn ≥ b｝ ，

M ＋ １ ，　 　 如果上面集合是空集 ，

τk ＝
min｛ n ：σk －１ ≤ n ≤ M ，xn ≤ a｝ ，

M ＋ １ ，　 　 如果上面集合是空集 ，

σk ＝
min｛ n ：τk ≤ n ≤ M ，xn ≥ b｝ ，

M ＋ １ ，　 　 如果上面集合是空集 ，
　 k ＝ １ ，２ ，⋯ ．

　 　定义 １ ．２ ．１７ 　使 σk ≤ M 的最大的 k称为数列 x１ ，x２ ，⋯ ，xM 上穿［a ，b］
的次数 ，记为 ν

b
a（如果 σ１ ＝ M ＋ １ ，则 ν

b
a ＝ ０） ．

定理 １ ．２ ．１８ （上穿不等式） 　 设｛ Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是下鞅 ，ν
b
a 是它上

穿［a ，b］的次数 ，则有

E（νba） ≤
１

b － a［E（XM － a）＋ － E（X０ － a）＋ ］ ≤
１

b － a［EX
＋
M ＋ a ］ ．

（１ ．２ ．１０）

　 　证明 　令 Y n ＝ （Xn － a）＋
，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ，M ，由推论 １ ．２ ．１０知｛ Y n｝是下

鞅 ，显然｛ Y n｝非负 ．而且｛ Y n｝上穿［０ ，b － a］的次数等于 ν
b
a ．在 τk ，σk 的定义

中将 a ，b ，Xn 分别换成 ０ ，b － a ，Y n ，并补充定义 σ０ ＝ ０ ，τM ＋ １ ＝ M ＋ １ ，Y M ＋ １

＝ Y M ，则有

Y M － Y ０ ＝ ∑
M

k ＝ １

（Y σk － Y τk
） ＋ ∑

M ＋ １

k ＝ １

（Y τk － Y σk －１
） ， （１ ．２ ．１１）

如果 ν
b
a ＝ r ＞ ０ ，则有 Y σk － Y τk ≥ b － a ，k ＝ １ ，⋯ ，r ，由于当 k ＞ r时 ，Y σk － Y τk

≥ ０ ，故

∑
M

k ＝ １

（Y σk － Y τk） ≥ （b － a） r ＝ （b － a）νba ，
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当 r ＝ ０时 ，上面式子仍然成立 ，于是有

E ∑
M

k ＝ １

（Y σk － Y τk
） ≥ （b － a）Eνba ， （１ ．２ ．１２）

其次由于 τk ，σk － １都是有界停时 ，而且 τk ≥ σk － １ ，由定理 １ ．２ ．１１ 得 EY τk ≥

EY σk － １
，从而

E ∑
M ＋ １

k ＝ １

（Y τk － Y σk －１
） ＝ ∑

M ＋ １

k ＝ １

（EY τk － EY σk －１
） ≥ ０ ， （１ ．２ ．１３）

由（１ ．２ ．１１） ，（１ ．２ ．１２） ，（１ ．２ ．１３）得 EY M － EY ０ ≥ （b － a）Eνba ，即

Eνba ≤
１

b － a［E（XM － a）＋ － E（X０ － a）＋ ］ ．

　 　 １ ．２ ．４ 　离散鞅的收敛定理

定理 １ ．２ ．１９ 　设｛Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ，M｝是下鞅 ，满足

sup
n ≥ ０

E Xn ＜ ∞ ， （１ ．２ ．１４）

则存在 F∞可测的随机变量 X ∞ ，使 E X ∞ ＜ ∞ ，而且

p（lim
n → ∞

Xn ＝ X ∞ ） ＝ １ ， （１ ．２ ．１５）

其中 F∞ ＝ σ ∪
∞

n ＝ ０
Fn ．

证明 　令

A ＝ ｛ ω ：lim sup
n → ∞

Xn（ ω） ＞ lim inf
n → ∞

Xn（ ω）｝ ，

A （a ，b） ＝ ｛ ω ：lim inf
n → ∞

Xn（ ω） ＜ a ＜ b ＜ lim sup
n → ∞

Xn（ ω）｝ ，

则有 A ，A （a ，b） ∈ F∞ ，而且

A ＝ ∪
a ＜ b ，a ，b ∈ Q

A （a ，b） ， （１ ．２ ．１６）

其中 Q 为全体有理数 ．下面证明 P（A ）＝ ０ ，令 ν
b
a（M ）表示数列 X０ ，X１ ，⋯ ，

XM上穿 ［ a ，b ］的次数 ，ν
b
a表示数列X０ ，X１ ，⋯ 上穿 ［ a ，b ］的次数 ．显然

ν
b
a（M ）关于 M 不减 ，而且有 ν

b
a ＝ lim

M → ∞
ν
b
a（M ） ，由上穿不等式得

Eνba（M ） ≤
１

b － a［EX
＋
M ＋ a ］

≤
１

b － a［supM ≥ ０
E XM ＋ a ］ ， （１ ．２ ．１７）

由（１ ．２ ．１４）和（１ ．２ ．１７）知 Eνba ＜ ∞ ，从而

p（νba ＜ ∞ ） ＝ １ ， （１ ．２ ．１８）

由于 A （ a ，b） 炒 ｛ ω ：ν
b
a（ ω） ＝ ＋ ∞ ｝ ，再由（１ ．２ ．１８）知 p｛ A （ a ，b）｝ ＝ ０ ，从而

p（A ）＝ ０ ，即 lim
n → ∞

Xn 几乎处处存在 ．令 X ∞ ＝ lim inf
n → ∞

Xn ，则 X ∞ 是 F∞可测 ，而
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且 X ∞ ＝ lim
n → ∞

Xn ，a ．s ．，再用 Fatou引理 ，和（１ ．２ ．１５）式 ，得

E X ∞ ≤ lim inf
n → ∞

E Xn ≤ sup
n ≥ ０

E Xn ＜ ∞ ．

　 　注 １ ．２ ．２０ 　由于 E Xn ＝ ２ EX ＋
n － EXn ≤ ２ EX ＋

n － EX１ ，可见对于下鞅

条件（１ ．２ ．１４）等价于形式上较弱的条件sup
n ≥ ０

EX ＋
n ＜ ∞ ，对于上鞅 ，由于

E Xn ＝ ２ EX －
n ＋ EXn ≤ ２ EX －

n ＋ EX１ ，

故（１ ．２ ．１４）等价于条件sup
n ≥ ０

EX －
n ＜ ∞ ．

　 　 １ ．２ ．５ 　 Doob停时定理

定义 １ ．２ ．２１ 　称鞅（或下鞅）｛Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ，｝是右闭的 ，如果存在

F∞可测 ，且可积的随机变量 X ∞ ，使得对任意 n ≥ ０有
E（X ∞ Fn）＝ Xn（或 ≤ Xn） ， （１ ．２ ．１９）

显然鞅（或下鞅）｛ Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是右闭的充分必要条件是存在可积的

Y ，对任意 n ≥ ０有
E（Y Fn）＝ Xn（或 ≥ Xn） ，

实际上 ，只需令 X ∞ ＝ E（Y F∞ ） ，那么 X ∞满足右闭定义的要求 ．

下面证明离散参数时的 Doob停时定理 ．

定理 １ ．２ ．２２ 　设｛Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ，M｝是右闭鞅（或下鞅） ，停时 σ ≤

τ ，则有

（１） Xσ ，Xτ都可积 ，且 E（X ∞ Fτ） ＝ Xτ（或 ≥ Xτ） ．

（２） E（Xτ Fσ） ＝ Xσ（或 ≥ Xσ） ．

证明 　对任意 Borel集 Γ及 n ≥ ０有

（Xτ ∈ Γ）（τ ≤ n） ＝ ∪
n

k ＝ ０
（Xk ∈ Γ）（τ ＝ k） ∈ Fn ，

故 Xτ ∈ Fτ ，同理 Xσ ∈ Fσ

（一）设｛ Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ，M｝是右闭鞅 ，由（１）及条件期望的性质 ，有

∫
Ω
Xτ d p ＝ ∑

∞

n ＝ ０
∫

（τ ＝ n）
Xn d p

≤ ∑
∞

n ＝ ０
∫

（τ ＝ n）
X ∞ d p ＝ E X ∞ ＜ ∞ ， （１ ．２ ．２０）

从而 Xτ可积 ，同理 Xσ可积 ．对任意 A ∈ Fτ ，由（１ ．２ ．１９）得

∫A
Xτ d p ＝ ∑

∞

n ＝ ０
∫A （τ ＝ n）

Xn d p

≤ ∑
∞

n ＝ ０
∫A （τ ＝ n）

X ∞ d p ＝ ∫A
X ∞ d p ， （１ ．２ ．２１）
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即 E（X ∞ Fτ）＝ Xτ ，同理 E（X ∞ Fσ） ＝ Xσ ，故（１）成立 ．再来证明（２） ，由（１）

及 Fσ 炒 Fτ可得

E（Xτ Fσ） ＝ E（E（X ∞ Fσ）） ＝ E（X ∞ Fσ）＝ Xσ ．

　 　 （二）设｛ Xn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ，M｝是右闭下鞅

先将 Xn 分解为

Xn ＝ E（X ∞ Fn）－ Y n ，　 　 ０ ≤ n ≤ ∞ ， （１ ．２ ．２２）

其中

Y n ＝ E（X ∞ Fn）－ Xn ，

易知｛ Y n ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是非负上鞅而且

Y ∞ ＝ E（X ∞ F∞ ）－ X ∞ ＝ ０ ，

因为 Y n 非负 ，所以 E（０ Fn）＝ ０ ≤ Y n ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ，这表明｛ Y n｝是右闭的 ．记

πn ＝ E（X ∞ Fn） ，　 　 n ＝ ０ ，１ ，⋯ ，

则｛ πn ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是右闭鞅 ，根据（一）的结果 ，｛ πn｝满足（１）和（２） ，因此

只需证明｛ Y n ，Fn ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝满足相应的（１）和（２） ．因为 Y ∞ ＝ ０ ，a ．s ．，故有
Y τ ＝ Y τ I（τ ＜ ∞ ） ，　 a ．s ．

EY τ ＝ E lim
n → ∞

Y τ ∧ n I（ τ ＜ n） ≤ E lim
n → ∞

Y τ ∧ n ， （１ ．２ ．２３）

由Fatou引理得 EY τ ≤ lim inf
n → ∞

EY τ ∧ n ，因为 ０和 τ ∧ n是有界停时 ，由定

理 １ ．２ ．１２知 （１ ．２ ．２３ ）的右方不大于 EY ０ ，从而０ ≤ EY τ ＜ ∞ ，显然０ ＝

E（Y ∞ Fτ） ≤ Y τ ，故（１）成立 ．现来证明（２） ，令 τk ＝ τ ∧ k ，σk ＝ σ ∧ k ，k ＝ ０ ，１ ，

⋯ ．则 τk ，σk 都是有界停时 ，且 τk ≤ σk ，任取 A ∈ Fσ ，由于 A （σ ≤ k） ∈ Fσk
，由定

理 １ ．２ ．２１得

∫A （σ ≤ k）
Y τk

d p ≤∫A （σ ≤ k）
Y σk

d p ， （１ ．２ ．２４）

但是（τ ≤ k） 炒 （σ ≤ k） ，又因为 Y n ≥ ０ ，a ．s ．故有

∫A （τ ≤ k）
Y τkd p ≤∫A （σ ≤ k）

Y σkd p ， （１ ．２ ．２５）

注意在（τ ≤ k）上 τ ＝ τk ，在（σ ≤ k）上 σ＝ σk ，于是由（１ ．２ ．２５）得

∫A （τ ≤ k）
Y τd p ≤∫A （σ ≤ k）

Y σd p ，

令 k → ∞得

∫A （τ ＜ ∞ ）
Y τd p ≤∫A （σ ＜ ∞ ）

Y σd p ， （１ ．２ ．２６）

注意到 Y ∞ ＝ ０ ，a ．s ．，由（１ ．２ ．２６）得

∫A
Y τd p ≤∫A

Y σd p ，
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即 Y σ ≥ E（Y τ Fσ） ，于是由（２ ．６ ．４）得

E（Xτ Fσ） ＝ E（πτ Fσ） － E（Y τ Fσ） ≥ πσ － Y σ ＝ Xσ ．

§ １ ．３ 　马尔可夫链

本节介绍离散时间参数马尔可夫链（Markov chain）的基本理论 ．

　 　 １ ．３ ．１ 　马尔可夫链的定义及其转移概率

定义 １ ．３ ．１ 　称随机序列｛Xn ：n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝为离散参数马尔可夫链 ，如果

它满足

（１） ｛Xn ：n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝的状态空间 E为至多可数集 ．

（２）对任意非负整数 n及状态 i０ ，i１ ，⋯ ，in ＋ １有

p（Xn＋ １ ＝ in＋ １ X０ ＝ i０ ，⋯ ，Xn ＝ in ） ＝ p（Xn＋ １ ＝ in＋ １ Xn ＝ in） ，

（１ ．３ ．１）

如果对任意非负整数 m ，n及任意状态 i和 j 有
p（Xn＋ １ ＝ j Xn ＝ i） ＝ p（Xm ＋ １ ＝ j Xm ＝ i） ， （１ ．３ ．２）

则称马氏链｛ Xn ：n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝是齐次的 ．在齐次情形 ，记 pij ＝ p （Xn ＋ １ ＝

j Xn ＝ i） ，称 pij为｛Xn ：n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝的转移概率 ，以 pij ，i ，j ∈ E为元素形成
的矩阵 P ＝ （pij ） i ，j ∈ E称为｛ Xn ：n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝的转移矩阵 ，本节只介绍齐次马

氏链 ．

例 １ ．３ ．２ 　简单随机游动 ，假设 X０ ＝ a ，a是常数 ，Z１ ，Z２ ，⋯是独立同分

布的随机变量列 ，而且 P（Zn ＝ １）＝ p ，P（Zn ＝ ０）＝ r ，P（Zn ＝ － １） ＝ q ，p ＋ q

＋ r ＝ １ ，令 Xn ＝ ∑
n

k ＝ ０

Zk ，则｛Xn ：n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝为齐次马氏链 ．其状态空间 E ＝

｛ a ± n ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝ ，转移概率为 pi ，j ＋ １ ＝ p ，pi ，j － １ ＝ q ，pi ，j ＝ r ，其余的 pij ＝
０ ，此马氏链称为简单随机游动 ．当 p ＋ q ＝ １／２时 ，就称｛ Xn ：n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝为对

称随机游动 ．

例 １ ．３ ．３ 　带吸收壁的随机游动 ．假设简单随机游动｛Xn ：n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝的

状态空间为｛０ ，１ ，⋯ ，b｝ ，如果质点移动到状态 ０ 或 b 后就永远停留在该状
态 ，即 p０ ，０ ＝ pb ，b ＝ １ ，其余的 pij ＝ ０ ，就称｛Xn ：n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝为带吸收壁 ０和 b
的随机游动 ．

例 １ ．３ ．４ 　如果例 １ ．３ ．３中的质点移动到状态 ０或 b后 ，下一次移动必

返回 ，即 p０ ，１ ＝ pb ，b － １ ＝ １ ，就称｛Xn ：n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝为带反射壁 ０和 b的随机游
动 ．
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定理 １ ．３ ．５ 　齐次马氏链的联合分布由初始分布 p （ x０ ＝ i） ＝ pi ，i ∈ E
及一步转移概率矩阵 P ＝ （ pij ）完全确定 ．

证明 　对任意 n ＝ ０ ，１ ，⋯和任意状态 i０ ，i１ ，⋯ ，in ∈ E ，由马氏链的定义

有

　 p（X０ ＝ i０ ，X１ ＝ i１ ，⋯ ，Xn ＝ in）
＝ p（X０ ＝ i０ ） p（X１ ＝ i１ X０ ＝ i０ ）p（X２ ＝ i２ X０ ＝ i０ ，X１ ＝ i１ ）
　 ⋯ p（Xn ＝ in X０ ＝ i０ ，X１ ＝ i１ ，⋯ ，Xn －１ ＝ in －１ ）
＝ pi

０
pi

０
，i
１
pi

１
，i
２
⋯ pin －１ ，in －１ ， （１ ．３ ．３）

从而｛ Xn ：n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝的任意有限维分布由初始分布及一步转移概率矩阵 P
完全确定 ，再由 Kolmogorov扩张定理知定理 １ ．３ ．６的结论成立 ．

定理 １ ．３ ．６ 　对于齐次马氏链及任意 m ，n ＝ ０ ，１ ，⋯任意 i ，j ∈ E有
P（ n＋ m ）

ij ＝ ∑
k ∈ E

P（ n）
ik P（m）

kj ，

其中

Pn＋ m
ij ＝ p（Xn＋ m ＝ j X０ ＝ i） ．

　 　证明

P（ n＋ m）
ij ＝ p（Xn＋ m ＝ j X０ ＝ i）

＝ ∑
k ∈ E

p（Xn ＝ k ，Xn＋ m ＝ j X０ ＝ i）

＝ ∑
k ∈ E

p（Xn ＝ k X０ ＝ i） p（Xn＋ m ＝ j X０ ＝ i ，Xn ＝ k）

＝ ∑
k ∈ E

P（ n）
ik P（m）

kj ， （１ ．３ ．４）

（１ ．３ ．４）式称为 Chapman桘Kolmogorov方程 ．

　 　 １ ．３ ．２ 　状态的分类

定义 １ ．３ ．７ 　如果集合｛ n ：n ≥ １ ，P（ n）
ij ＞ ０｝不空 ，该数集的最大公约数 d

＝ d（ i）称为状态 i的周期 ；如果 d ＞ １ ，称 i为周期的状态 ；如果 d ＝ １ ，称 i为
非周期的 ．

现在我们引入常返性概念 ，记 .

f （ n）ij ＝ P（Xm ＋ n ≠ j ，１ ≤ ν ≤ n － １ ，Xn＋ m ＝ j Xm ＝ i） ，　 n ≥ １ ，

（１ ．３ ．５）

f （０）ij ＝ ０ ，

易知 ，上式右方等于

∑
Sk ≠ j ，１ ≤ k ≤ n －１

pi ，S
１
pS

１
，S

２
⋯ pSn －１ ，j ， （１ ．３ ．６）
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与 m 无关 ，它表示质点由 i 出发 ，经 n 步首次到达 j 的概率 ．记 f ij

＝ ∑
∞

n ＝ １

f （ n）ij ，它表示质点由 i出发 ，经有限步终于到达 j 的概率 ．

定义 １ ．３ ．８ 　如果 f ij ＝ １ ，称状态 i为常返的 ；如果 f ij ＜ １ ，称状态 i为非
常返的 ．

对常返状态 i ，｛ f （ n）ij ，n ＝ １ ，２ ，⋯ ｝形成一概率分布 ，此分布的期望值 μi

＝ ∑
∞

n ＝ １

nf （ n）ij ，表示质点由 i出发再返回到 i的平均回转时间 ，于是可将状态 i

细分如下 ．

定义 １ ．３ ．９ 　称常返状态 i为正常返的 ，如果 μi ＜ ∞ ．称常返状态 i 为
零常返的 ，如果 μi ＝ ∞ ．非周期的正常返状态称为遍历状态 ．

f （ n）ij 与 p（ n）ij 有如下关系 ．

定理 １ ．３ ．１０ 　对任意状态 i ，j 及 n ＝ １ ，２ ，⋯ ，有

p（ n）ij ＝ ∑
n

k ＝ １

f （ k）ij p
（ n － k）
j j ＝ ∑

n －１

k ＝ ０

p（ k）ij f
（ n － k）
j j ． （１ ．３ ．７）

　 　证明

p（ n）ij ＝ p（Xn ＝ j X０ ＝ i）

＝ ∑
n

k ＝ １

p（Xv ≠ j ，１ ≤ v ≤ k － １ ，Xk ＝ j ，Xn ＝ j X０ ＝ i）

＝ ∑
n

k ＝ １

p（Xv ≠ j ，１ ≤ v ≤ k － １ ，Xk ＝ j X０ ＝ i） ，

p（Xn ＝ j X０ ＝ i ，Xv ≠ j ，１ ≤ v ≤ k － １ ，Xk ＝ j）

＝ ∑
n

k ＝ １

f （ k）ij p
（ n － k）
j j ．

类似地可以证明第二个等式 ．

下面研究常返性的判别及其性质 ．假设 a０ ，a１ ，a２ ，⋯为一实数列 ，我们称

幂级数 A （s）＝ ∑
∞

n ＝ ０

ansn 为数列｛ an｝的母函数 ．易知 ，如果｛ an｝有界 ，则 A （ s）

对一切｜s｜＜ １收敛 ．假设｛ an｝与｛ bn｝的母函数分别为 A （s）与 B（s）且对一切
｜s｜＜ １收敛 ，那么

cn ＝ ∑
n

k ＝ ０

akbn － k ，　 　 n ＝ ０ ，１ ，⋯ ， （１ ．３ ．８）

的母函数

C（s） ＝ A （s）B（s） ，　 　 | s | ＜ １ ． （１ ．３ ．９）

　 　定理 １ ．３ ．１１ 　状态 i是常返的当且仅当 ∑
∞

n ＝ ０

p（ n）ii ＝ ∞ ；如果状态 i是非
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常返的 ，则有

∑
∞

n ＝ ０

p（ n）ii ＝
１

１ － f ii ．

　 　证明 　记｛ p（ n）ii ｝和｛ f （ n）ii ｝的母函数分别为 P（ s）和 F（ s） ，并且约定 p（０）ii

＝ １ ，f （０）ii ＝ ０ ，由（１ ．３ ．７）得

P（s） － １ ＝ P（s）F（s） ， （１ ．３ ．１０）

当 ０ ≤ s ＜ １时 ，F（s）＜ f ii ≤ １ ．故由（１ ．３ ．１０）得

P（ s） ＝
１

１ － F（s） ，　 　 ０ ≤ s ＜ １ ， （１ ．３ ．１１）

又因为对任意 ０ ≤ s ＜ １及任意正整数 N ，有

∑
N

n ＝ ０

p（ n）ii sn ≤ P（s） ≤ ∑
∞

n ＝ ０

p（ n）ii ， （１ ．３ ．１２）

在（１ ．３ ．１２）中令 s ↑ １ ，N → ∞ ，得

lim
s ↑ １

P（s） ＝ ∑
∞

n ＝ ０

p（ n）ii ． （１ ．３ ．１３）

同理

lim
s ↑ １

F（s） ＝ ∑
∞

n ＝ ０

f （ n）ii ＝ f ii ， （１ ．３ ．１４）

在（１ ．３ ．１１）中令 s ↑ １ ，由（１ ．３ ．１３） ，（１ ．３ ．１４）得到定理的证明 ．

令 gij ＝ pi（有无限多个 n使 Xn ＝ j）＝ pi｛ ∩
∞

m ＝ １
∪
∞

n ＝ m
（Xn ＝ j）｝ ． （１ ．３ ．１５）

定理 １ ．３ ．１２ 　对任意状态 i ，有

gij ＝
f ij ， 当 f 常返 ，

０ ， 否则 ．
（１ ．３ ．１６）

　 　证明 　令

Ak ＝ ｛ ω ：至少有 k个 n使 Xn（ ω） ＝ j｝ ，

显然 Ak ＋ １ 炒 Ak ，且有

lim
k → ∞

pi（Ak） ＝ gij ．
另一方面 ，

pi（Ak＋ １ ） ＝ pi｛ ∪
∞

m ＝ １
（Xv ≠ j ，１ ≤ v ≤ m － １ ，Xm ＝ j ，

　 且至少有 k个 n使 Xn＋ m ＝ j）｝

＝ ∑
∞

m ＝ １

pi｛（Xv ≠ j ，１ ≤ v ≤ m － １ ，Xm ＝ j） pj

　 （至少有 k个 n使 Xn ＝ j）｝
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＝ ∑
∞

m ＝ １

f （m）

ij pj （Ak） ＝ f ij pj （Ak） ． （１ ．３ ．１７）

反复迭代（１ ．３ ．１７） ，并注意 pj （A １ ） ＝ f j j ，我们得到
pi（Ak＋ １ ） ＝ f ij f j j pj （Ak －１ ） ＝ ⋯ ＝ f ij （ f j j ）n ， （１ ．３ ．１８）

令 k → ∞ ，如果 f j j ＝ １ ，则得到 gij ＝ f ij ，如果 f j j ＜ １ ，则得到 gij ＝ ０ ，定理得证 ．

推论 １ ．３ ．１３ 　状态 i 是常返的当且仅当 gii ＝ １ ，如果状态 i 是非常返
的 ，则有 gii ＝ ０ ．

证明 　直接由定理 １ ．３ ．１２得到 ．

定理 １ ．３ ．１４ 　假设状态 i是常返的 ，且有周期为 d ，则有

lim
n → ∞

p（ nd）ii ＝ d μi ． （１ ．３ ．１９）

　 　证明 　参见［２］６４页定理 ２ ．

定理 １ ．３ ．１５ 　假设状态 i是常返的 ，则有

（１）状态 i是零常返的当且仅当 lim
n → ∞

p（ n）ii ＝ ０ ．

（２）状态 i是遍历的当且仅当 lim
n → ∞

p（ n）ii ＝ １ μi ＞ ０ ．

证明 　 （１）如果状态 i是零常返 ，由（１ ．３ ．１９）知 lim
n → ∞

p（ nd）ii ＝ ０ ，但当 n ≠ ０

mod（d）时 p（ n）ii ＝ ０ ，故有 lim
n → ∞

p（ n）ii ＝ ０ ；反之如果 lim
n → ∞

p（ n）ii ＝ ０ ，而且 i是正常返

的 ，则由（１ ．３ ．１９）得 lim
n → ∞

p（ nd）ii ＞ ０ ，与假设矛盾 ．

（２ ）假设 lim
n → ∞

p（ n）ii ＝ １ μi ＞ ０ ，这说明状态 i是正常返的 ，且 lim
n → ∞

p（ nd）ii

＝ １ μi ，与（１ ．３ ．１９）比较得到 d ＝ １ ，故状态 i是遍历的 ．反之由定理 １ ．３ ．１４

知结论是显然的 ．

我们称自状态 i可达状态 j ，并记为 i → j ，如果存在 n ＞ ０使 p（ n）ij ＞ ０ ，称

状态 i与状态 j互通 ，并记为 i 吃 j ，如果 i → j ，j → i ．由 C桘K 方程易知 ，如果 i
→ j ，j → k ，则 i → k ，即可达关系具有传递性 ；当 i是常返状态时 ，有 i → i ，即
状态 i是自返的 ；下面证明对常返状态可达关系还具有对称性 ．

定理 １ ．３ ．１６ 　若状态 i是常返的 ，而且 i → j ，则状态 j 是常返的 ，且有

f j i ＝ １ ．

证明 　记

j p（ n）ik ＝ pi（Xv ≠ j ，１ ≤ v ≤ n － １ ，Xn ＝ k） ，

j f （ n）ik ＝ pi（Xv ∈ 　｛ j ，k｝ ，１ ≤ v ≤ n － １ ，Xn ＝ k） ．

因为 i → j ，故 f ij ＞ ０ ，但是

f ij ＝ ∑
∞

n ＝ １

f （ n）ij ＝ ∑
∞

n ＝ １

i f （ n）ij ＋ ∑
n －１

r ＝ １
j p

（ r）
ii · i f （ n － r）ij ，

故存在 N ，使
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i f （ N）

ij ＞ ０ ． （１ ．３ ．２０）

另外

０ ＝ １ － f ii ＝ ∑
k ≠ i i

p（N）

ik （１ － fki） ≥ i p（ N）

ij （１ － f j i ） ， （１ ．３ ．２１）

所以由（１ ．３ ．２０） ，（１ ．３ ．２１）知（１ － f j i） ＝ ０ ，j → i ，假设 p（ r）j i ＝ α ＞ ０ ，p（ s）ij ＝ β ＞

０ ，则由 C桘K方程知 ，对任意正整数 n ，有

p（ r＋ n＋ s）
j j ≥ p（ r）j i p

（ n）
ii p（ s）ij ＝ αβp（ r）ii ， （１ ．３ ．２２）

由定理 １ ．３ ．１１知 ∑
∞

n ＝ １

p（ n）ii ＝ ∞ ，从而 ∑
∞

n ＝ １

p（ n）j j ＝ ∞ ，状态 j是常返的 ．

下一定理指出互通的状态是同一类型的 ．

定理 １ ．３ ．１７ 　如果 i 吃 j ，则
（１） i与 j 同为常返状态或非常返状态 ；如果同为常返状态 ，则它们同为正

常返状态或零常返状态 ．

（２） i与 j有相同的周期 ．

证明 　 （１）的前一部分是定理 １ ．３ ．１６的直接推论 ．现假设 j 为零常返状
态 ，根据定理 １ ．３ ．１５ lim

n → ∞
p（ n）j j ＝ ０ ，于是由（１ ．３ ．２２）得 lim

n → ∞
p（ n）ii ＝ ０ ，故 i也是零

常返状态 ．

（２）设 i的周期为 d ，j 的周期为 t ．由（１ ．３ ．２２）知 ，对任意使得 p（ n）ii ＞ ０的

n ，必有 p（ n ＋ r ＋ s）
j j ＞ ０ ，从而 t 可以除尽 n ＋ r ＋ s ，但 p（ r ＋ s）

j j ≥ p（ r）j i p（ s）ij ＝ βα ＞

０ ，所以 t也可以除尽 r ＋ s ，可见 t除尽 n ．这表明 t ≤ d ，对称地可得 t ≥ d ，故

t ＝ d ．

　 　 １ ．３ ．３ 　状态空间的分类

定义 １ ．３ ．１８ 　状态空间 E的子集 C称为（随机）闭集 ，如果对任意 i ∈ C
及 k ∈ 　C都有 pik ＝ ０ ．闭集 C称为不可分的 ，如果 C的所有状态是互通的 ．马

氏链｛ Xn ：n ＝ ０ ，１ ，⋯ ｝称为是不可分的 ，如果状态空间 E是不可分的 ．

定义 １ ．３ ．１９ 　称状态 i为吸收的 ，如果 pii ＝ １ ．

定理 １ ．３ ．１６指出自常返状态只能到达常返状态 ，因此 E中全体常返状
态组成一个闭集 C ．在 C中可达关系具有自返性 ，对称性和传递性 ，于是可将

C按互通关系分解 ，而得到 E的如下分解定理 ．

定理 １ ．３ ．２０ 　任意马氏链的状态空间 E ，可惟一地分解成有限个或可

列个互不相交的子集 D ，C１ ，C２ ，⋯之和 ，使得

（１）每一个 Cn 是常返状态组成的不可分的闭集 ．

（２）Cn 中的所有状态是同类型的 ，或全是正常返 ，或全是零常返 ．它们有

相同的周期 ，且 f jk ＝ １ ，j ，k ∈ Cn ．
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（３）D由全体非常返状态组成 ．自 Cn 中的状态不能到达 D中的状态 ．

证明 　记 C为全体常返状态组成的集合 ，D ＝ E － C为非常返状态全体 ，

将 C按互通关系分解 ，状态空间 E可分解成 E ＝ D ∪ C１ ∪ C２ ∪ ⋯ ，其中 ，每

一个 Cn 是常返状态组成的不可分的闭集 ，且由定理 １ ．３ ．１８ 知 Cn 中的所有

状态是同类型的 ．显然自 Cn 中的状态不能到达 D中的状态 ．

　 　 １ ．３ ．４ 　 p（ n）
ij 的渐近性质与平稳分布

本段研究 p（ n）ij 的渐近性质 ，讨论两个问题 ．

（１） lim
n → ∞

p（ n）ij 是否存在 ．

（２）如果此极限存在 ，它是否与 i有关 ．

定理 １ ．３ ．２１ 　如果 j是非常返或零常返 ，则对任意 i ∈ E有 lim
n → ∞

p（ n）ij ＝ ０ ．

证明 　由（１ ．３ ．７）式 ，我们有

p（ n）ij ＝ ∑
n

k ＝ １

f （ k）ij p
（ n － k）
j j ＝ ∑

∞

k ＝ １

I［０ ，n］（k） f （ k）ij p
（ n － k）
j j ， （１ ．３ ．２３）

因为 ∑
∞

k ＝ １

f （ k）ij ≤ １ ，并且根据定理１ ．３ ．１１和定理１ ．３ ．１５知 lim
n → ∞

p（ n）j j ＝ ０ ，在

（１ ．３ ．２３）中 ，令 n → ∞ ，根据控制收敛定理 ，得到（１ ．３ ．２３）的右边趋于零 ，故

lim
n → ∞

p（ n）ij ＝ ０ ．

推论 １ ．３ ．２２ 　如果马氏链的状态个数有限 ，则不可能全是非常返状态 ，

也不可能含有零常返状态 ．从而不可分的有限马氏链必是正常返的 ．

证明 　设 E ＝ ｛０ ，１ ，⋯ ，N｝ ，如果全是非常返状态 ，则对任意 i ，j ∈ E ，由

定理 １ ．３ ．２１知 lim
n → ∞

p（ n）ij ＝ ０ ，故有

１ ＝ ∑
N

j ＝ ０

p（ n）ij → ０ ，　 n → ∞ ，

这就导出矛盾 ；其次 ，如果 E含有零常返状态 i ，则 C ＝ ｛ j ：i → j｝是由有限个
零常返状态组成的闭集 ，由定理 １ ．３ ．２１得

１ ＝ ∑
j ∈ C

p（ n）ij → ０ ，　 n → ∞ ， （１ ．３ ．２４）

得到同样的矛盾 ．

下面讨论 j 是正常返状态情形 ，记

f ij （ r） ＝ ∑
∞

m ＝ ０

f （md＋ r）
ij ，　 　 ０ ≤ r ≤ d － １ ， （１ ．３ ．２５）

显然

∑
d －１

r ＝ ０

f ij （ r） ＝ ∑
∞

m ＝ ０

f （m）

ij ＝ f ij ． （１ ．３ ．２６）

·３２·§ １ ．３ 　 马尔可夫链


