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内  容  简  介 

本书系统地介绍了非线性最优化问题的有关理论与方法 , 主要包

括一些传统理论与经典方法 , 如非线性最优化问题的最优性理论 , 无

约束优化问题的线搜索方法、共轭梯度法、拟牛顿方法, 约束优化问题

的可行方法、罚函数方法和 SQP 方法等, 同时也吸收了新近发展成熟

并得到广泛应用的成果, 如信赖域方法、投影方法等. 
本书在编写过程中既注重基础理论的严谨性和方法的实用性 , 又

保持内容的新颖性. 该书内容丰富、系统性强, 可作为运筹学专业的研

究生和数学专业高年级本科生从事非线性最优化研究的入门教材或参

考书, 也可作为相关专业科研人员的工具参考书.  
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前 言

第二次世界大战期间, 运筹学伴随军事上的需要而产生. 战后, 运筹学开始转
向民用工业的运用, 并不断取得进展. 20 世纪 60 年代, 最优化方法发展成为运筹
学的一门新兴学科. 而后, 近代科学技术的发展, 特别是电子计算机技术的飞速发
展促进了最优化方法的迅速发展. 很快, 这门新兴的基础学科便渗透到各个技术领
域, 形成了最优化方法与技术这门应用学科, 并发展出了新的更细的研究分支.

作为运筹学的一个重要研究分支,非线性最优化问题的研究在近三十年得到快
速发展, 新的理论和方法不断出现. 为及时吸收新近发展成熟并在实际中得到广泛
应用的成果以应用于教学科研中,作者参阅国内外关于最优化理论与方法的许多专
著、教材和研究文献, 并结合自己的教学实践编写了这本书.
非线性最优化问题的研究内容十分丰富. 但由于篇幅所限, 本书主要对这类问

题的传统理论与经典梯度型数值方法及其新的研究进展做了比较详尽的论述,使读
者不但能掌握非线性最优化问题的基础理论和梯度型数值方法的操作流程,而且能
清楚这些方法的设计思想和性能, 从而为设计更有效的优化方法提供理论依据和帮助.

法国数学家拉格朗日说过, 一个数学家, 只有当他走出去, 对他在大街上遇到
的第一个人清楚地解释自己的工作时, 他才算完全理解了自己的工作. 实际上, 他
定义的这种境界也是每一个数学工作者,特别是数学教育工作者追求的目标.因此,
作者在编写本书时力求把对先修课程的要求放得最低,使读者只需具备多元微积分
和线性代数的基础知识即可阅读此书. 同时, 为增强可读性, 作者尽可能多地介绍
一些方法和技术的引入背景、思想及其发展历程, 并对书中结论给出了比较详细的
证明过程.
在本书十余年的锤炼过程中, 作者得到曲阜师范大学的王长钰教授、中国农业

大学的邓乃扬教授、大连理工大学的夏尊铨教授和张立卫教授、香港理工大学的祁

力群教授、澳大利亚科廷大学的张国礼教授、南京师范大学的孙文瑜教授、南京航

空航天大学的倪勤教授、重庆师范大学的杨新民教授和重庆大学的李声杰教授的

悉心指导和帮助, 国内的很多同行也提出了许多宝贵的指导性建议, 在此一并向他
们表示诚挚的谢意！最后, 感谢国家 973 项目 (2010CB732501) 和国家自然科学基
金 (11171180) 经费资助.

恳请读者不吝赐教, 来信请发至：
wang-yiju@163.com 或 nhxiu@bjtu. edu.cn.

王宜举 修乃华

2012 年 1 月
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符 号 表

Rn n 维欧氏空间

〈x, y〉 向量 x, y 的内积

‖x‖ 向量 x 的 2-范数

0 零向量

ei 第 i 个分量为 1 其余分量为 0 的向量

(x1; x2; · · · ; xn) 向量 (x1, x2, · · · , xn)T

‖A‖ 矩阵 A 的谱范数 (2-范数)

‖A‖F 矩阵 A 的 Frobenius 范数

AT 矩阵 A 的转置

λmax(A) 矩阵 A 的最大实特征根

λmin(A) 矩阵 A 的最小实特征根

tr(A) 矩阵 A 的迹

rank(A) 矩阵 A 的秩

det(A) 矩阵 A 的行列式

A+ 矩阵 A 的广义逆 (伪逆)

κ(A) 矩阵 A 的条件数

R(A) 矩阵 A 的值空间

N (A) 矩阵 A 的核空间

[ai, i ∈ E ] 下标属于 E的列向量 ai 构成的矩阵

span[a1, a2, · · · , as] 列向量 a1, a2, · · · , as 所生成的线性子空间

diag(d1, d2, · · · , dn) 以 d1, d2, · · · , dn 为对角元的对角阵

∇f(x) 函数 f : Rn → R 在 x 点的梯度

∇2f(x),∇xxf(x) 函数 f : Rn → R 在 x 点的 Hesse 矩阵

DF (x), DxF (x) 向量函数 F : Rn → Rm 在 x 点的 Jacobi 矩阵

|E| 指标集 E 中元素的个数
bd(S) 集合 S 的边界集

Aff(S) 集合 S 的仿射包

int(S) 集合 S 的内点集

cl(S) 集合 S 的闭包

ri(S) 集合 S 的相对内点集

N(x, δ) 以 x 为中心以 δ 为半径的邻域

K◦ 锥 K 的极锥
L(x0) 水平集 {x ∈ Rn | f(x) 6 f(x0)}



第1章 引 论

本章首先介绍了非线性最优化问题的理论与方法中常用的一些基本概念和基

础知识, 然后介绍了一些常见的求解方法及性能分析, 给出了凸集和凸函数的概念

和有关性质, 最后给出了无约束优化问题的最优性条件.

1.1 最优化问题

在现实生活中, 经常会遇到这样一类实际问题, 要求在众多的方案中选择一个

最优方案. 例如, 在工程设计中, 如何选择参数使设计方案既满足设计要求, 又能降

低成本; 资源分配时, 怎样分配现有资源才能使得分配方案既满足要求, 又能获得

好的经济效益; 加工产品时, 如何搭配各种原料的比例才能既降低成本, 又能提高

产品的质量; 农田规划中, 如何安排农作物的布局, 才能使农田高产稳产, 发挥地区

优势. 这类基于现有资源使效益极大化或为实现某目标使成本最低化的问题称为

最优化问题.

上述问题在数学上可写成如下形式的最优化问题

min f(x),

s.t. x ∈ Ω.
(1.1.1)

对于极大化目标函数的情形,可通过在目标函数前添加负号等价地转化为极小化目

标函数. 因此, 这里只考虑极小化目标函数的情形.

在 (1.1.1)式中, s.t. 是英文 subject to的缩写; 数值函数 f : Rn → R 称为目标

函数, 又称费用函数 (或效益函数); Ω ⊆ Rn 称为可行域或决策集, 它是在极小化目

标函数的过程中对决策变量 x 取值范围的界定.

可行域有多种表述形式, 一般常用等式和不等式来定义, 即

Ω = {x ∈ Rn | ci(x) = 0, i ∈ E ; ci(x) > 0, i ∈ I}.
对 i ∈ E , ci(x) = 0 称为等式约束, E 称为等式约束指标集; 对 i ∈ I, ci(x) > 0 称为

不等式约束, I 称为不等式约束指标集.

最优化问题形形色色, 对应的最优化模型多种多样, 人们从不同角度对其进行

分类.

(1)根据有无约束划分. 若 Ω = Rn, 即 x是自由变量, 则称 (1.1.1)式为无约束
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优化问题; 若 Ω ⊂ Rn 且 Ω 6= Rn, 则称 (1.1.1) 式为约束优化问题.

约束优化问题和无约束优化问题在某些情形可以互相转化. 如对于 n 阶实对

称正定矩阵 A, 下述两最优化问题等价：

min
x∈Rn

xTAx

xTx
, min{xTAx | xTx = 1}.

这两类问题在理论分析和算法设计方面有很大不同,而且约束优化问题比无约

束优化难求解. 因此, 约束优化问题的一种求解策略是将约束优化问题转化为无约

束优化问题, 或通过一个近似的无约束优化问题求解.

(2) 根据约束函数和目标函数的线性与否划分. 若目标函数及约束函数都是线

性的,则称 (1.1.1)式为线性规划问题;若目标函数与约束函数中至少有一个函数是

非线性的,则称 (1.1.1)式为非线性最优化问题.特别地,若目标函数是二次函数,约

束函数是线性的,则称 (1.1.1)式为二次规划问题.线性规划和二次规划问题是最优

化问题中最简单的两类优化问题. 对这两类问题, 目前已建立起比较完善的理论和

有效的算法.

(3) 根据目标函数和可行域的凸性与否划分. 若目标函数为凸函数且可行域为

非空闭凸集, 则称 (1.1.1) 式为凸规划问题, 否则称之为非凸优化问题. 凸规划问题

的最大特点是其稳定点、局部最优值点和全局最优值点是一致的.

(4) 根据函数的可微性质划分. 若目标函数及约束函数都是连续可微的, 则称

(1.1.1) 式为光滑优化问题; 若目标函数与约束函数中至少有一个函数是不可微的,

称 (1.1.1)式为非光滑优化问题.对光滑优化问题,可利用目标函数和约束函数的梯

度信息来估计其邻域内点的函数值信息, 从而建立起梯度型数值方法, 而对非光滑

优化问题要建立类似的求解方法, 则需要借助次梯度或光滑化等技术.

(5) 根据可行域中含有可行点的个数划分. 若可行域中含有无穷多个不可数的

点且可行域中的点连续变化,则称 (1.1.1)式为连续优化问题;若可行域中含有有限

个或可数个点, 即该优化问题在由有限个点或可数个点组成的可行域中寻求最优

解, 则称 (1.1.1) 式为离散优化问题. 在很多情况下, 离散优化问题可行域中的点是

通过某些元素的排列组合产生的, 因此, 又称其为组合优化问题.

对离散优化问题, 根据变量的取值, 又分离出整数规划问题, 即变量只能取整

数的规划问题. 在整数规划问题中, 若变量只能取 0 和 1, 则称其为 0-1 规划问题.

在优化问题中, 如果部分变量为整数变量, 而部分变量为连续变量, 则称其为混合

整数规划问题.

对连续优化问题,特别是光滑的连续优化问题可以利用目标函数与约束函数的

连续性质建立求解方法. 而离散优化问题则不然, 这是因为可行域中邻近两点对应

的目标函数值差别可能很大.对于整数规划问题,若用松弛技术将离散变量连续化,
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即将离散优化问题中的变量取整约束放松为取实数, 而其他约束条件不变, 那么求

解后者得到的最优解无论通过什么方式取整都不能保证它是原问题的最优解. 这

就是说, 离散优化问题一般只能用离散优化问题的方法解决. 尽管如此, 这两类优

化问题还是密切相关的, 这一方面表现在有些离散优化问题, 如 0-1 规划, 可以通

过约束条件 x(x− 1) = 0 将其化为连续优化问题; 另一方面, 连续优化问题的一些

研究方法和技术, 如对偶, 可移植到离散优化问题的求解算法中.

(6) 根据变量的确定性划分. 若优化问题 (1.1.1) 中的所有系数都是确定的, 则

称其为确定型规划问题;若优化问题 (1.1.1)中的某些系数具有某种不确定性,则称

其为不确定规划问题. 常见的不确定规划问题主要有随机规划和模糊规划.

最优化问题还有其他一些分类. 从 1947 年线性规划的产生至今, 人们对最优

化问题的研究先后经历了从线性到非线性、从连续到离散、从确定到动态、随机和

模糊的发展过程. 本书主要讨论目标函数和约束函数均连续可微的确定型非线性

最优化问题, 并简单地称之为非线性最优化问题, 有时又称之非线性规划问题.

下面给出非线性最优化问题解的定义.

(1) 对于约束优化问题 (1.1.1), 可行域 Ω 中的点称为可行解或可行点.

(2) 设 x∗ ∈ Ω. 若对任意 x ∈ Ω, 有 f(x∗) 6 f(x), 则称 x∗ 为 (1.1.1) 式的全局

最优解或全局最优值点, 对应的目标函数值称为全局最优值或全局最小值, 并记

x∗ = arg min
x∈Ω

f(x),

这里, arg min 取自英文 the argument of the minimum. 若 x∗ 还满足对任意 x ∈
Ω, x 6= x∗ 有 f(x∗) < f(x), 则称 x∗ 为 (1.1.1) 式的严格全局最优解.

有些优化问题没有最优解, 但目标函数在可行域上有下界, 那么目标函数在可

行域上的下确界称为该优化问题的最优值. 如二元函数 f(x) = x2
1 + (1− x1x2)2 在

R2 上的最优值为零, 但其只能在 x1 =
1
x2
且 x2 →∞时达到. 基于上述情况, 有时

把最优化问题 (1.1.1) 写成

inf{f(x) | x ∈ Ω}.

(3) 设 x∗ ∈ Ω. 若存在 x∗ 点的邻域 N(x∗, δ), 使对任意 x ∈ N(x∗, δ) ∩ Ω, 有

f(x∗) 6 f(x), 则称 x∗ 为 (1.1.1) 式的局部最优解或局部最优值点. 若 x∗ 还满足对

任意 x ∈ N(x∗, δ)∩Ω, x 6= x∗,有 f(x∗) < f(x),则称 x∗ 是 (1.1.1)式的严格局部最

优解.

非线性最优化问题的研究核心是最优解的存在性及其结构性质、求解算法及

其性能分析. 对于一般的非线性最优化问题, 求解和验证其全局最优解是一件非常

棘手甚至是不可能的事情. 因此, 人们寄希望于求得问题的局部最优解. 即便如此,

由于计算误差等因素, 几乎所有的数值算法只能给出近似解.
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1.2 方 法 概 述

如同一元二次方程的求根公式, 对于非线性最优化问题, 一个直接的想法是借

助微分学和变分法等数学工具, 通过逻辑推理和分析运算给出问题的最优解, 这就

是所谓的解析方法. 该方法得到的解称为解析解. 解析解精确、简洁、直观, 并有

助于问题的理论分析.但它仅适用于特殊形式的非线性优化问题,而且有时不实用.

如对下述二次规划问题

min
x∈Rn

1
2
xTAx− bTx,

当矩阵 A 对称正定时, 其解析解为 x = A−1b. 但该解析解在实际计算时不但计算

量大而且稳定性差. 所以, 在实际中, 人们选择 Guass 消元法、三角分解法或线性

共轭梯度法求解该问题.

求解非线性优化问题的第二类方法是图解法和实验法. 这类 “手工作坊” 式的

方法操作简单、通俗易懂, 但效率较低, 且仅适用于变量维数很小的情况. 尽管如

此, 我国运筹学的奠基人华罗庚于 20 世纪 60 年代提出的 “优选法” 在科技相对落

后的时代在我国的工农业生产中发挥了巨大作用.

求解非线性优化问题的第三类方法是形式转化法. 该方法首先利用非线性最

优化问题的结构性质或最优性条件将其转化成有别于原问题的另一类数学问题,然

后对后者套用现有的方法求解. 不过,形式转化法只是找到了解决问题的一种途径,

它并非完全有效, 因为等价转化一般是需要条件的, 而且转化后的问题也并不总存

在有效算法.

求解非线性最优化问题的第四类方法是迭代方法. 该方法从当前的一个近似

解点, 利用目标函数和约束函数在该点的函数值或梯度信息, 通过调优产生更好的

近似解点,直到不能改进为止.这类算法属于数值方法. 与解析解相对应,通过这种

方法得到的解称为数值解. 一般情况下, 它是近似解.

对于工程技术中的非线性最优化问题,其求解方法以迭代形式的数值方法最为

典型和常见. 这种方法大多与计算机结合, 它们不仅能够计算较复杂的非线性最优

化问题, 而且计算效率较高并能进行大规模计算, 因而成为非线性最优化问题的首

选方法. 根据迭代过程中下一迭代点的确定性, 它又分为随机搜索型方法和确定型

方法.

随机搜索型方法是一种仿生智能优化方法. 它是人们受自然界规律的启迪, 根

据其原理来模拟自然界的一些自然现象而建立的优化方法. 这类方法在计算过程

中主要利用目标函数的函数值信息,其有效性可以借助马尔可夫链的遍历理论等概

率论和随机过程的知识来给它以数学上的描述,并在概率意义下得到问题的全局最
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优解. 它适用于组合优化问题和规模较小的连续优化问题. 目前应用比较广泛的这

类方法主要有遗传方法、模拟退火方法、蚁群方法和神经网络方法等.

根据利用函数信息的程度, 确定型方法分为模式搜索方法和梯度型方法. 模式

搜索法又称为直接搜索法. 它主要根据函数值的变化规律探测目标函数的下降方

向,并沿该方向寻求更优的点. 模式搜索法简单、直观,它不需要计算目标函数的梯

度, 主要适用于变量较少、约束简单、目标函数结构比较复杂且梯度不易计算的非

线性最优化问题. 常见的主要有坐标轮换法、Hooke-Jeeves 法、Powell 共轭方向法

和单纯形调优法等. 与模式搜索法不同, 梯度型方法在计算过程中主要利用函数在

当前迭代点或已有迭代点的函数值信息、梯度信息甚至 Hesse 矩阵信息. 因此, 与

模式搜索方法相比, 梯度型方法对目标函数和约束函数的解析性质要求较高. 它一

般有快的收敛速度, 而且更容易建立算法的理论性质.

对于梯度型数值方法, 一般通过两种策略来由当前迭代点产生下一迭代点：线

搜索方法和信赖域方法. 线搜索方法是最常见也是研究最多的一类方法. 在算法的

每一迭代步, 首先基于目标函数在当前迭代点或已有迭代点的梯度信息, 产生一个

搜索方向, 然后沿该方向寻求一个更靠近最优值点的迭代点, 使目标函数值有某种

程度的下降. 当前迭代点与新迭代点之间的 “距离” 称为步长. 由于这种过程执行

一次之后并不能得到目标函数的最优解,所以要重复执行,直到满足某种条件为止.

具体地, 对无约束优化问题, 线搜索方法的基本框架如下.

算法 1.2.1

步 1. 取初始点 x0 及有关参数, 令 k = 0.

步 2. 验证停机准则.

步 3. 求 xk 点的搜索方向 dk.

步 4. 计算迭代步长 αk, 使满足 f(xk + αkdk) < f(xk).

步 5. 产生下一迭代点, 即令 xk+1 = xk + αkdk, k = k + 1, 转步 2.

下面对该算法框架的有关问题作一说明.

对于初始点, 其选取不但会影响算法的效率, 而且当目标函数在可行域内含有

多个极值点时对最终的数值结果也有较大影响. 习惯上, 取零点或分量全为 1 的点

为初始点, 或随机产生初始点. 一个理想的初始点取法是通过挖掘问题的结构性质

在最优值点附近取到初始点.

对于算法中的参数, 其不同取值会影响算法的计算效率. 借助理论分析可得参

数合理的取值范围, 而通过大量的数值实验可得其经验值. 如果参数能根据迭代状

况自动调整, 无疑会有好的数值效果.

对于该下降算法, 无论设置多么苛刻的条件, 都很难在有限迭代步内得到问题
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的精确解. 因此,一般选择在算法的迭代进程停滞不前时终止计算.据此,常用的停

机准则主要有最优性条件准则、点距准则和函数下降量准则. 具体来讲, 就是当优

化问题一旦近似满足某最优性条件, 或算法产生的迭代点进展非常缓慢 (相邻两迭

代点之间的距离很小), 或目标函数值下降非常缓慢 (相邻两迭代点的目标函数值

相差很小) 时算法就终止.

对于搜索方向,其选取原则是要保证从当前迭代点沿该方向移动时目标函数值

有所下降. 也就是说, 搜索方向应是下降方向.

定义 1.2.1 称 d ∈ Rn 为函数 f : Rn → R 在 x ∈ Rn 点的下降方向, 如果存

在 δ > 0, 使对任意的 t ∈ (0, δ],

f(x + td) < f(x).

对于连续可微函数 f : Rn → R, 借助其梯度可判断一个方向是否为下降方向.

具体地, 设 x ∈ Rn, 若 d ∈ Rn 满足 dT∇f(x) < 0, 则对充分小的正数 α,

f(x + αd) = f(x) + α∇f(x)Td + o(α) < f(x).

因此, d是目标函数 f(x)在 x点的下降方向.特别地,当搜索方向取负梯度方向时,

该搜索方向为目标函数在该点函数值下降最快的方向, 故称为最速下降方向. 由于

搜索方向的下降性大小与其长度无关, 所以有时将搜索方向设置成单位长度.

搜索方向确定后, 需要通过线搜索, 也就是计算函数 f(xk + αdk) 关于 α > 0

的 (近似) 最小值求得步长. 一般地, 该算法产生的迭代点列对应的目标函数值数

列是单调下降的, 因此线搜索方法又称为下降算法.

线搜索方法的核心是搜索方向的选取和迭代步长的计算.但就它们对算法效率

的影响力而言,搜索方向要大于迭代步长. 也就是说,在线搜索过程中,方向比速度

重要.

与线搜索方法不同, 信赖域方法是利用目标函数 f(x) 在 xk 点的信息构造二

次模型 mk(d), 使其在 xk 点附近与 f(x) 有好的近似, 然后根据该二次模型的最小

值点来产生下一迭代点,并视二次模型与目标函数的近似程度来调整信赖域半径的

大小.

具体地, 先求二次模型 mk(d) 在信赖域内的最小值点 dk, 即求解子问题

min {mk(d) | d ∈ Rn, ‖d‖ 6 ∆k},

其中, ∆k > 0 为信赖域半径. 如果试探点 x̂k+1 = xk + dk 能使目标函数值有 “充
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分” 的下降, 就取 xk+1 = x̂k+1. 如果近似效果特好, 在下一步就扩大信赖域半径;

否则, 就压缩信赖域半径, 重新求解信赖域子问题.

一般地, 二次模型 mk(d) 取如下形式

mk(d) = f(xk) + dT∇f(xk) +
1
2
dTBkd,

其中,Bk 取为 ∇2f(xk) 或其近似.

无约束优化问题的信赖域方法最早由 Powell (1970) 提出, 而后得到广泛研究.

后来, Davidon(1980) 在二次模型的基础上提出了信赖域方法的锥模型. 信赖域方

法不如线搜索那样成熟, 应用也没有线搜索那样广泛. 但由于其强的收敛性和可靠

性, 信赖域方法的研究越来越受到重视. 从本质上讲, 它和线搜索方法的区别在于

线搜索方法是借助搜索方向将一个多元函数的极值问题转化为一单元函数的极值

问题, 而信赖域方法是在一值得 “信赖” 的区域内将复杂的目标函数用一个简单的

二次函数近似.

由于梯度型数值方法在迭代过程中过多地依赖约束函数和目标函数在已产生

点的函数值信息和梯度信息, 而这些信息只能反映函数值的局部变化情况, 因而梯

度型方法大多只能得到问题的局部最优解. 若求全局最优解, 则需要用多个初始点

分别进行计算,然后在得到的多个局部最优解中取其最优者当做全局最优解. 另外,

也可利用隧道 (Levy et al.,1985)和填充函数 (Ge,1990)等技术由局部最优解向全局

最优解一步步靠近. 但相对于局部优化数值算法, 全局优化算法还不成熟, 因为人

们至今还没有找到一个令人满意的全局最优解的有效算法和检验准则. 正因如此,

在本书以后的叙述中, 除非特别说明, 我们对全局最优解和局部最优解不再严格区

分, 而泛泛地称之为最优解.

对于非线性最优化问题, 一个数值方法要被认可, 既要有理论保障, 又要有满

意的数值效果. 具体地, 一个好的数值方法应对如下指标有好的特性.

(1) 全局收敛与局部收敛. 对梯度型数值方法, 由于很难保证在有限步内得到

问题的最优解, 故人们希望算法产生的迭代点有越来越靠近最优解的趋势, 这便引

出了算法收敛性的概念.

如果从任意的初始点出发, 算法产生的迭代点列都收敛到问题的最优值点, 称

该算法具有全局收敛性. 若算法只有在初始点和最优值点具有某种程度的靠近时

才能保证迭代点列收敛到最优值点, 则称该算法具有局部收敛性. 此外, 若算法产

生的迭代点列的某一聚点为优化问题的最优值点, 则称该算法具有弱收敛性.

需要强调的是, 无论是全局收敛还是局部收敛, 这都属于理论分析, 因为在进

行实际数值计算时, 算法必须在有限步内终止, 而我们也只能在计算机运行机时的

许可范围内得到满足一定精度要求的近似最优解.
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(2) 收敛速度与二次终止性. 大量数值实验表明：一个算法的计算效率在很

大程度上依赖于在最优值点附近迭代点靠近最优值点的速度. 也就是说, 一个数值

方法高效的基本标志就是一旦迭代点进入目标函数的一个 “狭长的凹谷”, 那么以

后产生的迭代点应迅速移向该 “凹谷” 的最低点. 对此, 从收敛速度的角度进行

分析.

算法的收敛速度主要考虑迭代点列 {xk} 与最优值点 x∗ 之间的距离范数所确

定的数列 {‖xk−x∗‖}趋于零的速度.所以讨论迭代点列 {xk}的收敛速度的前提是
该点列收敛到某最优值点 x∗. 显然,数列 {‖xk−x∗‖}趋于零的速度越快,相应算法

的效率就越高. 对此,有以下两种衡量尺度：Q-收敛和 R-收敛 (Ortega, Rheinboldt,

1970).

Q-收敛是通过前后两迭代点靠近最优值点的程度之比定义的：设点列 {xk}收
敛到 x∗, 且存在 q > 0 满足

lim sup
k→∞

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖ 6 q.

若 0 < q < 1, 称 {xk} Q-线性收敛到 x∗. 若 q = 0, 称 {xk} Q-超线性收敛到 x∗.

容易证明：如果点列 {xk} Q-超线性收敛到 x∗, 则

lim
k→∞

‖xk+1 − xk‖
‖xk − x∗‖ = 1. (1.2.1)

对收敛到 x∗ 的点列 {xk}, 若存在 0 6 p < ∞ 和 r > 1, 使

lim sup
k→∞

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖r

6 p,

则称 {xk} Q-r 阶收敛到 x∗, 有时简单地称 {xk} r- 阶收敛到 x∗. 其中最常见的是

2- 阶收敛. 若 r > 1, r- 阶收敛必为超线性收敛.

与 Q- 收敛不同, R- 收敛是借助一个收敛于零的数列来度量 {‖xk − x∗‖} 趋于
零的速度：设点列 {xk} 收敛到最优值点 x∗. 若存在 κ ∈ (0,∞), q ∈ (0, 1), 使

‖xk − x∗‖ 6 κqk,

则称 {xk} R- 线性收敛到 x∗.

对上述点列, 若存在 κ ∈ (0,∞) 和收敛于零的正数列 {qk}, 使

‖xk − x∗‖ 6 κ
k∏

i=0

qi,

则称点列 {xk} R- 超线性收敛到 x∗.
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这里, Q和 R分别取自英文单词 “Quotient”和 “Root”的第一个字母. 在这些

收敛速度中, 超线性收敛比线性收敛速度快. 另外, 若一个点列 Q-(超) 线性收敛,

则它必 R-(超) 线性收敛.

收敛速度用来刻画迭代点列靠近问题最优解的快慢程度. 一般地, 具有超线性

收敛性或二阶收敛速度的算法是比较快的. 但由于计算误差和算法程序本身带来

的影响,算法收敛速度的理论结果并不能保证算法在进行数值计算时有同样的数值

效果.

另外, 算法的二次终止性也是判断算法优劣的一个重要指标. 它指对于任意严

格凸二次函数, 从任意初始点出发, 算法都能经过有限步达到其最优值点.

由于严格凸二次函数是非线性函数中形式最简单、条件最强的函数, 所以一个

好的算法理应在有限步内到达最优解. 其次, 对于一般的目标函数, 它在最优值点

附近可以用一个严格凸二次函数来拟合. 因此, 可以猜想, 对于严格凸二次函数数

值效果好的算法, 对于一般的目标函数也应具有好的数值效果. 无约束优化问题的

共轭梯度法和拟牛顿方法之所以有这么强的吸引力,主要原因就在于它们的二次终

止性.

(3) 稳定性. 算法的稳定性, 实际上是数值方法的可靠性. 在数值计算过程中,

初始数据的舍入误差会通过系列运算进行遗传和传播.如果初始数据的误差对最终

结果的影响较小, 即在计算过程中舍入误差增长缓慢, 称该算法是稳定的. 若输出

结果的误差随初始数据的舍入误差呈恶性增长, 则称该算法是不稳定的.

一般地, 数值稳定性是对算法而言, 但有时也与问题本身有关. 对所谓的病态

问题, 如果输入数据有微小扰动, 则问题的解会产生大的扰动. 这种情况是由问题

本身的性质决定的, 与算法无关. 在这方面最简单的例子是线性方程组的求解. 如

果系数矩阵的条件数过大, 那么在计算过程中, 数据存储的舍入误差可能会引起计

算结果大的偏差. 这就是说, 对于病态问题, 用任何算法直接计算都会产生不稳定

性. 对此, 人们常用调比技术对问题进行某种预处理或在算法中引入正则化技术来

增强算法的稳定性.

(4) 计算复杂性和存储消耗. 最优化问题的所有数值方法最终都要在计算机上

实现. 一个算法在理论上有快的收敛速度是保证其高效的一个因素, 而算法中每一

迭代步的计算量和存储量也是影响算法效率的重要因素.因为即便一个算法有快的

收敛速度, 但若其每一迭代步的计算量或存储量偏大, 则会导致算法的迭代进程变

慢, 从而影响算法的整体效率.

(5) 自适应性和自我校正能力. 算法的自适应性主要指算法的有关参数能否根

据算法的运行状况自动调整, 从而使迭代点列能够快速靠近或到达问题的最优值

点; 算法的自我校正能力是指当算法在迭代过程中停滞不前时, 算法无需借助外力

而能通过自我调整使迭代点列快速转向问题的最优值点. 显然, 具有上述性能的算



· 10 · 第 1 章 引 论

法一般具有高的效率.

上述五个指标主要侧重算法的理论分析.它一方面使我们清楚算法对良态问题

所具有的诱人性质和对病态问题可能出现的最坏结果,从而找到算法所适用的问题

类; 另一方面使我们明白为什么 “这样” 取初始点, “那样” 选取参数, 同时它还帮

助我们发现算法中的缺陷, 进而改进之. 只是人们在借助数学分析等工具对算法进

行理论分析的时候, 一般要对问题或其解点做些假设, 而这些假设有时难于验证.

(6) 数值效果. 对非线性最优化问题的数值方法, 进行数值实验是非常重要也

是非常必要的. 首先, 算法本身就是为问题求解设计的. 因此, 一个方法最终能否

被接受和认可关键在于其数值效果,而不是算法设计的难度、技巧或好的理论性质.

其次, 数值实验虽不能给算法的理论分析提供什么保证, 但有时会很可靠地显露出

某些可能的理论结果. 只是在进行数值分析的时候, 需要考虑到参数和初始点的选

取对数值效果的影响, 同时还要考虑到算法程序中某些微小的变动对数值效果的

影响.

显然,一个理想的数值方法应具有良好的理论性质,同时又有诱人的数值效果.

遗憾的是, 如同线性规划问题的单纯形方法和椭球算法, 非线性最优化问题的有些

算法的理论性质和数值效果也不一致. 这其中的原因很复杂, 既有计算过程中数据

舍入误差和参数取值的影响,也有理论分析过程中所需条件在实际问题中得不到满

足的因素. 同时, 对同一算法, 其性能指标与具体的问题有关系, 对此很难找到统一

的量化指标.

从 20 世纪 50 年代至今, 人们提出了求解非线性最优化问题的各式各样的数

值方法, 但目前尚未找到一个理论性质和数值效果都十分令人满意的通用算法. 一

般情况下, 人们只能宣称某个方法对某类问题比较有效. 这也是在非线性最优化问

题的数值方法研究中多种方法并存的主要原因.

1.3 凸集与凸函数

在非线性最优化问题的理论分析中, 常用到凸集和凸函数的概念, 下面给出定

义和有关性质.

定义 1.3.1 称 S ⊂ Rn 为凸集, 若对任意的 x1, x2 ∈ S 和任意的 λ ∈ [0, 1],

λx1 + (1− λ)x2 ∈ S.

根据定义,对凸集中的任意两点,它们的连线都在集合中. 不但如此,凸集中多

个元素的凸组合也属于该集合.

定义 1.3.2 设 x1, x2, · · · , xn ∈ Rn, λi > 0, i = 1, 2, · · · , n满足 λ1 +λ2 + · · ·+
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λn = 1, 则称 λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn 为 x1, x2, · · · , xn 的一个凸组合.

若一个凸集是由有限个元素的凸组合所生成, 则称其为多面胞. 除去凸组合中

系数的非负性条件, 便得到仿射组合的定义并可以建立仿射集的概念.

定义 1.3.3 设 x1, x2, · · · , xn ∈ Rn, λi ∈ R, i = 1, 2, · · · , n满足 λ1 +λ2 + · · ·+
λn = 1, 则称 λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn 为 x1, x2, · · · , xn 的一个仿射组合.

定义 1.3.4 设 S ⊂ Rn, 由集合 S 中点的所有的仿射组合所组成的集合称为

S 的仿射包, 记为 Aff(S). 若 S =Aff(S), 则称 S 为仿射集.

根据定义, 仿射集中任意两点之间的连线及其延伸所张成的区域都属于该集

合. 因此, 仿射集是凸集. 由于仿射组合 λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn 可以写成

x1 + λ2(x2 − x1) + · · ·+ λn(xn − x1),

所以, 如果 S ⊂ Rn 为仿射集, 则对任意 x ∈ S, 集合 S − {x} 为 Rn 的一个子空

间. 也就是说, 仿射集是子空间的一个平移. 因此, 仿射集又称仿射子空间, 而子空

间 S − {x} 的维数称为仿射集 S 的维数.

容易验证, 齐次线性方程组 Ax = 0 的解集是一个线性子空间, 而非齐次线性

方程组 Ax = b 的解集是一个仿射空间. 设 x0 为 Ax = b 的一个特解, 则将子空间

N (A) 平移至 x0 点便得到 Ax = b 的解集 {x0}+N (A).

在欧氏空间中,一个集合的内点是借助 δ-邻域定义的,而借助仿射包可将集合

的内点进行推广.

定义 1.3.5 称 x ∈ S 为集合 S ⊂ Rn 的相对内点, 若存在 δ > 0, 使得

N(x, δ) ∩ Aff(S) ⊂ S, 即 x 在仿射子空间 Aff(S) 中是集合 S 的内点. 集合 S 的所

有相对内点所组成的集合记为 ri(S).

下面看两类特殊的凸集.

定义 1.3.6 称 K ⊂ Rn 为锥, 若对于任意的 x ∈ K 和 λ > 0, 都有 λx ∈ K.

若锥 K 为凸集, 则称 K 为凸锥. 进一步, 若锥 K 中的任一元素都可以表示成固定
有限个元素的非负组合, 也就是

K =
{ m∑

i=1

µibi | µi > 0, i = 1, 2, · · · ,m

}
,

其中, b1, · · · , bm ∈ Rn, 则称该锥为有限生成锥.

设 K 是闭凸锥, 则对任意的 x, y ∈ K 和任意的 λ > 0, µ > 0,
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λx + µy ∈ K.

称 λx + µy 为 x, y 的锥组合, 记为 cone{x, y}. 与锥密切相关的是它的极锥, 即

K◦ = {y ∈ Rn | 〈x, y〉 6 0, ∀ x ∈ K}.

对矩阵 A ∈ Rm×n, 其核空间 N = {x ∈ Rn | Ax = 0} 是一种特殊的锥. 容易

验证其极锥为 R(AT). 一个更一般的结论是子空间的极锥为其正交补空间.

定义 1.3.7 设 A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, 称集合 S = {x ∈ Rn | Ax > b} 为多面体.

特别地, 集合 K = {x ∈ Rn | Ax > 0} 称为多面锥.

容易验证, 多面锥和有限生成锥等价, 且多面锥 K = {x ∈ Rn | Ax > 0} 的极
锥为

K◦ = {−ATy | y ∈ Rm
+ }.

由于多面体本身是凸集, 故又称其凸多面体. 有界的凸多面体就是多面胞. 如

果凸多面体 S 无界, 则存在 d ∈ Rn, 使对任意的 x ∈ S 和 α > 0,有 x + αd ∈ S. 称

这样的 d 为 S 的回收方向, S 的所有回收方向所构成的锥称为 S 的回收锥. 基于

多面胞和凸多面体的回收锥可得到凸多面体的 Minkowski 分解定理.

定理 1.3.1 若多面体 S 无界, 则存在多面胞 P 和多面锥 K, 使 S = P +K.

证明 设 S = {x ∈ Rn | Ax > b}. 根据多面锥和有限生成锥的等价性, 多面锥

K1 =

{(
x

λ

)
∈ Rn+1

∣∣∣ Ax− λb > 0

}

可以表示成 (
x1

λ1

)
,

(
x2

λ2

)
, · · · ,

(
xm

λm

)

的有限生成锥. 根据锥的性质, 可设 λi = 0, 1. 不失一般性, 设 λi = 1, i =

1, 2, · · · ,m1; λi = 0, i = m1 + 1,m1 + 2, · · · ,m, 并记 P 为由 x1, x2, · · · , xm1 所

生成的多面胞, K 为由 xm1+1, xm1+2, · · · , xm 生成的多面锥.

对任意的 x ∈ S, 显然有

(
x

1

)
∈ K1, 即

(
x

1

)
∈ cone

{(
x1

λ1

)
,

(
x2

λ2

)
, · · · ,

(
xm

λm

)}
.
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从而存在非负数组 µ 满足

x =
m1∑

i=1

µixi +
m∑

i=m1+1

µixi,
m∑

i=1

µiλi =
m1∑

i=1

µi = 1.

根据 P 和 K 的定义知 x ∈ P +K. 证毕

实际上,上述结论的逆命题也成立,即若集合 S 可以表示成一个多面胞和一个

多面锥的和, 则 S 是凸多面体.

凸集在约束优化问题的理论分析中起着非常重要的作用. 在后面的章节中, 会

进一步介绍其有关性质. 下面看凸函数的概念和性质.

对于非线性最优化问题, 一般很难保证其局部最优值点是全局最优值点, 主要

原因在于目标函数在定义域上是 “多峰” 函数, 而凸函数可以保证目标函数在定义

域上为 “单峰” 函数.

定义 1.3.8 称函数 f : Rn → R 是凸函数, 若满足

f (λx + (1− λ)y) 6 λf(x) + (1− λ)f(y), ∀ x, y ∈ Rn, λ ∈ [0, 1].

根据定义, 若 f(x) 连续可微, 则它为凸函数的充分必要是下述条件之一：

f(y)− f(x) > ∇f(x)T(y − x), ∀ x, y ∈ Rn;

(∇f(y)−∇f(x))T(y − x) > 0, ∀ x, y ∈ Rn.

进一步, 若 f(x) 二阶连续可微, 则它为凸函数等价于

hT∇2f(x)h > 0, ∀ x, h ∈ Rn.

若上述不等式取严格不等号, 则称函数 f(x) 为严格凸的. 将上述各条件进一

步加强得到一致凸函数的定义.

定义 1.3.9 称函数 f : Rn → R 为一致凸函数, 若存在 η > 0, 使对任意

x, y ∈ Rn 和 λ ∈ [0, 1], 成立

f(λx + (1− λ)y) 6 λf(x) + (1− λ)f(y)− 1
2
λ(1− λ)η‖x− y‖2.

根据定义, 若 f(x) 连续可微, 则它为一致凸函数的充分必要条件是

(y − x)T(∇f(y)−∇f(x)) > η‖y − x‖2, ∀ x, y ∈ Rn.

进一步, 若函数 f 二阶连续可微, 则它为一致凸函数的充分必要条件是
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hT∇2f(x)h > η‖h‖2, ∀ x, h ∈ Rn.

显然,一致凸函数必严格凸,而对于二次函数,严格凸和一致凸等价. 利用凸函

数可建立一些常用的不等式.

对于凸函数 f : R → R, 容易推出

f
( n∑

i=1

αixi

)
6

n∑

i=1

αif(xi),

其中, xi ∈ R, αi > 0, i = 1, 2, · · · , n,
n∑

i=1

αi = 1. 该不等式称为 Jensen 不等式.

若取 f(x) = − lnx, x ∈ (0,∞), 则得到加权的算术几何不等式

n∑

i=1

αixi >
n∏

i=1

xαi
i ,

其中, xi > 0, αi > 0, i = 1, 2, · · · , n,
n∑

i=1

αi = 1. 特别地, 若取 αi =
1
n

, 则得到算术

几何不等式
1
n

n∑

i=1

xi >
( n∏

i=1

xi

) 1
n

.

这里, 等号成立的充分必要条件是 x1 = x2 = · · · = xn.

在非线性最优化问题的理论分析中,常用到上述公式和下面的 Cauchy-Schwarz

不等式
n∑

i=1

xiyi 6
( n∑

i=1

x2
i

) 1
2
( n∑

i=1

y2
i

) 1
2
.

将其写成向量形式, 就是

xTy 6 ‖x‖ · ‖y‖.

1.4 无约束优化最优性条件

考虑无约束优化问题

min
x∈Rn

f(x), (1.4.1)

其中, 目标函数 f : Rn → R 连续可微. 根据定义, 要验证一个点是否为上述优化问

题的局部最优值点,就要逐一比较该点的目标函数值和附近所有点的目标函数值的

大小, 其工作量不言而喻. 但如果利用目标函数连续可微的性质, 就得到一个比较

实用的判断方法, 这就是无约束优化问题的最优性条件.
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定理 1.4.1(一阶必要条件) 若 x∗ 是无约束优化问题 (1.4.1) 的局部最优值

点, 则 ∇f(x∗) = 0.

证明 假若 ∇f(x∗) 6= 0, 取 d = −∇f(x∗). 则对 α > 0 充分小, 利用 Taylor

展式,

f(x∗ + αd)=f(x∗) + α∇f(x∗)Td + o(α)

=f(x∗)− α‖∇f(x∗)‖2 + o(α)

<f(x∗).

这与 x∗ 是局部最优解矛盾. 命题结论得证. 证毕

目标函数梯度为零的点称为无约束优化问题的稳定点. 稳定点可能是目标函

数的极大值点也可能是极小值点, 甚至二者都不是. 最后一种情况对应的稳定点称

为函数的鞍点, 即在从该点出发的一个方向上是函数的极大值点, 而在另一个方向

上是极小值点. 如单元函数 f(x) = x3 的稳定点就是鞍点.

定理 1.4.1 表明, 对无约束优化问题, 目标函数在最优值点的任意方向上的导

数都为零, 即目标函数在最优值点的切平面是水平的. 不过, 无约束优化问题的局

部最大值点和鞍点也满足上述优性条件.因此,要确认一个稳定点是否为最优值点,

需考虑该点的二阶最优性条件.

定理 1.4.2 (二阶必要条件) 设 x∗ ∈ Rn 是无约束优化问题 (1.4.1) 的局部最

优解, 且 f(x) 在 x∗ 点附近二阶连续可微. 则 ∇f(x∗) = 0, ∇2f(x∗) 半正定.

证明 由定理 1.4.1 知 ∇f(x∗) = 0. 若 ∇2f(x∗) 非半正定, 则存在单位向量

d ∈ Rn, 使 dT∇2f(x∗)d < 0. 对 α > 0 充分小, 利用 Taylor 展式,

f(x∗ + αd) = f(x∗) + α∇f(x∗)Td +
1
2
α2dT∇2f(x∗)d + o(α2) < f(x∗),

这与 x∗ 是局部最优解矛盾. 命题结论得证. 证毕

需要指出的是,上述结论给出的最优性条件不是充分的. 如单元函数 f(x) = x3

在 x = 0 点同时满足一阶和二阶最优性必要条件, 但它并不是该函数的局部最优

值点.

定理 1.4.3 (二阶充分条件) 设 x∗ ∈ Rn 满足 ∇f(x∗) = 0 且 ∇2f(x∗) 正定,

则 x∗ 是无约束优化问题 (1.4.1) 的严格局部最优解.

证明 对任意充分靠近 x∗ 的 x ∈ Rn,存在单位向量 d ∈ Rn 及充分小的 α > 0
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使 x = x∗ + αd. 由 Taylor 展式及 ∇2f(x∗) 的正定性得

f(x) = f(x∗) +
1
2
α2dT∇2f(x∗)d + o(α2) > f(x∗).

从而 x∗ 是问题 (1.4.1) 的严格局部最优解. 证毕

同样, 上述结论给出的二阶充分性条件也不是必要的. 如 x = 0 是单元函数

f(x) = x4 的严格局部最优解, 但上述二阶充分性条件在该点并不成立. 由此推断,

无约束优化问题不存在二阶充分必要的最优性条件.

无约束优化问题的二阶最优性条件是借助目标函数在局部最优值点邻域上的

凸性来刻画的. 一般地, 非线性最优化的数值方法只能保证求得的点满足一阶必要

条件, 而不能保证满足二阶充分条件. 换句话讲, 这些方法只能得到稳定点, 只有在

特殊情况下, 如目标函数为凸函数, 才能保证问题的稳定点为其全局最优解.

定理 1.4.4 对无约束优化问题 (1.4.1), 若目标函数 f 是连续可微的凸函数,

则全局最优解、局部最优解和稳定点等价.

证明 若 x∗ 是局部最优解, 显然有 ∇f(x∗) = 0, 从而 x∗ 是稳定点. 反过来,

若 x∗ 是稳定点, 利用凸函数的性质, 对任意 x ∈ Rn,

f(x)− f(x∗) > 〈∇f(x∗), x− x∗〉 = 0.

故 x∗ 是问题 (1.4.1) 的全局最优解. 显然, 全局最优解必是局部最优解. 证毕

上述结论说明,对无约束优化问题 (1.4.1),若目标函数为凸函数,满足∇f(x∗) =

0 的点 x∗ 即为其全局最优值点.

习 题

1. (1) 设 x, y > 0, α ∈ (0, 1), 则 xαy1−α 6 αx + (1− α)y.

(2) 设 xi > 0, i = 1, 2, · · · , n. 证明

n∑
i=1

xi

n∑
i=1

1

xi
> n2,

且等号成立的充分必要条件是所有的 xi 都相等.

2. 试用 Cauchy-Schwarz 不等式证明

‖x‖1 6
√

n‖x‖, ∀ x ∈ Rn.

3. 设 b ∈ Rn, Q ∈ Rn×n 对称正定. 试求下述优化问题的最优解和最优值

max bTx, s.t. xTQx 6 1,
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并利用该结果证明对任意的 x, y ∈ Rn 有

(xTy)2 6 (xTQx)(yTQ−1y).

4. 用图解法求下述优化问题的最优解：

min x1 + x2, s.t. x2
1 + x2

2 6 2.

5. 证明函数 f : Rn → R 为凸函数的充分必要条件是函数 f 的上图为凸集, 其中上图定

义为

epif = {(x, y) | x ∈ Rn, y > f(x)}.
6. 讨论由 a1, a2, · · · , am ∈ Rn 所生成的多面胞、仿射集、子空间及这些点和原点所生成

的仿射包之间的关系.

7. 设 d ∈ Rn 是连续可微函数 f : Rn → R 在点 x ∈ Rn 的下降方向. 试建立 α 为单元函

数 f(x + αd) 在 α > 0 上的最小值点的一个必要条件, 并讨论在什么条件下该条件是充分的.

8. 设 A ∈ Rm×n, b ∈ Rm. 试给出无约束优化问题

min
x∈Rn

‖Ax− b‖2

的一阶最优性条件, 并验证该条件是否是充分的. 它的最优解唯一吗?

9. 试在 3 维欧式空间中确定一通过点 (3, 4, 5) 的平面, 使其与非负象限中的三个坐标面

构成的四面体的体积最小.

10. 设 b ∈ Rn, A ∈ Rn×n. 试给出下述优化问题的最优性条件

min
1

2
xTAx + bTx.
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线搜索方法是求解无约束优化问题的一个最基本的方法, 它具有简单、可靠等

优点. 与线搜索方法相比, 信赖域方法发展较晚, 但也已构成非线性最优化问题的

一种基本方法. 本章主要介绍线搜索方法的几种常见步长规则及收敛性质, 信赖域

方法的基本框架和收敛性质.

2.1 精确线搜索方法

假设目标函数 f : Rn → R 至少一阶连续可微. 除非特别说明, 记

fk = f(xk), gk = ∇f(xk), g(x) = ∇f(x), Gk = ∇2f(xk), G(x) = ∇2f(x).

在线搜索方法中, 令搜索方向 dk 为目标函数在当前迭代点的下降方向. 若步

长取

αk = arg min
α>0

f(xk + αdk),

则称 αk 为精确步长,又称最优步长. 该步长规则称为精确线搜索步长规则,又称最

优步长规则. 最优步长的一个重要性质是它满足如下正交性条件：

dT
k∇f(xk + αkdk) = 0,

该步长规则对应的下降算法模型如下.

算法 2.1.1

步 1. 取初始点 x0 ∈ Rn 和参数 ε > 0. 令 k = 0.

步 2. 若 ‖gk‖ 6 ε, 算法终止; 否则, 进入下一步.

步 3. 计算下降方向 dk, 使 dT
k gk < 0.

步 4. 计算步长 αk = arg min{f(xk + αdk) | α > 0}.
步 5. 令 xk+1 = xk + αkdk; 令 k = k + 1, 转步 2.

尽管最优步长的计算是一单元函数的极值问题, 它也是很难求的. 常用的方法

主要有进退试探法、黄金分割法和多项式插值法等, 但一般也只能得到近似最优

步长.

对算法的终止规则, 若取 ε = 0, 则算法会产生无穷迭代点列. 因此, 在数值计
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算时应当避免. 但在算法的收敛性分析中, 却是允许和必要的, 因为算法的理论分

析需要问题的精确解.

定理 2.1.1 设目标函数 f : Rn → R 二阶连续可微有下界. 对算法 2.1.1, 设

dk 与 −gk 的夹角 θk 满足 θk 6 π/2− µ, 其中, 0 < µ 6 π/2. 若算法产生迭代无穷

迭代点列 {xk}, 且存在常数 M > 0, 使对任意的 k 及 α > 0,

‖∇2f(xk + αdk)‖ 6 M,

则 lim
k→∞

‖gk‖ = 0.

证明 对任意 α > 0 和 k > 0, 利用假设条件, 存在 ξk ∈ (xk, xk + αdk), 使得

f(xk + αdk)− fk =αdT
k gk +

1
2
α2dT

k G(ξk)dk

6αdT
k gk +

1
2
α2M‖dk‖2

=
1
2
M‖dk‖2

(
α +

dT
k gk

M‖dk‖2
)2

− 1
2

(dT
k gk)2

M‖dk‖2

=
1
2
M‖dk‖2

(
α +

dT
k gk

M‖dk‖2
)2

− 1
2M

‖gk‖2 cos2(dk,−gk).

显然, 当 α = α̂k
4
= − dT

k gk

M‖dk‖2 时, 最后一式取最小值. 利用步长规则得

fk+1 − fk 6 f(xk + α̂kdk)− fk 6 − 1
2M

‖gk‖2 cos2(dk,−gk).

由于数列 {fk} 单调下降有下界, 故必有极限. 从而将上式两边对 k 求和得

∞∑

k=1

‖gk‖2 cos2(dk,−gk) < ∞.

利用 cos(dk,−gk) > cos(π/2− µ) = sin µ > 0 得

lim
k→∞

‖gk‖ = 0. 证毕

上述证明过程给出了目标函数在每一迭代步的下降量估计. 进一步, 若目标函

数 f(x) 为一致凸函数 (常数为 η), 则目标函数值在每一迭代步的下降量有如下

估计：

f(xk)− f(xk + αkdk) =−
∫ αk

0

dT
k∇f(xk + τdk)dτ
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=
∫ αk

0

dT
k

[∇f(xk + αkdk)−∇f(xk + τdk)
]
dτ

>
∫ αk

0

η‖dk‖2(αk − τ)dτ

=
1
2
η‖αkdk‖2. (2.1.1)

若目标函数的梯度函数一致连续, 则有如下结论．

定理 2.1.2 设目标函数 f 在 Rn 上连续可微有下界,梯度函数 ∇f 在包含水

平集 L(x0)的某个邻域内一致连续.对算法 2.1.1,设搜索方向 dk 与 −gk 的夹角 θk

满足 θk 6 π/2− µ, 其中, 0 < µ 6 π/2. 若算法不有限步终止, 则 lim
k→∞

‖gk‖ = 0.

证明 若命题结论不成立,则存在 ε0 > 0及自然数列 N 的一无穷子列 N1,使

对任意 k ∈ N1, 有 ‖gk‖ > ε0. 从而由

−dT
k gk =‖dk‖‖gk‖ cos θk

>‖dk‖‖gk‖ cos
(π

2
− µ

)

=‖dk‖‖gk‖ sinµ,

得

−dT
k gk

‖dk‖ > ‖gk‖ sinµ > ε0 sinµ, ∀ k ∈ N1. (2.1.2)

对任意 α > 0 和 k ∈ N1, 由微分中值定理, 存在 ξk ∈ (xk, xk + αdk), 使得

f(xk + αdk)− fk =αdT
k∇f(ξk)

=αdT
k gk + αdT

k (∇f(ξk)− gk)

6αdT
k gk + α‖dk‖‖∇f(ξk)− gk‖

=α‖dk‖
(dT

k gk

‖dk‖ + ‖∇f(ξk)− gk‖
)
. (2.1.3)

不妨设 ∇f(x) 在包含水平集 L(x0) 的 δ̂ 邻域上一致连续. 则对任意 ε > 0, 存

在 0 < δ(ε) 6 δ̂, 使当 0 < α‖dk‖ 6 δ(ε) 时,

‖∇f(ξk)− gk‖ 6 ε. (2.1.4)

取 ε =
1
2
ε0 sinµ, 则对任意 k ∈ N1 及 α =

δ(ε)
‖dk‖ , 利用 (2.1.2)∼(2.1.4) 及步长规则,
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有

fk+1 − fk 6f(xk + αdk)− fk

6α‖dk‖
(
−ε0 sinµ +

1
2
ε0 sinµ

)

=−1
2
δ(ε)ε0 sinµ.

从而,

lim
k→∞

fk =
∞∑

k=0

(fk+1 − fk) + f0

6
∑

k∈N1

(fk+1 − fk) + f0

6
∑

k∈N1

(
−1

2
ε0δ(ε) sin µ

)
+ f0

=−∞.

这与目标函数 f 在 Rn 上有下界的假设矛盾. 结论得证. 证毕

算法 2.1.1的上述收敛性结论是建立在目标函数的 Hesse矩阵或梯度满足一定

条件且搜索方向和负梯度方向成一定角度的基础上. 若无此假设, 则有如下结论.

定理 2.1.3 设目标函数 f 在 Rn 上连续可微, 且算法 2.1.1 产生的无穷迭代

点列的某一子列 {xk}k∈N0 满足

lim
k∈N0
k→∞

xk = x∗, lim
k∈N0
k→∞

dk = d∗,

则 g(x∗)Td∗ = 0. 进一步, 若目标函数 f(x) 二阶连续可微, 则 (d∗)T∇2f(x∗)d∗ > 0.

证明 若 d∗ = 0, 则命题结论自然成立. 下面考虑 d∗ 6= 0 的情况.

对第一个结论, 假若它不成立, 则存在 ε0 > 0 使 ∇f(x∗)Td∗ < −ε0 < 0. 由于

函数 f(x) 连续可微, 故存在 x∗ 点的邻域 N(x∗, δ) 及 d∗ 的邻域 N(d∗, δ), 使对任

意 x ∈ N(x∗, δ) 及 d ∈ N(d∗, δ) 有

∇f(x)Td 6 −ε0

2
< 0. (2.1.5)

由题设,对 k ∈ N0 充分大,有 xk ∈ N
(
x∗, δ/2), dk ∈ N(d∗, δ/2),且存在M > 0

使对任意 k ∈ N0, ‖dk‖ < M .

取 ᾱ =
δ

2M
,则存在 k0,当 k ∈ N0, k > k0 时, xk + ᾱdk ∈ N(x∗, δ).再由 (2.1.5)

式知, 对任意 k ∈ N0, k > k0, 存在 θk ∈ (0, 1) 使得
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fk+1 − fk 6f(xk + ᾱdk)− fk

= ᾱdT
k∇f(xk + θkᾱdk)

6 ᾱ
(
−ε0

2

)
.

由于数列 {fk} 单调不增, 从而将上式关于 k ∈ N0 求和得
∞∑

k=0

(fk+1 − fk) 6
∑

k∈N0

(fk+1 − fk) 6
∞∑

k=0

ᾱ
(
−ε0

2

)
= −∞.

由于单调数列 {fk} 的子列 {fk}N0 存在极限 f(x∗), 故 lim
k→∞

fk = f(x∗). 从而由上

式得

f(x∗)− f0 = lim
k→∞

fk − f0 =
∞∑

k=0

(fk+1 − fk) 6 −∞,

得到矛盾. 第一个结论得证.

对第二个结论, 若存在 ε0 > 0 使 (d∗)T∇2f(x∗)d∗ < −ε0 < 0, 则存在 x∗ 点的

邻域 N(x∗, δ) 及 d∗ 的邻域 N(d∗, δ), 使对任意 x ∈ N(x∗, δ) 及 d ∈ N(d∗, δ) 有

dT∇2f(x)d < −ε0/2.

同样取 ᾱ =
δ

2M
, 则对充分大的 k ∈ N0, dk ∈ N(d∗, δ) 且 xk + ᾱdk ∈ N(x∗, δ).

从而对充分大的 k ∈ N0,

fk+1 − fk 6f(xk + ᾱdk)− fk

= ᾱdT
k gk +

1
2
ᾱ2dT

k G(ζk)dk

6 1
2
ᾱ2dT

k G(ζk)dk

6 ᾱ2

2

(
−ε0

2

)
,

其中, ζk ∈ (xk, xk + ᾱdk). 类似的讨论可得矛盾, 证得第二个结论. 证毕

为讨论精确线搜索方法的收敛速度, 先给出几个引理.

引理 2.1.1 设函数 ϕ(α) 在 [0, b] 上二阶连续可微, ϕ′(0) < 0, α∗ ∈ (0, b)

为函数 ϕ(α) 在 [0, b] 上的一个极小值点. 若存在 M > 0 使对任意 α ∈ [0, b], 有

ϕ′′(α) 6 M, 则 α∗ > −ϕ′(0)
M

.

证明 由于 ϕ(α) 关于 α 在 [0, b] 上二阶连续可微, α∗ ∈ (0, b) 为 ϕ(α) 在 [0, b]

上的极小值点, 所以存在 ξ ∈ (0, α∗) 使

ϕ′(0) = ϕ′(α∗) + (0− α∗)ϕ′′(ξ) = −α∗ϕ′′(ξ),


