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内 　 容 　 简 　 介

本书全面系统地介绍了在动物遗传育种中常用的主要计算方法 ，内容
包括三大部分 。第一部分是混合模型方程组的相关计算技术 ，包括加性遗
传相关矩阵及其逆矩阵的计算 ，大型混合模型方程组的建立与求解 ，大型矩
阵的储存与计算技术 ，用 REML方法估计遗传参数的有关计算方法 。第二
部分是 Monte Carlo 方法 ，包括随机数的产生 ，Monte Carlo 基本方法 ，
Monte Carlo方法在统计学和动物遗传育种中的应用 。第三部分是 MCMC
算法 ，包括贝叶斯推断和 Markov 链简介 ，Metropolis唱Hasting 抽样 ，Gibbs
抽样 ，MCMC算法在动物遗传育种中的应用 。

本书可供高等院校和科研机构从事动物遗传育种的科研工作者和研究
生参考 。
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前 　 　言

动物遗传育种的理论和方法在过去的 ２０ 余年中有了很大的发展 ，主要体现
在 ：①以混合模型方程组理论为基础的动物个体遗传评估和遗传参数估计方法取
代了传统的选择指数法和同胞分析或子亲回归分析 ，使得对个体的遗传评估更准
确 ，对遗传参数的估计更可靠 ，由此大幅度提高了一些重要经济性状的遗传改良
速度 ；② 贝叶斯理论被逐渐用于动物遗传性状（尤其是非连续分布的性状）的统
计分析 ，使我们对这些性状的统计分析更合理 、更有效 ；③ Monte Carlo方法被广
泛应用于遗传育种模拟试验 ，弥补了用家畜或实验动物进行试验的一些局限性 ，
使我们能够对新的理论和方法进行更广泛的验证 、比较 ，或探索其最佳适用条
件 ；④ 分子水平的遗传信息被逐渐应用于数量性状的遗传分析及动物育种 ，使我
们能够从分子水平了解数量性状的遗传机理 ，从而进一步提高育种效率 ，特别是
对那些用现行的方法不能取得理想的改良效果或效率不高的性状 。 这些新的理
论和方法无不涉及大量复杂的计算 ，这一方面需要有高性能的计算机硬件设备 ，
另一方面则需要有先进科学的计算方法 。 因而伴随着遗传育种理论和方法的发
展 ，新的计算方法也不断涌现 。 可以说 ，一方面是遗传育种理论和方法的发展带
来了新的计算方法的产生 ，反过来 ，新的计算方法又促进了遗传育种理论和方法
的发展 。 因此 ，计算方法已成为动物遗传育种研究和应用中不可缺少的关键技
术 。 不了解这些方法 ，就很难真正理解现代遗传育种的理论和方法 ，不掌握这些
方法 ，就难以开展遗传育种领域的深入研究 。 尽管现在已经有了一些专门的计
算机软件可以帮助我们利用这些计算方法开展研究或实际应用 ，但如果不对这
些方法本身有所了解 ，就难以正确使用软件 ，对所得到的结果也难以给出合理的
解释 。

本书的目的是要向我国动物遗传育种工作者全面系统地介绍在动物遗传育种

中使用的一些主要计算方法 。我多年从事动物遗传育种中相关计算方法的教学和
研究 ，本书是在本人多年积累的基础上 ，汇集国内外本研究领域中 ２０ 余年来的研
究成果写成的 。 我衷心希望本书能成为对我国动物遗传育种工作者有价值的一本
参考书 。 尽管已尽我所能 ，但限于水平 ，错误和不足之处仍在所难免 ，希望读者不
吝赐教 。

我是在我国数量遗传学奠基人吴仲贤教授的引导下逐步进入数量遗传学殿堂

的 ，吴仲贤教授在我的成长过程中倾注了大量心血和关爱 ，没有他的培养和教导 ，
就不可能有本书的问世 ，值此书出版之际 ，我谨向吴仲贤教授表示深深的谢意 。 在
我多年的研究和教学以及在本书的写作过程中 ，经常得到吴常信教授 、张沅教授和
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其他同事的指导和帮助 ，在此也向他们表示衷心的感谢 。 最后要特别感谢华夏英
才学术出版基金给予的大力资助 。

张 　勤
２００７ 年 ６ 月于北京
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第一部分 　 混合模型方程组的相关计算技术

在现代家畜育种的理论和实践中 ，线性模型（linear model）的理论和方法占有
十分重要的地位 。目前 ，以 Henderson为代表所发展起来的混合模型方程组方法
已在家畜个体遗传评定（育种值估计） 、群体遗传参数估计 、杂交试验分析等方面占
据了主导地位 ，但这种发展趋势是与计算机技术和计算方法的迅速发展密切相关
的 。因为线性模型方法中涉及了大量的矩阵运算 ，而家畜育种资料又往往十分庞
大和复杂 ，所以在实际应用中 ，如何快捷 、准确 、有效地完成各种复杂的计算工作就
成了一个十分突出的问题 。 本部分将介绍近年来在这方面发展起来的相关计算
技术 。



第 1 章 　线性混合模型及混合模型方程组简介

１畅１ 　线性混合模型
１畅１畅１ 　模型

在统计学中 ，模型（model）或数学模型 ，是指描述观察值与影响观察值变异性
的各因子（factor）之间关系的数学表达式 。 所有的统计分析都是基于一定的模型
基础上的 。一个模型应恰当地反映数据资料的性质和所要解决的问题 。有各种不
同水平的模型 ：

（１）真实模型 　非常准确地描述观察值的变异性 ，模型中不含有未知成分 ，对
于生物学领域的数据资料来说 ，真实模型几乎是不可能知道的 。

（２）理想模型 　根据研究者所掌握的专业知识建立的尽可能接近真实模型的
模型 ，这种模型常常由于受到数据资料的限制或过于复杂而不能用于实际分析 。

（３）操作模型 　用于实际统计分析的模型 ，它通常是理想模型的简化形式 。
影响观察值的因素也称为变量（variable） ，它们可分为两类 ，一类是离散型的 ，

它们通常具有若干个有限的等级或水平（如季节 、胎次等） ，通过统计分析 ，我们可
估计不同水平对观察值的效应的大小 ，并检验不同水平间有无显著差异 ；另一类是
连续型的 ，它呈现连续性变异（如体重 、体长等） ，它们通常是作为影响观察值的协
变量（如同回归模型中的自变量 ，也称为回归变量）来看待的 ，通常需要估计的是观
察值对这一变量的回归系数 ，有时一个连续性变量也可人为地划分成若干等级而
使其变为离散型变量 。

离散型因子又可进一步分为固定因子和随机因子 。 区别一个因子是固定因子
还是随机因子主要看样本的取得方法和研究的目的 。如果对于一个因子我们有意
识地抽取它的若干个特定的水平 ，而研究的目的也只是要对这些水平的效应进行
估计或进行比较 ，则该因子就是固定因子 。反之 ，若一个因子的若干水平可看作是
来自该因子的所有可能水平所构成的一个大总体的随机样本 ，研究的目的是要通
过该样本去推断总体 ，则该因子就是随机因子 。

１畅１畅２ 　线性模型

在统计模型中线性模型占有很重要的地位 。 所谓线性模型是指在模型中观察
值与各个离散型因子和连续型协变量的回归系数呈线性关系（协变量本身与观察
值可以是非线性的 ，如多项式回归模型仍然是线性模型） 。

一个线性模型应由三个部分组成 ：
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（１）数学方程式 ；
（２）方程式中随机变量的期望和方差及协方差 ；
（３）假设及约束条件 。
下面举例说明 ：
设有犊牛 １９０ ～ ２１０日龄的体重资料 ，将日龄按每 ５ 天间隔分组 ，１９０ ～ ２１０ 日

龄就可分为 ４组 。欲分析不同日龄组对体重的影响 ，可建立如下的线性模型 ：

yi j ＝ μ ＋ ai ＋ ei j （１畅１）

其中 ，yi j是在第 i 个日龄组中的第 j 头肉牛的体重 ，为可观察的随机变量 ；μ是总
平均 ，是一个常量 ；ai是第 i 个日龄组的效应 ，它是固定效应 ；ei j是剩余效应 ，也称
为随机误差 。

式中随机变量的期望和方差及协方差为

E（ ei j ） ＝ ０ ，　 E（ yi j ） ＝ μ ＋ ai
Var（ yi j ） ＝ Var（ ei j ） ＝ σ２

Cov（ ei j ，ei j′） ＝ Cov（ ei j ，ei′ j ） ＝ Cov（ ei j ，ei′ j′） ＝ ０

此模型的假设和约束条件包括 ：
（１）所有犊牛都来自同一品种 ；
（２）母亲的年龄对犊牛体重无影响 ；
（３）犊牛的性别相同或性别对体重无影响 ；
（４）所有犊牛都在相同的环境下以相同的饲养

方式饲养 。
如果我们的资料如右表所示 ：

日龄组 犊牛体重

１ １９８ ２０４ ２０１

２ ２０３ ２０６ ２１０

３ ２０５ ２１２ ２１６

４ ２２５ ２２０

则对每一观察值都可根据上面的模型建立一个方程式 ：

y１１ ＝ １９８ ＝ μ ＋ a１ 　 　 　 　 ＋ e１１

y１２ ＝ ２０４ ＝ μ ＋ a１ ＋ e１２

y１３ ＝ ２０１ ＝ μ ＋ a１ ＋ e１３

y２１ ＝ ２０３ ＝ μ ＋ a２ ＋ e２１

y２２ ＝ ２０６ ＝ μ ＋ a２ ＋ e２２

y２３ ＝ ２１０ ＝ μ ＋ a２ ＋ e２３

y３１ ＝ ２０５ ＝ μ ＋ a３ ＋ e３１

y３２ ＝ ２１２ ＝ μ ＋ a３ ＋ e３２

y３３ ＝ ２１６ ＝ μ ＋ a３ ＋ e３３

y４１ ＝ ２２５ ＝ μ ＋ a４ ＋ e４１

y４２ ＝ ２２０ ＝ μ ＋ a４ ＋ e４２
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令

y ＝

y１１
y１２
y１３
y２１
y２２
y２３
y３１
y３２
y３３
y４１
y４２

，　 X ＝

１ １ ０ ０ ０

１ １ ０ ０ ０

１ １ ０ ０ ０

１ ０ １ ０ ０

１ ０ １ ０ ０

１ ０ １ ０ ０

１ ０ ０ １ ０

１ ０ ０ １ ０

１ ０ ０ １ ０

１ ０ ０ ０ １

１ ０ ０ ０ １

，　 b ＝

μ

a１
a２
a３
a３

，　 e ＝

e１１
e１２
e１３
e２１
e２２
e２３
e３１
e３２
e３３
e４１
e４２

则我们有

y ＝ Xb ＋ e
E（e） ＝ 0 ，　 E（ y） ＝ Xb
Var（ y） ＝ Var（e） ＝ Iσ２

（１畅２）

其中 ，0是元素全为 ０ 的向量 ；I是单位矩阵 。
（１畅２）式称为线性模型的矩阵表达式 ，矩阵 X称为关联矩阵或结构矩阵 ，其中

的元素均为 ０或 １ ，它们指示了 y中的观察值与 b中的各效应的关联情况 。

１畅１畅３ 　线性模型的分类

线性模型可以从不同的角度进行分类 ，从其功能上分 ，可分为回归模型 、方差
分析模型 、协方差分析模型 、方差组分模型等 ；按模型中含有的因子个数分 ，可有单
因子模型 、双因子模型 、多因子模型 ；按模型中因子的性质（固定的还是随机的）可
分为固定效应模型 、随机效应模型和混合模型 。 这里只介绍按因子的性质分类的
情况 。

１）固定效应模型
如一个模型中除了随机误差外 ，其余所有的效应均为固定效应 ，则称此模型为

固定效应模型 ，或固定模型（fixed model） 。
２）随机效应模型
若模型中除了总平均外 ，其余的所有效应均为随机效应 ，则称此模型为随机效

应模型 ，或随机模型（random model） 。
３）混合模型
若模型中除了总平均和随机误差之外 ，既含有固定效应 ，也含有随机效应 ，则
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称之为混合模型（mixed model） 。
一般地 ，对于任一混合模型 ，都可用矩阵的形式表示为

y ＝ Xb ＋ Zu ＋ e （１畅３）
其中 ，y为所有观察值构成的向量 ；b为所有固定效应（包括 μ）构成的向量 ；X为固
定效应的关联矩阵 ；u为所有随机效应构成的向量 ；Z为随机效应的关联矩阵 ；e为
所有随机误差构成的向量 。

通常我们假设

E（u） ＝ 0 ，　 E（e） ＝ 0 ，　 Var（ e） ＝ R ，　 Var（u） ＝ G ，　 Cov（u ，e′） ＝ 0
由此可进一步得到

E（ y） ＝ Xb ，　 Var（ y） ＝ ZGZ′ ＋ R ＝ V
Cov（ y ，u′） ＝ ZG ，　 Cov（ y ，e′） ＝ R

在多数情况下 ，常假设 R ＝ Iσ２
e ，即随机误差具有等方差性和独立性 。

若上式中的 Zu不存在时 ，则它变为一固定模型

y ＝ Xb ＋ e
若上式中 Xb ＝ 1 μ ，则它变为一个随机模型

y ＝ 1 μ ＋ Zu ＋ e
其中 ，1为元素全为 １ 的向量 。

因此 ，固定模型和随机模型均可看成是混合模型的特例 。

１畅１畅４ 　统计模型与遗传模型的关系

根据数量遗传学理论 ，任何一个个体在任一数量性状上的表现都要受到遗传
和环境两个方面的影响 ，这可用下面的模型来表示 ：

Y ＝ G ＋ E （１畅４）
其中 ，Y 是该个体的性状表型值 ，它就是统计模型中的观察值 ；G是遗传效应 ；E是
环境效应 。

遗传效应是遗传基因对所考察的性状的影响 ，这些基因可以是个体本身所携
带的 ，也可以是其亲属所携带的 。 遗传效应又可分为加性效应（ GA ） 、显性效应
（GD ）和上位效应（GI ） 。 根据数量遗传理论 ，数量性状要受许多基因的影响 ，而每
个基因的作用又很小 ，故称为微效基因 ，各个基因的效应是可加的 ，加性效应就是
所有微效基因效应累加之和 。显性效应是指同一基因座内不同等位基因之间的互
作 ，上位效应是不同基因座间的基因的互作 ，显性效应和上位效应统称非加性效
应 。由于亲代只将其基因而不是基因型传递给后代 ，而显性效应和上位效应都与
特定的基因型有关 ，所以只有加性效应才能遗传给后代 ，因而对于种畜的选择来
说 ，我们主要感兴趣的是 GA ，它也常被称为家畜个体的育种值 。 一个亲代传递给
后代的加性效应的平均值称为遗传传递力（ transmit ting ability） ，由于亲代只将其
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所有基因的一半传递给后代（另一半来自另一亲代） ，所以传递力等于 １／２ 的育
种值 。

环境效应可进一步分为系统环境效应（ ES ）和随机环境效应（ ER ） 。 系统环境
效应是指那些以固定的相同的方式影响在该环境下所有个体的效应 ，如畜群（包括
畜群内的管理水平 、饲养方式等） 、性别 、季节 、年龄等 ，这些效应只要有相应的资料
是可以被估计的 。随机环境效应是指那些以随机的方式影响家畜个体的环境效
应 。当一个个体在某一性状上可重复表现时（如奶牛的多个胎次的泌乳记录 、母猪
的不同胎次的产仔数等） ，则随机环境效应又可进一步分为永久性环境效应（ ERP ）
和暂时性环境效应（ER T ） 。前者是指可影响一个个体在该性状上的所有各次表现
的环境效应 ，如某一个体在早期发育阶段营养不良 ，而且所造成的后果又是不可逆
的 ，这就可能会对其产生终生的影响 ，即影响其所有重复观察值 。暂时性环境效应
只影响某一特定的观察值 ，如某个体在某一生产时期偶然得病 ，则该个体在这一时
期的生产性能就会受到影响 。 对性状的度量误差也可看成是一种暂时性环境
效应 。

综上所述 ，我们可将（１畅４）式扩展为
Y ＝ ES ＋ GA ＋ GD ＋ GI ＋ ERP ＋ E

　 　 　 　 　 P

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 E 倡

（１畅５）

由于 GD和 GI也影响一个个体的终生 ，而我们常常并不需要知道它们的大小 ，
故可将它们与 ERP合并为 P ，当个体没有重复观察值时 ，我们不能区分永久性的和

暂时性的随机环境效应 ，此时可将 P和 RRP合并为 E 倡 。
显然 ，这种遗传模型也是线性的 ，我们只需要确定这些环境和遗传效应中哪些

是固定效应 ，哪些是随机效应 ，就可将其转换为统计模型 。 如前所述 ，在环境效应
中 ，系统环境效应通常是固定效应 ，随机环境效应则是随机的 。遗传效应是随个体
而异的 ，而我们所要分析的个体往往是来自某个总体的随机样本 ，因此遗传效应一
般是随机效应 。 在实际的应用中 ，只要根据具体的问题来确定模型中应包含的效
应从而得到一个操作模型 。

１畅１畅５ 　遗传分析中的常用模型

在动物育种中 ，常根据对遗传效应的不同考虑方式将遗传分析模型分为以下
几种 ：

（１）动物模型 　将直接影响表型值的个体本身的育种值（即基因的加性效应）
作为遗传效应放在模型中 ，这种模型被称为个体动物模型 ，简称动物模型（animal
model） ，可表示为
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yi ＝ ∑
r

l ＝ １
bl ＋ ai ＋ ei （１畅６）

其中 ，yi是第 i 个个体的观察值 ；bl是第 l 个系统环境效应（固定效应） ；ai是该个体
的加性遗传效应（育种值） ；ei是随机误差（主要由随机环境效应所致） 。 注意在这
个模型中并没有考虑基因的非加性效应 ，它们实际上被归入了随机误差中 。

假如我们有 n个个体的观察值 ，需要对 s个个体估计育种值（ s ≥ n） ，则对这 n
个观察值可用如下的以矩阵表示的模型来描述 ：

y ＝ Xb ＋ Za ＋ e （１畅７）
其中 ，a是 s个个体的育种值向量 ；Z为 a的关联矩阵 ，当 a中的所有个体都有观察
值时（即 s ＝ n） ；Z ＝ I 。通常假设 a的方差 协方差矩阵为

G ＝ Var（a） ＝ Aσ２a
其中 ，A为 s个个体间的加性遗传相关矩阵 ；σ２a 为加性遗传方差 。 e是随机环境效
应向量 ，通常假设随机环境效应间彼此独立 ，且具有相同的方差 ，故有

R ＝ Var（ e） ＝ Iσ２
e

当个体在被考察的性状上有重复观察值时 ，可将个体的一个观察值表示为

yi j ＝ ∑
r

l ＝ １
bl ＋ ai ＋ p i ＋ ei j （１畅８）

其中 ，yi j为个体 i 的第 k个观察值 ；bl为影响该观察值的第 l 个系统环境效应 ；ai为
该个体的育种值 ；p i为影响个体 i 所有观察值的永久性环境效应 ；ei j为影响 y i j的随
机暂时性环境效应（随机误差） 。

用矩阵形式表示 ，则有
y ＝ Xb ＋ Z１ a ＋ Z２ p ＋ e

Var（a） ＝ Aσ２a ，　 Var（ p） ＝ Iσ２
p ，　 Cov（a ，p′） ＝ 0 ，　 Var（ e） ＝ Iσ２

e （１畅９）
若令

u ＝
a
p

，　 Z ＝ Z１ Z２

则（１畅９）式就成为（１畅３）式 ，且有

G ＝ Var（u） ＝ Var a
p

＝
Aσ２a 0
0 Iσ２p

，　 R ＝ Var（ e） ＝ Iσ２e

（２）公畜模型 　在动物模型中 ，随机遗传效应为个体的育种值 ，由于个体的基
因一半来自父亲 ，另一半来自母亲 ，所以任一个体的育种值 ai都可表示为

ai ＝ ０畅 ５as ＋ ０畅５ad ＋ mi （１畅１０）
其中 ，as为个体 i 父亲的育种值 ；ad为其母亲的育种值 ；mi为基因从亲代到子代传
递过程中由于配子的随机抽样所造成的随机离差 ，称为孟德尔抽样（Mendelian
sampling）离差 。 于是动物模型（１畅６）式可写为
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yi ＝ ∑
r

l ＝ １
bl ＋ ０畅５ as ＋ ０畅５ ad ＋ mi ＋ ei （１畅１１）

所谓公畜模型 ，就是将（１畅 １１）式中的最后三项（０畅５ad ＋ mi ＋ ei）合并成随机误
差项 ，将 ０畅５ as表示为 s i ，它等于个体 i的父亲的遗传传递力 ，称为父亲或公畜效
应 ，因而有

yi j ＝ ∑
r

l ＝ １
bl ＋ si ＋ εi j （１畅１２）

或以矩阵形式表示

y ＝ Xb ＋ Zs ＋ ε （１畅１３）
E（ s） ＝ 0 ，　 E（ε） ＝ 0

Var（ s） ＝ Asσ２
s ，As为父亲之间的加性遗传相关矩阵 ，σ２s 为公畜方差 ＝ １／４σ２a

Var（ε） ＝ Iσ２
ε 。

这个模型也可扩展成有重复观察值时的情形 。
公畜模型只可用来估计公畜的育种值 ，而且有三个重要假设 ：
①公畜在群体中与母畜的交配是完全随机的 ；
②父亲与母亲之间 、不同母亲之间没有血源关系 ；
③每个母亲只有一个后代 ，即一个公畜的所有后代都是父系半同胞 。
这些假设在生产实际中一般是很难满足的 。 尽管如此 ，这个模型由于在计算

上比动物模型要简单易行 ，因而在 １９ 世纪 ７０ 年代和 ８０ 年代前期在奶牛育种中得
到了广泛应用 。

（３）公畜 母畜模型 　如果将（１畅１１）式中的最后两项（mi ＋ ei）合并为随机误差
项 ，并将 ０畅 ５ad表示为 d i ，它等于个体 i的母亲的遗传传递力 ，称为母亲或母畜效
应 ，于是（１畅１１）式可重写为

yi j k ＝ ∑
r

l ＝ １
bl ＋ si ＋ di j ＋ εi j k （１畅１４）

或以矩阵形式表示

y ＝ Xb ＋ Zs s ＋ Zd d ＋ ε （１畅１５）
其中 ，s ＝ 父亲效应向量（同公畜模型） ；d ＝ 母亲效应向量 ，E（ d） ＝ 0 ，Var（ d） ＝
Adσ２d ；Ad为母亲之间的加性遗传相关矩阵 ，σ２d 为母畜方差 ＝ １／４σ２a ；ε ＝ 随机误差向

量 ，E（ε） ＝ 0 ，Var（ε） ＝ Iσ２
ε 。

（４）外祖父模型 　 若将（１畅１０）式中的母亲育种值 ad按同样的方式作进一步的
剖分 ，即表示为

ad ＝ ０畅５ amgs ＋ ０畅５amgd ＋ md
其中 ，amgs为母亲的父亲（外祖父 ，maternal grandsire）的育种值 ；amgd为母亲的母亲
（外祖母 ，maternal granddam）的育种值 ；md为母亲育种值的孟德尔抽样离差 。 于
是 ，个体 i的育种值 ai可表示为
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ai ＝ ０畅５ as ＋ ０畅５ × （０畅５ amgs ＋ ０畅５amgd ＋ md） ＋ mi
＝ ０畅５ as ＋ ０畅２５amgs ＋ ０畅２５amgd ＋ m 倡

其中 ，m 倡 ＝ ０畅２５md ＋ mi 。 将其代入（１畅６）式中 ，并将 ０畅２５amgd ＋ m 倡 并入随机误差

中 ，于是得到

yi j k ＝ ∑
r

l ＝ １
bl ＋ si ＋ mgs i j ＋ εi j k

其中 ，mgsi j ＝ ０畅２５amgs ，称为外祖父效应 。 此模型即被称为外祖父模型（Maternal
grandsire model） 。

无论何种模型 ，都可表示为如（１畅 ３）式的混合模型的一般形式 。 而无论从统计
学还是从遗传学的观点看 ，动物模型都要优于其他模型 ，随着计算机技术和计算方
法的日益完善 ，其他模型在育种实践中逐渐被淘汰 ，而动物模型的应用则越来越
广泛 。

１畅２ 　混合模型方程组

Henderson（１９６３）证明 ，对于如（１畅３）式表示的任意的线性混合模型 ，其中 b
的最佳线性无偏估计（BLUE）和 u的最佳线性无偏预测（BLUP）可通过对以下的
方程组求解而得到 ：

X′R－ １ X X′R－ １ Z
Z′R－ １ X Z′R－ １ Z ＋ G－ １

b
∧

u∧
＝

X′R－ １ y
Z′R－ １ y

（１畅１６）

此方程组即称为混合模型方程组（mixed model equations ，MME） 。
对于动物模型（１畅 ７）式 ，将 u ＝ a ，G＝ Aσ２a 和 R ＝ Iσ２

e 代入（１畅１６）式 ，可得

X′X X′Z
Z′X Z′Z ＋ A－ １ λ

b
∧

a∧
＝

X′y
Z′y

（１畅１７）

其中 ，λ ＝ σ２e ／σ２a 。
对此方程组求解 ，可得个体育种值的估计值 。
对于动物模型（１畅 ９）式 ，将

u ＝
a
p

，Z ＝ Z１ Z２ ，　 G ＝
Aσ２

a 0
0 Iσ２

p

，　 R ＝ Iσ２e

代入（１畅１６）式 ，可得

X′X X′Z１ X′Z２

Z′１ Z１ ＋ A－ 1 λ１ Z′1 Z２

对称 Z′２ Z２ ＋ Iλ２

b
∧

a∧

p
∧

＝

X′y
Z′１ y
Z′２ y

（１畅１８）

其中 ，λ１ ＝ σ２e ／σ２a ；λ２ ＝ σ２e ／σ２p 。
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对于如（１畅 １２）式的公畜模型 ，u ＝ s ，G＝ Asσ２
s 和 R ＝ Iσ２

e 代入（１畅１６）式 ，可得

X′X X′Z
Z′X Z′Z ＋ A－ １

s λs
b
∧

s∧
＝

X′y
Z′y

（１畅１９）

其中 ，λs ＝ σ２e ／σ２s 。

·１１·



第 2 章 　加性遗传相关矩阵及其逆矩阵的计算

由第 １章的介绍可看出 ，在利用混合模型方程组估计育种值时 ，首先要求得到
个体间的加性遗传相关矩阵 A的逆矩阵 A － １ 。虽然从理论上说我们总可以根据 A
的定义求出 A ，然后再对 A求逆而求得 A － １ ，但这在涉及的个体数较多时是非常困
难乃至是不可能实现的 ，因而一些学者又提出了一些求 A和 A － １的特殊方法 。

２畅１ 　 A的计算方法

个体 i和 j 之间的加性遗传相关是指在它们的基因组中具有同源相同（identi唱
cal by decent ，IBD）基因（相同的且来自同一祖先的基因）的比例 ，或者说从个体 i
的基因组中随机抽取的一个基因与在个体 j 的基因组中随机抽取的一个基因同源
相同的概率 。它也可被理解为个体 i和 j 的育种值（加性遗传值）之间的相关（故
而称之为加性遗传相关） 。根据这个定义 ，A阵中的元素 a i j ，即个体 i和 j 之间的
加性遗传相关的计算通式为

ai j ＝ ∑ １
２

ni ＋ n j
（１ ＋ f A ） （２畅１）

其中 ，ni 和 n j 分别为连接个体 i 和个体 j 的一个通径中由 i 和 j 到它们的共同祖
先 A 的世代数 ；f A 为 A 的近交系数 ； ∑ 表示当连接个体 i和 j 的通径不止一个
时 ，要对所有的通径求和 。

A阵中的对角线元素 a ii ，即个体 i与其自身的加性遗传相关被定义为
aii ＝ １ ＋ f i （２畅２）

其中 ，f i 为个体 i 的近交系数 。
由于由（２畅１）式所定义的加性遗传相关恰好是 Wright（１９２２）所定义的亲缘系

数（coefficient of relationship）计算公式中的分子 ，故又称其为分子亲缘相关（nu唱
merator relationship） 。

利用（２畅１）式和（２畅２）式计算 A阵时 ，一般要求画出完整的系谱图 ，这在系谱
大而复杂时是很困难的 。 下面我们介绍另一种计算 A阵的十分简便的方法 ，用这
种方法 ，无论系谱多大多复杂 ，都能很容易地计算出 A 阵 ，且便于在计算机上
实现 。

２畅１畅１ 　动物模型下 A阵的计算
在动物模型下 ，A阵是所有动物个体之间的加性遗传相关矩阵 ，A阵的每一元
·２１·



素可用以下的递推公式来计算 ：

aii ＝
１ ＋ ０畅５as id i ， 当 si 和 d i 均已知
１ ， 当 si 或 d i 未知

（２畅３a）

ai j ＝ aji ＝

０畅５（ais j ＋ aid j ） ， 当 s j 和 d j 均已知
０畅５ais j ， 当 s j 已知 ，d j 未知
０畅５aid j ， 当 d j 已知 ，s j 未知
０ ， 当 s j 和 d j 均未知

（２畅３b）

其中 ，si（ s j ）和 di（ d j）为个体 i（ j）的父亲和母亲 。
在利用以上公式计算 A阵时 ，要先将系谱中的所有个体按个体号 、父号和母

号列成一个三列表（数据文件） ，在列表时应注意 ：
（１）在个体一列中应包括所有在父和母列出现过的个体 。
（２）在个体一列中应保证后代绝不会出现在其父母之前 ，一般可按出生日期排

序 ，先出生的在前 。
（３）为便于编写程序 ，个体应用自然数从 １开始连续编号 。
下面举例说明 。
例 2畅 1 　 设有 ７个个体 ，列如右表 。
右表中个体 １和个体 ２ 的双亲未知 ，个体 ３ 的母亲未

知 。对于双亲未知的个体 ，我们假设它们都是非近交个体 ，
且彼此无亲缘关系 ，这些个体就构成了所谓的基础群（base
population） 。这些个体所对应的 A阵中的子矩阵为一单
位阵 。对于本例来说 ：

a１１ ＝ １ ，　 a２２ ＝ １ ，　 a１２ ＝ a２１ ＝ ０
从这些元素出发可计算出 A中所有的其他元素 ，如

个体 父 母

１ － －

２ － －

３ １ －

４ １ ２

５ ３ ４

６ １ ４

７ ５ ６

a１３ ＝ a３１ ＝ ０畅 ５a１１ ＝ ０畅５
a２３ ＝ a３２ ＝ ０
a３３ ＝ １
a１４ ＝ a４１ ＝ ０畅 ５（ a１１ ＋ a２１ ） ＝ ０畅５
a４４ ＝ １ ＋ ０畅 ５a１２ ＝ １

完整的 A阵为

A ＝

１ ０ ０畅 ５ ０畅５ ０畅５ ０畅７５ ０畅６２５
１ ０ ０畅５ ０畅２５ ０畅２５ ０畅２５

１ ０畅２５ ０畅６２５ ０畅３７５ ０畅５
１ ０畅６２５ ０畅７５ ０畅６８７５

１畅１２５ ０畅５６２５ ０畅８４３７５
１畅２５ ０畅９０６２５

１畅２８１２５
对 　 称 　
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２畅１畅２ 　公畜模型下 A阵的计算
在公畜模型中 ，A阵为公畜个体间的加性遗传相关矩阵 ，而在用上述的方法构

建 A阵时 ，母畜也必须包括在内 ，因而必须从所得到的 A阵中将母畜对应的行和
列去掉 ，这样做过于繁琐 。另一个途径是根据系谱中公畜的父亲和外祖父的信息
来构造 A阵 ，为此先建立一个含有公畜号 、父亲号和外祖父号三列的表 ，列表的原
则和前面相同 ，只是这里的公畜对应于前面的个体 ，外祖父对应于前面的母亲 。 然
后用如下的递推公式计算 A阵中的每一元素 ：

aii ＝
１ ＋ ０畅２５asi g i ， 当 si 和 g i 均已知

１ ， 其他
（２畅４a）

ai j ＝ aji ＝

０畅５ais j ＋ ０畅 ２５aig j ， 当 sj 和 g j 均已知

０畅５ais j ， 当 sj 已知 ，g j 未知

０畅２５aig j ， 当 g j 已知 ，s j 未知

０ ， 当 sj 和 g j 均未知

（２畅４b）

其中 ，si（ s j ）和 gi（ g j）为公畜 i（ j）的父亲和外祖父 。

公畜 父亲 外祖父

１ － －

２ １ －

３ １ ２

４ １ ２

５ ３ ４

６ ３ ４

７ ５ ６

下面也举例说明 ：
例 2畅2 　 设有系谱资料如左表格 ：
根据（２畅４ a）式和（２畅４b）式 ，有

a１１ ＝ １
a１２ ＝ ０畅５a１１ ＝ ０畅５

a１３ ＝ ０畅 ５a１１ ＋ ０畅 ２５ a１２ ＝ ０畅６２５
a１４ ＝ ０畅 ５a１１ ＋ ０畅 ２５ a１２ ＝ ０畅６２５
a１５ ＝ ０畅 ５a１３ ＋ ０畅２５a１４ ＝ ０畅 ４６８７５



完整的 A阵为

A ＝

１畅０ ０畅 ５ ０畅６２５ ０畅６２５ ０畅４６８７５ ０畅 ４６８７５ ０畅３５１５６２５

１畅 ０ ０畅５ ０畅５ ０畅３７５ ０畅 ３７５ ０畅２８１２５

１畅１２５ ０畅４３７５ ０畅６７１８７５ ０畅 ６７１８７５ ０畅５

１畅１２５ ０畅５ ０畅 ５ ０畅３７５

１畅１０９３７５ ０畅 ４６０９３７５ ０畅６６９９２１８７５

１畅 １０９３７５ ０畅５０７８１２５

１畅１１５２３４３７５

对 　 称 　
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２畅２ 　 A－ １的计算方法

从理论上说 A－ １可以通过对 A求逆得到 ，但当 A阵很大时 ，对它求逆是十分
困难以致不可能的 。 幸运的是 ，Henderson（１９７５a ，１９７６）提出了一个可以从系谱
直接构造 A－ １ （不需要构造 A）的简捷方法 。 正是由于这一方法的提出 ，才使得
BLUP法 ，尤其是动物模型 BLUP 法在家畜育种中的真正广泛使用成为可能 。

２畅２畅１ 　动物模型下 A－ １的计算

由于 A阵为对称矩阵 ，它总可被分解为
A ＝ LL′

其中 ，L为下三角矩阵 ，它又可进一步分解为
L ＝ TD

其中 ，D是对角线矩阵 ，其对角线元素（ di）等于 L阵的对角线元素（ lii ） ，即 di ＝ lii ；
T阵为下三角矩阵 ，其对角线元素全为 １ 。
由此 ，A－ １可写为

A－ １ ＝ （LL′） － １ ＝ （TDDT′） － １ ＝ （T′） － １ D－ ２ T－ １ （２畅５）
Henderson证明 ，T － １中的对角线元素全为 １ ，在其第 i行上 ，第 i个个体的每一已
知亲本所对应的元素为 － ０畅５ ，其余元素为 ０ 。 如对于 ２畅１ 节中的例 ２畅１ 来说 ，我
们有

T－ １ ＝

　 １
　 ０ 　 １
－ ０畅 ５ 　 ０ 　 １
－ ０畅 ５ － ０畅５ 　 ０ 　 １
　 ０ 　 ０ － ０畅５ － ０畅５ 　 １
－ ０畅 ５ 　 ０ 　 ０ － ０畅５ 　 ０ 　 １
　 ０ 　 ０ 　 ０ 　 ０ － ０畅５ － ０畅５ １

而 D－ ２仍是对角线矩阵 ，设 d 倡
i 为其对角线上的第 i 个元素 ，Henderson证明

d 倡
i ＝

１
０畅５ － ０畅 ２５（ f s ＋ f d） ， 当个体 i的双亲 s和 d 已知

１
０畅７５ － ０畅２５ f p ， 当个体 i的一个亲本 p 已知

１ ， 当个体 i的双亲未知

（２畅６）

其中 ，f s 、f d 和 f p 为 s 、d和 p 的近交系数 。如果这些近交系数已知 ，则由（２畅 ６）式
可以很容易求得 D－ ２ ，进而求得 A－ １ 。

如果我们已经求出了 A阵 ，则这些近交系数可以很容易地从 A阵的对角线元
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素求得 ，因为 A阵对角线元素为 a ii ＝ １ ＋ f i ，因而 f i ＝ aii － １ 。

Quass（１９７６）提出了求 d 倡
i 的另一种简便方法 ，现介绍如下 。

由 di ＝ lii ，可得 d 倡
i ＝ １／ l２ii ，所以只要求出 lii ，就可得到 d 倡

i 。 将 f i ＝ aii － １代入
（２畅６）式可得

lii ＝ １
d 倡
i

＝

［１ － ０畅２５（ass ＋ add ）］０畅 ５ ， 当个体 i的双亲 s和 d 已知
（１ － ０畅２５ap p ）０畅 ５ ， 当个体 i的一个亲本 p 已知
１ ， 当个体 i的双亲未知

（２畅７）

由 A ＝ LL′ ，可得 aii ＝ ∑
i

k ＝ １
l２ik 。注意在求 aii时要用到 L的非对角线元素 ，其计

算方法如下 。
因为 L ＝ TD ，而 T的对角线元素为 １ ，非对角线元素可由下式计算 ：

ti j
（ i ＞ j）

＝
０畅５（ ts j ＋ td j ） ， 当个体 i的双亲 s和 d 已知
０畅５ tp j ， 当个体 i的一个亲本 p 已知
０ ， 当个体 i的双亲未知

（２畅８）

所以

li j
（ i ＞ j）

＝ ti j d j ＝
０畅５（ ls j ＋ ld j ） ， 当个体 i的双亲 s和 d 已知
０畅５ lp j ， 当个体 i的一个亲本 p 已知
０ ， 当个体 i的双亲未知

（２畅９）

综上所述 ，可按下列步骤计算 A－ １ ：
（１）按计算 A阵时的要求将系谱中的所有个体列表 ；
（２）将 A－ １中的所有元素置为零 ；
（３）设置两个阶数为 n的零向量 v和 a ，v用于存放 l ii ，并临时存放 lki （ k ＝ i ＋

１ ，… ，n） ，a用于存放 a ii ，n为个体总数 ；
（４）对于 i ＝ １ ，… ，n ，计算
① vi ＝ lii ［用（２畅７）式计算］

② ai ＝ ai ＋ v２i
③对于 k ＝ i ＋ １ ，… ，n ，计算

vk ＝

０畅５（ vsk ＋ vdk ） ， 当个体 k的双亲 s k 和 d k 均已知且排在 i 之后或等于 i
０畅５ v p k ， 当个体 k的一个亲本 p k 已知且排在 i 之后或等于 i
０ ， 其他

ak ＝ ak ＋ v２k

④ d 倡
i ＝ １
v２i

⑤将下列数值加到 A－ １中 ：
·６１·



如 i的双亲 s和 d 已知 ：

d 倡
i → （ i ，i） 　

－ ０畅５ d 倡
i → （ i ，s） ，（ s ，i） ，（ i ，d） ，（ d ，i）

０畅 ２５ d 倡
i → （ s ，s） ，（ d ，d） ，（ s ，d） ，（ d ，s）

如 i的一个亲本 p 已知 ：

d 倡
i → （ i ，i）

－ ０畅 ５ d 倡
i → （ i ，p） ，（ p ，i）

０畅２５ d 倡
i → （ p ，p）

如 i的双亲均未知 ：

d 倡
i → （ i ，i）

对于例 ２畅１ ，按上述步骤 ，可得

i ＝ １ ：　

v１ ＝ l１１ ＝ １ ，a１ ＝ a１ ＋ v２１ ＝ １

v２ ＝ l２１ ＝ ０ ，a２ ＝ a２ ＋ v２２ ＝ ０

v３ ＝ l３１ ＝ ０畅５ v１ ＝ ０畅 ５ ，a３ ＝ a３ ＋ v２３ ＝ ０畅２５

v４ ＝ l４１ ＝ ０畅５（ v１ ＋ v２ ） ＝ ０畅５ ，a４ ＝ a４ ＋ v２４ ＝ ０畅２５

v５ ＝ l５１ ＝ ０畅５（ v３ ＋ v４ ） ＝ ０畅５ ，a５ ＝ a５ ＋ v２５ ＝ ０畅２５

v６ ＝ l６１ ＝ ０畅５（ v１ ＋ v４ ） ＝ ０畅７５ ，a６ ＝ a６ ＋ v２６ ＝ ０畅５６２５

v７ ＝ l７１ ＝ ０畅５（ v５ ＋ v６ ） ＝ ０畅６２５ ，a７ ＝ a７ ＋ v２７ ＝ ０畅 ３９０６２５

d 倡
１ ＝ １
v２１ ＝ １

A－ １ （１ ，１） ＝ A－ １ （１ ，１） ＋ d 倡
１ ＝ ０ ＋ １ ＝ １

i ＝ ２ ：

v２ ＝ l２２ ＝ １ ，a２ ＝ a２ ＋ v２２ ＝ ０ ＋ １ ＝ １

v３ ＝ l３２ ＝ ０ ，a３ ＝ a３ ＋ v２３ ＝ ０畅 ２５ ＋ ０ ＝ ０畅 ２５

v４ ＝ l４２ ＝ ０畅５ v２ ＝ ０畅 ５ ，a４ ＝ a４ ＋ v２４ ＝ ０畅２５ ＋ ０畅 ５２ ＝ ０畅 ５

v５ ＝ l５２ ＝ ０畅５（ v３ ＋ v４ ） ＝ ０畅２５ ，a５ ＝ a５ ＋ v２５ ＝ ０畅２５ ＋ ０畅２５２ ＝ ０畅 ３１２５

v６ ＝ l６２ ＝ ０畅５ v４ ＝ ０畅 ２５ ，a６ ＝ a６ ＋ v２６ ＝ ０畅５６２５ ＋ ０畅 ２５２ ＝ ０畅６２５

v７ ＝ l７２ ＝ ０畅５ （ v５ ＋ v６ ） ＝ ０畅 ２５ ，a７ ＝ a７ ＋ v２７ ＝ ０畅３９０６２５ ＋ ０畅２５２

＝ ０畅４５３１２５

d 倡
２ ＝ １
v２２ ＝ １

A－ １ （２ ，２） ＝ A－ １ （２ ，２） ＋ d 倡
２ ＝ ０ ＋ １ ＝ １
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i ＝ ３ ：

v３ ＝ l３３ ＝ １ － ０畅２５ a１ ＝ ０畅７５ ，a３ ＝ a３ ＋ v２３ ＝ ０畅２５ ＋ ０畅 ７５ ＝ １

v４ ＝ l４３ ＝ ０ ，a４ ＝ a４ ＋ v２４ ＝ ０畅 ５ ＋ ０ ＝ ０畅５

v５ ＝ l５３ ＝ ０畅５（ v３ ＋ v４ ） ＝ ０畅５（ ０畅 ７５ ＋ ０） ＝ ０畅５ ０畅７５

a５ ＝ a５ ＋ v２５ ＝ ０畅３１２５ ＋ （０畅５ ０畅７５ ）２ ＝ ０畅５

v６ ＝ l６３ ＝ ０畅５ v４ ＝ ０畅 ５ × ０ ＝ ０ ，a６ ＝ a６ ＋ v２６ ＝ ０畅 ６２５ ＋ ０ ＝ ０畅６２５

v７ ＝ l７３ ＝ ０畅５（ v５ ＋ v６ ） ＝ ０畅２５ ０畅７５

a７ ＝ a７ ＋ v２７ ＝ ０畅４５３１２５ ＋ （０畅 ２５ ０畅７５ ）２ ＝ ０畅５

d 倡
３ ＝ １
v２３ ＝ ４

３

A－ １ （３ ，３） ＝ A－ １ （３ ，３） ＋ d 倡
３ ＝ ０ ＋ ４

３ ＝ ４
３

A－ １ （３ ，１） ＝ A－ １ （１ ，３） ＝ A－ １ （３ ，１） － ０畅５ d 倡
３ ＝ ０ － ２

３ ＝ － ２
３

A－ １ （１ ，１） ＝ A－ １ （１ ，１） ＋ ０畅２５ d 倡
３ ＝ １ ＋ １

３ ＝ ４
３

i ＝ ４ ：

v４ ＝ l４４ ＝ １ － ０畅２５（a１ ＋ a２ ） ＝ ０畅５ ，a４ ＝ a４ ＋ v２４ ＝ ０畅５ ＋ ０畅５ ＝ １

v５ ＝ l５４ ＝ ０畅５ v４ ＝ ０畅 ５ ０畅 ５ ，a５ ＝ a５ ＋ v２５ ＝ ０畅 ５ ＋ （０畅５ ０畅５ ）２ ＝ ０畅６２５

v６ ＝ l６４ ＝ ０畅５ v４ ＝ ０畅 ５ ０畅 ５ ，a６ ＝ a６ ＋ v２６ ＝ ０畅 ６２５ ＋ （０畅 ５ ０畅 ５ ）２ ＝ ０畅 ７５

v７ ＝ l７４ ＝ ０畅５（ v５ ＋ v６ ） ＝ ０畅５ ０畅５

a７ ＝ a７ ＋ v２７ ＝ ０畅５ ＋ （０畅５ ０畅５ ）２ ＝ ０畅６２５

d 倡
４ ＝ １
v２４ ＝ ２

A－ １ （４ ，４） ＝ A－ １ （４ ，４） ＋ d 倡
４ ＝ ０ ＋ ２ ＝ ２

A－ １ （４ ，１） ＝ A－ １ （１ ，４） ＝ A－ １ （４ ，１） － ０畅５ d 倡
４ ＝ ０ － １ ＝ － １

A－ １ （４ ，２） ＝ A－ １ （２ ，４） ＝ A－ １ （４ ，２） － ０畅５ d 倡
４ ＝ ０ － １ ＝ － １

A－ １ （１ ，１） ＝ A－ １ （１ ，１） ＋ ０畅２５ d 倡
４ ＝ ４

３ ＋ １
２ ＝ １１

６

A－ １ （２ ，２） ＝ A－ １ （２ ，２） ＋ ０畅２５ d 倡
４ ＝ １ ＋ １

２ ＝ ３
２

A－ １ （２ ，１） ＝ A－ １ （１ ，２） ＝ A－ １ （２ ，１） ＋ ０畅２５ d 倡
４ ＝ ０ ＋ １

２ ＝ １
２

如此计算下去直至 i ＝ ７ ，最后可得
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v′ ＝ （ l１１ l２２ … l７７ ） ＝ １ １ ０畅７５ ０畅 ５ ０畅５ ０畅５ ０畅 ４０６２５

d 倡
１ ＝ １ ，d 倡

２ ＝ １ ，d 倡
３ ＝ ４／３ ，d 倡

４ ＝ ２ ，d 倡
５ ＝ ２ ，d 倡

６ ＝ ２ ，d 倡
７ ＝ ３２／１３

［利用 A阵中的对角线元素 ，由（２畅６）式 ，也可得到与之完全相同的结果 。］

A－ １ ＝

７
３

１
２ － ２

３ － １
２ ０ － １ ０

３
２ ０ － １ ０ ０ ０

１１
６

１
２ － １ ０ ０

３ － １ － １ ０

对 称 ３４
１３

８
１３ － １６

１３
３４
１３ － １６

１３
３２
１３

当群体为非近交群体（所有个体的近交系数均为零） ，由（２畅６）式可得

d 倡
i ＝

２ ， 当个体 i的双亲已知
４／３ ， 当个体 i的一个亲本已知
１ ， 当个体 i的双亲未知

（２畅１０）

２畅２畅２ 　公畜模型下 A－ １的计算

对于公畜模型 ，如果根据公畜的父亲和外祖父的信息构造 A－ １ ，Henderson
（１９７５b）也提出了相应的简捷方法 。 此时 ，与（２畅７）式相应的计算 lii的公式为

lii ＝

（１ － ０畅２５ass － ０畅０６２５agg ）０畅 ５ ， 当个体 i的父亲 s和外祖父 g 均已知
（１ － ０畅２５ass）０畅 ５ ， 当个体 i的父亲 s已知
（１ － ０畅０６２５agg ）０畅 ５ ， 当个体 i的外祖父 g 已知
１ ， 当个体 i的父亲和外祖父均未知

（２畅１１）
具体的计算步骤为 ：
（１）将系谱中的所有公畜按计算 A阵的方式列表 。
（２）将 A－ １中的所有元素置为 ０ 。
（３）建立阶数为 n的零向量 v和 a ，n为公畜总数 。
（４）对于 i ＝ １ ，… ，n ，计算
① vi ＝ lii ［用（２畅１１）式计算］

② ai ＝ ai ＋ v２i
③对于 k ＝ i ＋ １ ，… ，n ，计算
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vk ＝

０畅５ vsk ＋ ０畅２５ vgk 当公畜 k 的父亲 s k 和外祖父 g k 均排在 i 之后或等于 i
０畅５ vsk 当公畜 k 的父亲 s k 排在 i 之后或等于 i
０畅２５ vgk 当公畜 k 的外祖父 g k 排在 i 之后或等于 i
０ 当公畜 k的父亲 s k 和外祖父 g k 均排在 i 之前

ak ＝ ak ＋ v２k

④ d 倡
i ＝ １
l２ii

⑤将下列数值加到 A－ １中 ：
如果公畜 i的父亲 s和外祖父 g 已知 ：

d 倡
i → （ i ，i）

－ ０畅５ d 倡
i → （ i ，s） ，（ s ，i）

－ ０畅２５ d 倡
i → （ i ，g） ，（ g ，i）

０畅２５ d 倡
i → （ s ，s）

０畅０６２５ d 倡
i → （ g ，g）

０畅 １２５ d 倡
i → （ s ，g） ，（ g ，s）

如果公畜 i的父亲 s已知 ，而外祖父 g未知 ：
d 倡
i → （ i ，i）

－ ０畅５ d 倡
i → （ i ，s） ，（ s ，i）

０畅２５ d 倡
i → （ s ，s）

如果公畜 i的外祖父 g 已知 ，而父亲 s未知 ：

d 倡
i → （ i ，i）

－ ０畅 ２５ d 倡
i → （ i ，g） ，（ g ，i）

０畅０６２５ d 倡
i → （ g ，g）

如果公畜 i的父亲 s和外祖父 g 均未知 ：

d 倡
i → （ i ，i）

当群体为非近交群体时 ：

d 倡
i ＝

１６
１１ ， 当公畜 i的父亲和外祖父均已知

４
３ ， 当公畜 i的父亲已知 ，外祖父未知

１６
１５ ， 当公畜 i的外祖父已知 ，父亲未知

１ ， 当公畜 i的父亲和外祖父均未知

（２畅１２）

对于例 ２畅 ２ ，有
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v′ ＝ l１１ l２２ l３３ l４４ l５５ l６６ l７７
＝ １ ０畅８６６０２５ ０畅８２９１５６ ０畅８２９１５６ ０畅 ８０５２５６ ０畅８０５２５６ ０畅８０８２８２

A－１ ＝

　

２畅０６０６０７ － ０畅３０３０３１ － ０畅７２７２７３ － ０畅７２７２７３ 　 ０畅０ 　 ０畅０ 　 ０畅０
　 １畅５１５１５３ － ０畅３６３６３７ － ０畅３６３６３７ 　 ０畅０ 　 ０畅０ 　 ０畅０

　 ２畅２２５６３１ 　 ０畅３８５５４２ － ０畅７７１０８５ － ０畅７７１０８５ 　 ０畅０
　 １畅６４７３１７ － ０畅３８５５４２ － ０畅３８５５４２ 　 ０畅０

　 １畅９２４８３０ 　 ０畅１９１３３０ － ０畅７６５３２２
　 对称 　 １畅６３７８３５ － ０畅３８２６６１

　 １畅５３０６４４　

２畅３ 　近交系数的计算

近交系数是家畜育种中常用的重要指标 ，计算近交系数也就成了育种工作者
的一项经常性工作 。 近交系数的经典计算公式是

f X ＝ ∑ １
２

n１ ＋ n２ ＋ １

（１ ＋ f A ） （２畅１３）

其中 ，f X是个体 X 的近交系数 ；n１ 和 n２ 分别为在连接个体 X 的双亲的通径中父
亲和母亲到它们的共同祖先 A 的世代数 ；f A 为 A 的近交系数 ； ∑ 表示当个体 X
的父亲和母亲有多个通径相连接时 ，要对所有通径求和 。 与用（２畅１）式计算个体间
的加性遗传相关一样 ，用（２畅１３）式计算近交系数也需画出完整的系谱 ，因而也是不
实用的 。

由 ２畅 １节的介绍可知 ，只要计算出了 A矩阵 ，近交系数就可由 A阵的对角线
元素由（２畅２）式计算 ：

f i ＝ aii － １
虽然这个方法非常简便 ，但其缺点是在计算一个个体的近交系数时 ，仍需将完整的
A阵计算出来 ，而我们需要的只是其对角线元素 。 由上节介绍的 Quaas（１９７６）的
算法 ，可以通过逐列计算矩阵 L的元素而得到 A的对角线元素 a ii ＝ ∑

i

k ＝ １
l２ik 。 这

个算法用来计算近交系数的一个缺点是 ，当在系谱中有新的个体加入时 ，如果没有
储存与原有个体相关的 L矩阵 ，就不能根据原有个体的近交系数计算新个体的近
交系数 ，而必须将整个 L矩阵重新计算一遍 。 Meuwissen 与 Luo（１９９２）和 Quaas
（１９９５）分别提出了一个更有效的算法 ，他们利用 L的另一个性质 ，即 L的每一行
可以独立地进行计算 ，这样就可以为每一新增加的个体计算近交系数而无需储存
L矩阵 ，现介绍如下 。

２畅３畅１ 　 Meuwissen和 Luo的算法
由 ２畅 ２节的介绍 ，可知 A阵可分解为
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A ＝ LL′ ＝ TD２ T′ （２畅１４）
设 w i是 D２中的对角线元素 ，由（２畅 ６）式可得

w i ＝
０畅５ － ０畅２５（ f s ＋ f d） ， 当个体 i的双亲 s和 d 已知
０畅７５ － ０畅２５ f p ， 当个体 i的一个亲本 p 已知
１ ， 当个体 i的双亲未知

（２畅１５）

T中的非对角线元素除了可用（２畅８）式计算外 ，还可用下式计算 ：

ti j
i ＞ j

＝
０畅５ ＋ ０畅５ ∑

k
t ik ， 如果 j 是 i 的父亲或母亲

０畅５ ∑
k
t ik ， 否则

（２畅１６）

其中 ，k代表既是个体 i 的祖先 ，又是 j的直接后代（即 j 是 k 的父亲或母亲）的个
体 。利用这个公式 ，可以独立地计算 T中的每一行元素 。 在计算第 i行的元素时 ，
可从 j ＝ i － １ ，i － ２ ，… ，１ ，即从 i的最近的祖先到最远的祖先 ，依次计算 ti j 。

例如 ，对于例 ２畅１ ，其 T矩阵中第 ７行上的元素为
t７６ ＝ ０畅５ ，t７５ ＝ ０畅５ ，t７４ ＝ ０畅５（ t７５ ＋ t７６ ） ＝ ０畅５ ，t７３ ＝ ０畅５ t７５ ＝ ０畅２５ ，
t７２ ＝ ０畅５ t７４ ＝ ０畅２５ ，t７１ ＝ ０畅５ t７３ ＋ ０畅 ５ t７４ ＋ ０畅 ５ t７６ ＝ ０畅 ６２５
由（２畅１４）式 ，A中的对角线元素可由下式计算 ：

aii ＝ ∑
i

j ＝ １
t２i j w i （２畅１７）

根据这一原理 ，可按以下步骤计算近交系数 。
设要计算个体 X的近交系数 F X 。
（１）定义数组 AN 、CN 和 T ，AN 用于存放个体 X和其所有祖先在系谱中的原

始编号 ，CN 用于存放将 X和其祖先重新编号后的代码 ，T 用于存放 ti j值 。
（２）将该个体 X的原始编号加入到数组 AN 中 ，将 X重新编号为 １ ，将该编号

加入到数组 CN 中 。令 A X ＝ ０ ，T［１］ ＝ １ ，k ＝ １ 。
（３）执行以下计算 ，直至 AN 为空数组 ：
①令 j ＝ CN 中的最小值（AN 中的最年轻的个体） ，d j ＝ １ 。
②如果 j 的父亲已知 ，设其原始编号为 J S ，

d j ＝ d j － ０畅 ２５ － ０畅 ２５ f JS （其中 f JS 是 J S 的近交系数）
如果 J S在 AN 中不存在 ，将 J S加入到 AN 中 ，为其重新编号为 k ＝ k ＋ １ ，将

k加入到 CN 中 。
T［ k］ ＝ T［ k］ ＋ ０畅５ × T［ j］

如果 J S在 AN 中已存在 ，设其在 CN 中对应的新编号为 c
T［ c］ ＝ T［ c］ ＋ ０畅５ × T［ j］

③如果 j 的母亲已知 ，设其原始编号为 JD ，
d j ＝ d j － ０畅２５ － ０畅２５ f JD （其中 f JD 是 JD 的近交系数）

·２２·



如果 JD在 AN 中不存在 ，将 JD加入到 AN 中 ，为其重新编号为 k ＝ k ＋ １ ，将
k加入到 CN 中 。

T［ k］ ＝ T［ k］ ＋ ０畅５ × T［ j］
如果 JD在 AN 中已存在 ，设其在 CN 中对应的新编号为 c

T［ c］ ＝ T［ c］ ＋ ０畅５ × T［ j］
④ A X ＝ AX ＋ （T［ j］）２ × d j 。
⑤从 CN 中删去个体 j ，从 AN 中删去与 j对应的个体 ，返回 ① 。
（４）计算 FX ＝ AX － １ 。可以看出 ，利用这个算法 ，如果对群体中原有的所有个

体均计算并保存了近交系数的值 ，则对于群体中新增加的个体 ，只要根据其祖先的
近交系数就可算出该个体的近交系数 ，而无需将所有个体重算一遍 ，而且 ，也不需
事先建立如计算 A阵所需的系谱文件 。

例 2畅 3 　 用 Meuwissen和 Luo的算法计算例 ２畅１ 中的第 ５ 个个体的近交系
数 ，假设其祖先的近交系数均已计算（在这里 ，其所有祖先的近交系数都为 ０） 。

将 ５ 加入 AN 中 ，得 AN ＝ ［５］ ，将它重新编号为 １ ，加入 CN ，得 CN ＝ ［１］
k ＝ １ ，　 T［１］ ＝ １ ，　 A５ ＝ ０

进入以下循环 ：
j ＝ min｛CN｝ ＝ １ ，d j ＝ d１ ＝ １
　 　 J S ＝ ３

　 d１ ＝ d１ － ０畅２５ － ０畅２５ f JS ＝ ０畅 ７５
　 AN ＝ ［５ ３］ ，将 ３重新编号为 k ＝ k ＋ １ ＝ ２ ，CN［１ ２］ ，
　 T［ k］ ＝ T［２］ ＝ T［２］ ＋ ０畅５T［１］ ＝ ０畅５
JD ＝ ４
　 d１ ＝ d１ － ０畅２５ － ０畅２５ f JD ＝ ０畅 ５
　 AN ＝ ［５ ３ ４］ ，将 ４ 重新编号为 k ＝ k ＋ １ ＝ ３ ，CN［１ ２ ３］ ，
　 T［ k］ ＝ T［３］ ＝ T［３］ ＋ ０畅５T［１］ ＝ ０畅５
　 A５ ＝ A５ ＋ （T［１］）２ × d１ ＝ ０ ＋ １２ × ０畅５ ＝ ０畅 ５
　 AN ＝ ［３ ４］ ，CN ＝ ［２ ３］

j ＝ min｛CN｝ ＝ ２ ，d j ＝ d２ ＝ １
　 　 J S ＝ １（个体 ３的父亲为 １）

　 d２ ＝ d２ － ０畅２５ － ０畅２５ f JS ＝ ０畅 ７５
　 AN ＝ ［３ ４ １］ ，将 １ 重新编号为 k ＝ k ＋ １ ＝ ４ ，CN［２ ３ ４］
　 T［ k］ ＝ T［４］ ＝ T［４］ ＋ ０畅５T［２］ ＝ ０畅２５
JD ＝ ０
　 A５ ＝ A５ ＋ （T［２］）２ × d２ ＝ ０畅５ ＋ ０畅 ５２ × ０畅７５ ＝ ０畅６８７５
　 AN ＝ ［４ １］ ，CN ＝ ［３ ４］

j ＝ min｛CN｝ ＝ ３ ，d j ＝ d３ ＝ １
·３２·


