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“21世纪大学数学精品教材”丛书序

《21世纪大学数学精品教材》为大学本科(本科1普通类和本科2一类)数学系

列教材,体现了对数学精品的归纳及本套教材的精品特征.

一、组编机构

丛书设组编委员会,编委由12所高校数学院系的负责人构成(按姓氏笔画):
王公宝 方承胜 江世宏 李逢高 杨鹏飞 时 宝 何 穗 张志军

欧贵兵 罗从文 周 勇 殷志祥 高明成 黄朝炎 蔡光兴 戴明强

丛书主编:
蔡光兴 戴明强

二、编写特点

1.适用性

教材的适用性是教材的生命力所在,每本教材的篇幅结合绝大部分高等院校

数学院系对课程学时数的要求.部分教材配有教学光盘,便于教学.
2.先进性

把握教改、课改动态和学科发展前沿,反映学科、课程的先进理念、知识和

方法.
3.创新性

市场需求和市场变化决定教材创新需要,数学教学在知识创新、思维创新等方

面负有责任,一定程度的创新使教材更具冲击力和影响力.
创新与继承相结合,是继承基础上的创新.
创新转变为参编者、授课者的思想和行为,达到文化融合.
4.应用性

丛书的读者对象为应用型和研究应用型大学本科(本科1普通类和本科2一

类)学生,应用性是数学学科和数学教学发展的新特点,或展现在教材内容结构上,
或体现于某些章节,或贯穿于其中.
5.教学实践性和系统性

教材具有可操作性,教师好教,学生好学,同时保持知识完整.二者发生矛盾



时,前者优先,不过分追求体系完整.

三、指导思想

《21世纪大学数学精品教材》大致可划分为两大类:基础知识类;方法与应

用类.
1.基础知识类

(1)遵循高等院校教学指导委员会关于课程的教学基本要求,知识体系相对

完整,结构严谨,内容精炼,循序渐进,推理简明,通俗易懂.
(2)融入现代数学思想(如数学建模),分别将 Mathematica、Matlab、SAS、SPS

等软件的计算方法,恰当地融入课程教学内容中,培养学生运用数学软件的能力.
(3)强化学生的实验训练和动手能力,可将实验训练作为模块,列入附录,供

教学选用或学生自学自练,使用者取舍也方便.
(4)教材章后均列出重要概念的英文词汇,布置若干道英文习题,要求学生用

英文求解,以适应教育面向世界的需要,也为双语教学打下基础.
(5)为使学生巩固知识和提高应用能力,章末列出习题,形式多样.书后配测

试题,书末提供解题思路或参考答案.
2.方法与应用类

(1)融入现代数学思想和方法(如数学建模思想),体现现代数学创新思维,着
力培养学生运用现代数学工具(软件)的能力,使教材真正成为基于现代数学软件

的、将数学软件融合到教材与教学内容的现代精品教材.
(2)加强教学知识与内容的应用性,注重数学思想和方法的操作与应用及其

实用性.通过实例、训练、实验等各种方式,提高学生对数学知识、数学方法的应用

能力及解决问题的能力.
(3)强化学生的实验训练,通过完整的程序与实例介绍,教会学生分析问题、

动手编程、分析结果,提高学生的实验操作水平、实际动手能力和创新能力.
(4)教材章后均列出重要概念的英文词汇,布置若干道英文习题,要求学生用

英文求解,以适应教育面向世界的需要,也为双语教学打下基础.
(5)为使学生巩固知识和提高应用能力,章末列出习题,形式多样.书后配测

试题,书末提供解题思路或参考答案.

《21世纪大学数学精品教材》组编委员会
2011年6月
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前  言

可靠性作为产品质量的重要属性,是产品工作能力的度量.可靠性问题涉及产

品研制开发、生产制造、使用直到报废的全过程.随着科学技术的发展,人们对产品

可靠性的要求越来越高,可靠性技术在产品研制开发及使用过程中得到了广泛应

用.本书是作者多年来为我校研究生讲授可靠性数学的基础上改写而成的,适用于

工科院校高年级学生和研究生的可靠性教学用书.

可靠性技术包括可靠性论证、设计、验证及使用控制等技术,这些技术方法涉

及概率论、数理统计、随机过程和运筹学等多个数学分支.针对工科院校的高年级

学生和研究生的数学基础,如何让他们在有限时间内深入系统地掌握可靠性技术

的理论基础和研究方法,了解可靠性技术的工程背景是我们在可靠性教学中关心

的问题.迄今为止,国内出版的众多可靠性书籍大多数都有自己的侧重点.有的偏

重于抽象的理论描述,涉及概率论与数理统计等学科较深入的理论知识;有的侧重

于可靠性技术方法的介绍,以满足工程使用的需要;有的以丛书形式系统地介绍各

种可靠性技术的理论和应用.但是,适用于工科院校高年级学生和研究生的教学用

书则难于找到.因此,编写一本既有理论又有应用的可靠性教学用书是必要的.基

于这一想法,我们力求使本书具有如下特点:第一,重视可靠性数学理论的系统介

绍,针对产品研制过程中的可靠性论证、设计分析和验证等可靠性问题,系统介绍

了常见可靠性技术所涉及的相关可靠性数学理论,企图通过短时间的学习,可以较

全面地掌握可靠性理论,为进一步开展可靠性研究奠定坚实的数学基础.第二,强

调可靠性理论与常用可靠性技术的联系.为了使读者能够更好地掌握可靠性理论,

本书各章基本上遵循了先理论、后应用的章节结构,针对每章节所研究的问题,首

先介绍相关的可靠性数学理论知识,在此基础上,选择相关典型可靠性工作项目进

行重点研究,从而使读者在全面掌握可靠性研究方法的同时,尽可能多地了解常见



的可靠性设计分析技术和可靠性验证技术.第三,在内容的编写上,充分考虑了工

科院校高年级学生和研究生的数学知识结构,适当增加了一些数学基础知识的介

绍,便于教学实施.

自2004年完成初稿以来,本书一直作为我校研究生可靠性数学课程的教材使

用.在多年的教学使用过程中,许多专家和研究生对本书提出了众多宝贵意见,尤

其是我校研究生院和应用数学系的领导和同事们给予了大力支持,在此深表感谢.

另外,在本书的编写过程中,参考了近年来出版的可靠性著作和发表的学术论文,

为了便于读者进一步深入研究可靠性理论和技术,在本书的最后主要列出了近年

来出版的可靠性著作,相关专题研究文献列出的较少,敬请专家学者谅解.

由于作者经验及水平有限,不当之处在所难免,敬请专家与广大读者批评

指正.

作 者

2011年5月
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第1章 可靠性及可靠性模型

可靠性是产品质量的重要属性之一.作为基础,本章介绍了可靠性的基本概

念,研究了常见的可靠性模型及其寿命分布.

1.1 可靠性的基本概念

1.1.1 可靠性的定义

众所周知,质量是产品的生命,因此,人们十分重视产品的质量.为了全面刻画

产品质量,人们从不同侧面提出了众多质量指标,这些质量指标形成了产品质量指

标体系.按照产品质量指标的属性对其进行分类,这些质量指标可分为性能指标、
可靠性指标、安全性指标、适应性指标和经济性指标等.如电视机有很多表示图像

清晰程度、音质是否优美等质量指标,称这些指标为性能指标,即完成规定功能所

需要的指标.产品的可靠性指标反映了产品保持其性能指标的能力.如在电视机出

厂时其各项性能指标检验是合格的,那么,3000小时后电视机是否仍保持出厂时

各项性能指标呢? 这是用户十分关心的问题.为了说明产品保持其性能指标的能

力,就必须向用户提供有关该产品的可靠性指标,如平均寿命、可靠度等.由此可

见,可靠性指标是产品的重要质量指标,它与产品性能指标的差别主要体现在时间

上,性能指标不涉及时间因素,而可靠性指标与时间因素密切相关,是时间性的质

量指标.
作为产品的质量属性,可靠性与性能同等重要,二者密不可分.没有可靠性保

证的产品,性能指标再好也无法发挥作用;同样,离开产品的性能指标,其可靠性就

无从谈起.如武器装备的可靠性较差,不仅会增加维修工作量和费用,甚至会丧失

战斗力影响战局.因此,可靠性工程师的职责就在于设法提高产品的可靠性.
作为一门学科,“可靠性”是有其确切的定义的,在国家标准GB3187[1]和国军

标准GJB451A[2]中给出的产品可靠性定义是:
定义 产品在规定的条件下和规定的时间内,完成规定功能的能力称为产品

的可靠性(reliability).
在定义中所指的产品可以泛指任何系统、设备和元器件,如可以将整个核电

站、舰船等大型复杂系统作为产品考察其可靠性,也可将电子元器件、机械零部件

等作为产品考察其可靠性.在可靠性定义中还涉及产品的工作环境、工作时间和规
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定功能等因素.
“规定条件”包括使用时的环境条件和工作条件.如温度、振动、冲击等环境条

件,使用时的应力条件、维护方法,储存时的储存条件等,这些条件对产品可靠性都

会产生直接影响.在不同环境和工作条件下,同一产品的可靠性也不一样.因此,在
研究产品可靠性时,需要对产品的工作条件、维护方式、环境条件和操作过程等进

行详细描述.
“规定时间”是指产品规定的任务时间,这是可靠性定义中的核心.因为不谈时

间就无可靠性可言.规定时间的大小、单位与产品类型、使用目的有关.譬如,在导

弹发射时,要求发射装置在几秒或几分钟内可靠工作;地下电缆系统则要求几十年

内可靠工作.对于有些产品,其规定时间常常是工作次数(如继电器)、行驶里程(如
车辆)等.

“规定功能”是指产品规定的必须具备的功能及其技术指标.通过试验,产品的

各项规定的功能及技术指标都已达到,则称该产品完成了规定功能;否则称该产品

丧失规定功能.产品不能或一部分不能完成规定功能的事件或状态称为产品的故

障.对于不可修产品,也称为失效.
产品故障的表现形式称为故障模式.引起故障的物理、化学变化等内在原因,

称为故障机理.产品故障可以有多种分类方法.如按故障的规律可以分为偶然故障

与渐变故障;按故障后果可以分为致命性故障与非致命性故障;而按故障统计特性

又可以分为独立故障与从属故障.
“能力”这里是一个定性要求,在可靠性分析中,只是定性理解是不够的,必须

对它进行定量刻画.由于产品在工作时发生故障带有偶然性,因此,在可靠性定义

中的“能力”具有统计意义.另外,由于所研究产品的广泛性,可靠性的“能力”指标

也是多种多样,如常用的可靠性指标有“可靠度”、“平均寿命”等.
由此可见,可靠性就是在上述三个“规定”下研究产品发生故障的统计规律.一

般情况下,可靠性定义中的三个“规定”可以利用产品的寿命剖面和任务剖面进行

描述.
产品的寿命剖面(lifeprofile)是指:产品从制造到寿命终结或退出使用这段

时间内所经历的全部事件和环境的时序描述.寿命剖面说明了产品在整个寿命期

经历的事件(如装卸、运输、储存、检测、维修、部署、执行任务等)以及每个事件的顺

序、持续时间、环境和工作方式.而产品的任务剖面(missionprofile)是指:产品在

完成规定任务时间内所经历的事件和环境的时序描述.对于完成多种任务的产品

对应着多个任务剖面.任务剖面一般包括:
(1)产品的工作状态;
(2)使用及维修方案;
(3)产品工作的时间与顺序;

可靠性理论及工程应用
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(4)产品所处环境(外加的与诱发的)的时间与顺序;
(5)任务成功或故障的定义.
显然,产品的寿命剖面包含一个或多个任务剖面.寿命剖面和任务剖面是正确

建立产品可靠性模型、进行可靠性论证、设计等工作的基础.一般情况下,产品的寿

命剖面、任务剖面在产品论证时就应提出.

1.1.2 可靠性与产品寿命周期

产品从立项论证到退役报废所经历的整个时间成为产品的寿命周期.它通常

包括论证、方案、工程研制与定型、生产、使用与保障以及退役等阶段.在产品寿命

周期的每个阶段都存在着可靠性问题.经验表明,产品可靠性是设计出来的,生产

出来的,管理出来的.因此,为了保证产品可靠性要求能够得到落实,需要在产品设

计、生产和使用过程中开展一系列技术与管理活动,称为可靠性工程(reliability
engineering).在工程实际中,可靠性工程一般指产品论证、设计及制造过程中的可

靠性技术与管理活动,而将产品使用和维修过程中的可靠性技术与管理活动称为

可靠性管理(reliabilitymanagement).
可靠性工程是为了达到产品可靠性要求而进行的有关设计、试验和生产等一

系列工作的总和,它是为适应产品的可靠性要求发展起来的新兴边缘学科.可靠性

工程研究产品的故障发生原因、消除和预防措施,其主要任务是保证产品可靠性和

可用性,延长产品使用寿命,降低维修费用,提高产品的使用效益.可靠性工程的工

作重点是:
(1)明确了解用户对产品可靠性的要求以及产品使用、维修、储存期间的自然

环境以及保证产品能很好地完成任务的保障资源;
(2)控制由于产品硬件、软件和人的因素造成对产品可靠性的影响.预防设计

缺陷、选择不恰当的元器件和原材料以及减少生产过程中的波动等;
(3)采用可靠性增长技术使产品设计成熟起来;
(4)采用规范化的工程途径开展有效的可靠性工程活动.
可靠性工程贯穿于产品论证、设计、制造和试验的各个环节,每个阶段的可靠

性工作重点并不相同.在产品论证阶段,其主要任务是通过分析产品的使用要求,
从不同侧面提出产品可靠性的定性和定量要求.可靠性定性要求包括确定可靠性

工作项目、制定和贯彻可靠性设计准则、简化设计、制定和实施元器件大纲等内容;
可靠性定量要求是指根据产品的复杂性和实际使用特点,选择一个或多个可靠性

指标描述产品可靠性,形成产品可靠性的指标体系,以便在产品设计、制造和使用

过程中量化产品的可靠性.在产品设计阶段,其主要任务是对产品进行可靠性设计

和可靠性试验,研究预防产品可能故障和隐患的方法;而可靠性试验是通过试验

(或测试)来验证产品的可靠性,研究在有限的试验样机、时间和试验费用下如何获
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得合理的评定结果;通过对可靠性设计和试验奠定产品的可靠性基础.在产品制造

阶段,可靠性工作的主要任务是研究制造偏差对可靠性的影响、缺陷处理和早期故

障排除等问题,通过对制造偏差的控制及早期故障排除,保证设计目标的实现.
可靠性管理是指产品在使用活动中进行的有关可靠性管理、维修及保障等一

系列工作,它是研究产品使用过程中维护、保养、维修及保障策略,以保证产品可用

性,延长产品使用寿命,降低维修费用,提高产品的使用效益.可靠性管理的工作重

点是:通过产品运行过程中的可靠性监控、诊断预测,制定产品的售后服务和维修

策略,以较少的费用、时间实现产品的可靠性目标,防止产品可靠性劣化,建立产品

使用过程中的可靠性数据反馈系统.
由此可见,可靠性工程和可靠性管理[3]所包含的工作内容相当深广,从横的方

面来看,可靠性工程和管理可分为可靠性基础(技术理论、基础设备条件)、可靠性

技术(元器件可靠性、系统可靠性及可靠性评价)及可靠性控制和管理等.从纵的方

面来看,可靠性工程和管理可分为可靠性数学、可靠性物理、可靠性设计技术(可靠

性指标论证分析、可靠性预计和分配、元器件降额应用、电磁兼容性设计、机械可靠

性设计、故障模式及危害度分析和故障树分析等)、可靠性统计(试验技术和数据处

理技术)、维修性理论、保障性理论等.而可靠性数学是可靠性设计技术的基础.因
此,本书将重点研究可靠性数学和可靠性统计的理论,作为例子,选择有关可靠性

技术方法进行介绍,以说明可靠性数学在产品研制和使用中的应用.

1.2 产品故障模型及可靠性指标

在研究产品可靠性时,人们常常将产品分为可修产品和不可修产品.所谓可修

产品是指当产品丧失规定的功能后可以通过检修恢复其功能;而当产品丧失规定

的功能后检修是不可能的或不划算的,产品发生失效后将被废弃,则称该产品为不

可修产品.本节将研究不可修产品故障的统计规律,建立不可修产品的可靠性模

型.对于可修产品的可靠性模型,将在第3章中研究.

1.2.1 不可修产品失效模型及其寿命分布函数

如果不可修产品丧失了规定的功能,则称产品发生失效.从产品开始工作到失

效前的时间称为产品寿命(记为T).由于产品发生失效是随机的,因此产品寿命T
是一个非负随机变量.设产品寿命T 的分布函数为

F(t)=P(T≤t), t≥0 (1.2.1)

称F(t)为失效分布函数或寿命分布函数,简称寿命分布(lifedistribution)或失效

分布(failuredistribution).它表示产品在t时刻前发生失效的概率.在可靠性研究
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中,确定产品寿命分布是一项非常重要的工作.由概率论的知识可知,寿命分布满

足如下性质:
(1)F(0)=0;
(2)lim

t→∞
F(t)=1;

(3)F(t)是t的非减右连续函数.
根据产品的实际使用特点,产品寿命通常为连续型随机变量和离散型随机变

量.当产品寿命T 为连续型随机变量时,那么产品的寿命分布又可以利用失效概

率密度函数(简称为失效密度)来表示,即存在非负函数f(t),使得

F(t)=∫
t

0
f(u)du

对于上述失效密度f(t),一般满足如下性质:
(1)f(t)≥0;

(2)∫
∞

0
f(t)dt=1.

对于许多产品,其寿命常常用使用次数来表示,这些产品的寿命为离散型随机

变量,其寿命分布可用分布列来表示.若产品寿命的可能取值为tk(k=1,2,…),
其寿命分布可表示为

pk =P{T =tk}, k=1,2,…

显然,上述分布列满足如下性质:
(1)pk ≥0(k=1,2,…);

(2)∑
∞

k=1
pk =1.

1.2.2 可靠度函数

可靠度函数(reliabilityfunction,简称可靠度)是一个常用的产品可靠性指标.
其定义为:产品在规定的条件下和规定的时间t内,完成规定功能的概率,用R(t)
表示.由定义可知

R(t)=P(T>t)

若产品的寿命分布为F(t),则R(t)与F(t)的关系为

R(t)=P(T>t)=1-P(T≤t)=1-F(t) (1.2.2)

即R(t)+F(t)=1.由概率论的性质可知:
(1)R(0)=1;
(2)lim

t→∞
R(t)=0;
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(3)R(t)是t的非增左连续函数.
由此可见,可靠度R(t)与寿命分布F(t)一一对应,即可靠度R(t)可由寿命分布

F(t)确定,反之F(t)也可由可靠度R(t)唯一确定.

1.2.3 失效率函数

在可靠性理论的研究中,人们常常需要考察当产品工作到一定时间后其失效

的条件概率.即已知产品已工作到时刻t的情况下,在时刻t后单位时间内发生失

效的概率称为产品在时刻t的失效率函数,简称失效率(failurerate),记为λ(t).
为了简单起见,在这里我们只对产品寿命为连续型和离散型的情况进行讨论.

  1.产品寿命为连续型随机变量

若产品寿命T 为连续型随机变量,其寿命分布为F(t),失效密度为f(t),由定

义可知,失效率λ(t)可表示为

λ(t)=lim
Δt→0

P(T≤t+Δt|T>t)
Δt

(1.2.3)

由条件概率的性质可知

λ(t)=lim
Δt→0

P(T≤t+Δt|T>t)
Δt

=lim
Δt→0

P(T≤t+Δt,T>t)
ΔtP(T>t)

=lim
Δt→0

F(t+Δt)-F(t)
Δt

1
1-F(t)

=
F′(t)
1-F(t)

= f(t)
1-F(t)

即

λ(t)= f(t)
1-F(t)

=
F′(t)
1-F(t)

= -R′(t)
R(t)

(1.2.4)

由此可知,当寿命分布F(t)或f(t)已知时,由式(1.2.4)可求出失效率λ(t).
反之,假若已知产品的失效率λ(t),也可以求出寿命分布函数或可靠度.由式

(1.2.4)可得

dln[R(t)]=-λ(t)dt

注意到R(0)=1,则有

R(t)=ex [p -∫
t

0
λ(t)d ]t

f(t)= [1-R(t)]′=λ(t)ex [p -∫
t

0
λ(t)d ]t

(1.2.5)
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  2.产品寿命为离散型随机变量

若产品寿命T 为离散型随机变量,其寿命分布为 {pk,k=1,2,…},则产品

失效率λ(t)可表示为

λ(tk)=P{T =tk|T≥tk}=
pk

qk

, k=1,2,… (1.2.6)

其中qk =∑
∞

i=k
pi.由式(1.2.6)可知,失效率λ(tk)≤1.

  3.失效率的统计解释与规律

作为可靠性理论中的重要概念,失效率能够灵敏地反映产品的失效规律,人们

通常用失效率的大小对产品进行分级.对于失效率λ(t),可以有如下的概率解释和

统计解释.
(1)产品失效率λ(t)的概率解释.若产品工作到时刻t仍然正常工作,则它在

[t,t+Δt]中失效的概率为

P{T≤t+Δt|T≥t}=
P{t≤T≤t+Δt}

P{T≥t}
≈λ(t)Δt

因此,当Δt很小时,λ(t)Δt表示该产品在t以前正常工作的条件下,在[t,t+Δt]
中的失效概率.

(2)产品的失效率λ(t)的频率解释.设在t=0时有N 个产品开始工作,到时

刻t有n(t)个产品失效,还有N-n(t)个产品能够继续工作.为了考察时刻t后产

品的失效情况,在时间[t,t+Δt]内,观察还能继续工作的 N-n(t)个产品的失效

情况.假设在时间[t,t+Δt]内有Δn个产品失效,则在时刻t尚有N-n(t)个产品

能够继续工作的条件下,单位时间内发生失效的频率为

λ̂(t)=
Δn/[N-n(t)]

Δt
(1.2.7)

由于Δn/[N-n(t)]是产品的失效频率,则失效率的估计是产品失效频率的

速度.由失效率的估计(1.2.7)可知,失效率的量纲为**%/小时.对于高可靠性产

品,其失效率较小,一般规定失效率的基本单位是菲特.其中1菲特 =10-9/小时.
例1.1 设产品寿命T 服从指数分布,其失效密度为

f(t)=λe-λt, t>0 (1.2.8)

记为T ~E(λ),则产品的可靠度为

R(t)=∫
∞

t
λe-λtdλ=e-λt, t>0
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由式(1.2.4)可得到产品的失效率为

λ(t)=f(t)
R(t)

=λ

由上可知,当产品寿命服从指数分布时,产品的失效率为常数,说明产品失效

频率的速度并不随着工作时间的增加而变化.相对于产品可靠度,由于可靠度总是

随着产品工作时间的增加而降低,可靠度的变化趋势并不能直观地反映产品失效

频率的变化情况.由此可见,失效率更能灵敏地反映产品在每一个时刻的失效

规律.
为了充分了解产品失效率的变化规律,自20世纪50年代以来,通过分析各类

产品的可靠性数据给出了产品失效率的各种变化规律.在20世纪50年代,人们通

过分析当时产品的可靠性数据,发现产品(特别是结构较简单的机械产品)的失效

率函数呈现出如图1.1(A)所示的典型曲线形式,通常称这类典型曲线为浴盆曲

线.在图1.1(A)中,浴盆曲线明显地分三个阶段,分别对应着产品的三个时期.
(1)早期失效期.在产品的早期使用阶段,产品失效率λ(t)呈下降的趋势,即

在产品刚刚投入使用时,由于产品设计与工艺缺陷、装配上的问题或质量检验不严

等原因,造成产品的失效率较高;但随着产品工作时间的增加,造成产品早期失效

的原因逐步被排除,产品的失效率将迅速降低.所以产品生产方一般采用筛选的办

法剔除一批不合格品,减少产品的早期失效.
(2)偶然失效期.随着造成产品早期失效的原因被排除,产品的工作状态逐步

稳定,进入到产品偶然故障期.在此阶段,造成产品失效的主要原因一般为产品外

部因素的突然冲击导致产品失效.因此,产品在此阶段的失效率λ(t)较低且比较稳

定,基本保持常数,是产品的最佳工作阶段.
(3)耗损失效期.随着产品工作时间的延长,产品零部件的磨损、疲劳和老化

的累积效应越来越明显,造成产品的性能逐渐变劣,产品发生故障的频率越来越

大,其失效率λ(t)呈现出上升趋势,此时产品进入耗损失效期.
随着科学技术的进步,人们制造出的产品结构越来越复杂,引起产品失效的原

因也与过去的产品发生了较大变化.自20世纪70年代以来,人们开始关注现代产

品失效规律的研究工作,以便客观掌握产品的失效规律.在浴盆曲线的基础上,人
们又总结出产品失效的另外五类失效规律,如图1.1所示.

在上述产品失效的六种规律中,失效类型A、B、C所表示的产品失效率与产品

的累积工作时间有关,通常称该类产品为工龄相关产品;而失效类型D、E、F所表

示的产品失效率与产品的累积工作时间无关,即产品的失效率不受产品工作时间

的影响,通常称为非工龄相关产品.进一步的研究表明:对于复杂电子产品,其失

效率变化规律为类型D、E、F的比例占80%以上,而失效率变化规律为类型A、B、
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图1.1 典型的失效率函数

C的比例较低.这些研究成果不仅极大地丰富了可靠性和维修性理论,而且从根本

上改变了人们使用产品和维修产品的观念,由此发展形成的现代维修理论已在工

程实际中得到广泛应用.有关这方面的深入研究可参考文献[4]和[5].

1.2.4 平均寿命和可靠寿命

  1.平均寿命

设产品寿命T 的寿命分布为F(t),它的数学期望

E(T)=∫
∞

0
tdF(t) (1.2.9)

称为产品的平均寿命,记为 MTTF(meantimetofailure).平均寿命是一个标志产

品平均能工作多长时间的量,不少产品用平均寿命作为可靠性指标.
若寿命T 具有失效密度f(t),则有

E(T)=∫
∞

0
tf(t)dt (1.2.10)

由于f(t)=-
dR(t)
dt

,若可靠度R(t)满足lim
t→∞
[tR(t)]=0,则由分部积分法可得

MTTF=∫
∞

0
R(t)dt
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上式表明,产品的平均寿命在几何上等于可靠度R(t)与时间轴t所夹的面积.
例1.2(续例1.1) 设产品寿命T 服从指数分布E(λ),其失效密度为f(t)=

λe-λt(t>0).由于lim
t→∞
[tR(t)]=lim

t→∞
[te-λt]=0,则其平均寿命为

MTTF=∫
∞

0
te-λtdt=

1
λ

在此例中,还可以求出t=1/λ时刻的可靠度为R(1/λ)=e-λ·
1
λ =e-1 =

0.368.这表明,当产品寿命服从指数分布时,只有大约36.8%的产品寿命超过平

均寿命,而大约63.2%的产品在平均寿命之前失效.
  2.可靠寿命

设产品的可靠度为R(t).显然,随着产品工作时间的延长,产品可靠度R(t)将
随之下降.在实际中,人们常常十分关心产品可靠度下降到一定程度时的时间,为
此,人们引入了产品的可靠寿命.

对于给定的可靠度r(0<r<1),当产品的可靠度下降到r时所对应的时间称

为产品的可靠寿命(reliablelife),用tr 表示,即

R(tr)=r (1.2.11)

特别地,当r=0.5时,t0.5被称为产品的中位寿命.中位寿命反映了产品好坏各占

一半时所对应的工作时间,当r=e-1 时,te-1 称为产品的特征寿命.
在例1.1中,由于产品的可靠度函数为R(t)=e-λt,因此产品的可靠寿命tr 为

tr =-
lnr
λ

例1.3 设产品的失效密度为f(t)=0.25-0.03125t(0<t<8),其中t为

年,求F(t),R(t),λ(t),MTTF,t0.5.
由产品的失效密度可知,产品的寿命分布函数为

F(t)=∫
t

0
f(t)dt=0.25t-0.015625t2, 0<t<8

其可靠度和失效率分别为

R(t)=1-F(t)=1-0.25t+0.015625t2, 0<t<8

λ(t)=f(t)
R(t)

=
0.25-0.03125t

1-0.25t+0.015625t2
, 0<t<8

类似地,可得到
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MTTF=∫
∞

0
R(t)dt=∫

8

0
[1-0.25t+0.015625t2]dt=2.667(年)

t0.5 =2.343(年)

1.3 常用的寿命分布

1.3.1 指数分布

在可靠性理论中,特别是在电子产品的可靠性研究中,指数分布是最基本、最
常用的寿命分布之一.

设产品寿命T 具有寿命分布函数

F(t)=1-e-λt, λ>0,t≥0 (1.3.1)

则称T 服从参数为λ的指数分布,记为T ~E(λ).此时其失效密度为

f(t)=λe-λt, λ>0,t>0 (1.3.2)

对于寿命服从指数分布的产品,其各种可靠性指标分别为

平均寿命:MTTF=
1 (λ

对应的方差为Var(T)=
1
λ )2
;

可靠寿命:tr =-
lnr
λ
;

特征寿命:te-1 =
1
λ
(与平均寿命相等).

例1.4 某产品寿命服从指数分布,其平均寿命为4000小时,求产品的失效率

和使用100小时后的可靠度.

根据题意,有 MTTF=
1
λ

=4000,因此,产品的失效率为

λ=
1

MTTF
=2.5×10-4

当t=100(小时)时,因λt=0.025,则产品使用100小时后的可靠度为

R(100)=e-λt =0.97531

定理1.1 产品寿命T 服从指数分布的充要条件是:对于任意的s>0,t>0,
恒有

P(T>t+s|T>t)=P(T>s) (1.3.3)
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成立.
证明 必要性.由于F(t)=1-e-λt,则

P(T>s+t|T>t)=
P(T>s+t)
P(T>t)

=e-λs =P(T>s)

充分性.由式(1.3.3)可得

P(T>t+s|T>t)=
P(T>t+s)
P(T>t)

=P(T>s)

记φ(t)=P(T>t),则上式可改写为

φ(s+t)=φ(s)φ(t) (1.3.4)

解上述函数方程,对任意正数m,n及t>0,有

φ(mt)=φ
m(t), (φ )m

n
=φ (m 1 )n

, (φ
1 )n

=φ
1
n(1)

故对任意有理数t>0,有

φ(t)=φ
t(1) (1.3.5)

进一步,根据实数的连续性,对任意实数t>0,存在tn→t-0, t′n→t+0,其中tn,

t′n均为有理数,且当n→∞,有

φ(tn)=φ
tn(1)→φ

t(1)

φ(t′n)=φ
t′n(1)→φ

t(1)

由于φ(t)的非增性,φ(t′n)≤φ(t)≤φ(tn),令n→∞,即知(1.3.5)式对任意实数

t>0成立.由于寿命 T 是非退化的,可知φ(t)不恒为0,也不恒为1,即0<

φ(1)<1,故存在实数λ>0,使得φ(1)=e-λ,于是φ(t)=e-λt.定理证毕.
定理1.2 若F(t)是连续型寿命分布,且F(0)=0,则

F(t)=1-e-λt, λ>0,t≥0

的充分必要条件是

λ(t)=λ>0,∀t>0

证明略.
定理1.1表明,如果已知产品到时刻t还能正常工作,则它再工作s小时失效

的概率与时间t无关.这就是所谓的“无记忆性”,它是指数分布的重要刻画.
产品寿命服从指数分布的物理解释是:假设产品在t=0时开始工作,在工作
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过程中由于受外界各种随机冲击而引起产品失效.记 Nt表示在时间(0,t]内产品

受到冲击的次数,假若冲击次数Nt(t≥0)满足如下条件:
(1)在时间(a,a+t]内产品受外界冲击次数 Nt+a -Na 的概率分布与起点

无关;
(2)在互不相交的时间区间内,产品受外界冲击次数是相互独立的;
(3)在间隔长为Δt的时间内产品受二次以上冲击的概率为o(Δt).
对于满足上述三个条件的冲击模型,可以证明:在时间(0,t]内产品受外界冲

击次数Nt服从Poisson过程,其分布函数为

P(Nt =k)=
(λt)k

k!
e-λt, k=0,1,2,…

这里λ为参数,且λ>0.有关证明见定理7.1.
假若产品经受不住外界冲击,即当外界冲击来到时产品立即失效,此时产品寿

命T 就是第一个冲击来到的时间.其可靠度函数为

R(t)=P{T>t}=P{在(0,t]内无冲击}

=P{在(0,t]内出现0次冲击}=P{Nt =0}

=e-λt

1.3.2 Gamma分布

称非负随机变量T 服从Gamma分布.若T 的失效密度为

f(t)=
λα

Γ(α)
tα-1e-λt, t>0 (1.3.6)

记作T ~Γ(α,λ).式中α,λ为参数,且α>0,λ>0,Γ(·)是Gamma函数

Γ(α)=∫
∞

0
xα-1e-xdx

当α=1时,f(t)是指数分布函数;当α为正整数时,f(t)是爱尔兰分布函数.其密

度函数曲线如图1.2所示.对应的产品寿命分布、可靠度和失效率分别为

F(t)=
λα

Γ(α)∫
t

0
tα-1e-λtdt

R(t)=
λα

Γ(α)∫
∞

t
tα-1e-λtdt

第1章 可靠性及可靠性模型
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λ(t)=f(t)
R(t)

=
tα-1e-λt

∫
∞

t
tα-1e-λtdt

(1.3.7)

当α=2时,λ(t)=
λ2t
1+λt

.几种失效率图形如图1.3所示.

图1.2 参数α对Gamma分布

密度函数f(t)的影响

图1.3 Gamma分布的 
失效率λ(t)曲线

Gamma分布的平均寿命与方差分别为

E(T)=
α
λ
, Var(T)=

α
λ2

Gamma分布作为指数分布的一种推广,也可以用冲击模型进行解释.假若产

品能经受若干次外界冲击,但当产品受冲击次数累积到α次时就产生失效.此时,
产品寿命T 就是第α次冲击来到的时间.假如在时间(0,t]内产品受到的冲击次

数Nt服从Poisson分布,则产品寿命T 服从Gamma分布.
例1.5 设某产品的寿命服从α=2,λ=0.01的Gamma分布,求产品的失效

率和使用100小时后的可靠度.
根据题意,可得到产品的可靠度和失效密度分别为

R(t)= (1+λt)e-λt = (1+0.01t)e-0.01t

f(t)=
λα

Γ(α)
tα-1e-λt =0.012te-0.01t

因此,产品的失效率为

λ(t)=f(t)
R(t)

=
t

(10000+100t)

当t=100(小时)时,因λt=1,则产品使用100小时后的可靠度为

可靠性理论及工程应用
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R(100)= (1+λt)e-λt =0.7358

1.3.3 Weibull分布

称非负随机变量T 服从 Weibull分布.若T 的失效密度为

f(t)=
m (
η

t )
η

m-1

ex [p (-
t )
η

]
m
, t≥0 (1.3.8)

图1.4 Weibull分布的密度函数

记作T ~W(m,η).其中m 称为形状参

数且m >0;η称为特征寿命,这里η=
te-1.不同形状参数m(η固定)的密度函

数曲线如图1.4所示.对应的产品寿命分

布函数为

F(t)=1-ex [p (-
t )
η

]
m
, t≥0

当产 品 寿 命 T 服 从 Weibull分 布

W(m,η)时,其平均寿命与方差分别为

E(T)=η (Γ 1m + )1

Var(T)=η [2 (Γ 2m + )1 -Γ (2 1m + ) ]1

其中Γ(x)为Gamma函数.若T ~W(m,η),则可靠度函数

R(t)=ex [p (-
t )
η

]
m
, t≥0 (1.3.9)

图1.5 Weibull分布的失效率曲线

由式(1.3.9)不难得到可靠度为r的可靠

寿命tr = (ηln
1 )r

1
m
.

失效率函数为

λ(t)=
m (
η

t )
η

m-1
(1.3.10)

不同形状参数m 所对应的失效率函数的

曲线如图1.5所示.从图1.4和1.5可以

看出,形状参数m 对 Weibull分布有很大

影响.
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