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前 　 　 言

非线性动力学中复杂性现象的发现及分叉和浑沌理论的建

立 ，被认为是当代基础科学的重大成就之一 ，它使非线性科学有了

可靠的理论保证 ，并激励着众多的自然科学 、工程学和数学工作者

深入探索和研究 ．今天 ，非线性科学正在促使整个现代知识体系成

为新科学 ，而动力系统 、分叉 、浑沌和奇异性理论方法的发展也已

超越原来数学的界限 ，广泛应用于振动 、自动控制 、系统工程 、机械

工程等部门非线性问题的研究 ，并且对经典力学 、物理学 、固体力

学 、流体力学（为解决湍流问题带来希望） 、化学工程 、生态学和生

物医学 ，乃至一些社会科学部门的研究和发展都产生深远影响 ．同
时 ，科学实践的进一步深化反过来又促进非线性动力学数学理论

的纵深发展 ．
分叉理论研究系统由于参数改变而引起的解的结构和稳定性

变化过程 ，连同浑沌 、奇异性理论一起 ，有其深刻的数学背景 ．为使

广大非数学专业的科技工作者能在较短时间内了解并掌握非线性

动力学中的这些近代数学方法 ，同时也为数学工作者能熟悉其应

用 ，我们编写了这本书 ．
本书主要围绕分叉和浑沌的理论与应用进行介绍 、考虑到非

线性振动系统在分叉与浑沌理论研究中所起的重要作用 ，我们也

介绍非线性振动理论的内容 ，包括传统的经典方法（第一章）和随

机振动（第六章） ．
第一章主要介绍非线性振动研究中的摄动法 、平均法和多尺

度法 ．第二章是本书的理论基础 ，介绍非线性分析和动力系统方面

的一些基本知识 ，包括静态和动态分叉理论的基本结果和中心流

形定理 ．第三章介绍奇异性理论方法 ，重点是单变量分叉问题和具

有对称性的分叉理论 、并包括范式理论和对称性破缺 ．第四章介绍
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LS（Liapunov唱Schmidt）约化方法及对分叉问题的应用 ，这里重点

是非线性参数激励振动系统一次近似的 １桙２ 亚谐分叉和高次近似

分叉 ，同时介绍 Duffing 方程的简单分叉 ．第五章介绍浑沌的概念

和特征 ，研究浑沌问题的方法和通向浑沌的道路 ，并对保守系和耗

散系的有关问题分别进行讨论 ．第六章着重介绍非线性随机振动

分析中的 FPK 法 ，矩闭合法和函数级数法 ，并同时介绍随机分叉

和随机浑沌的研究概况 ．最后 ，在第七章介绍分叉理论在自然科学

和工程中的应用 ，其中包括固体力学中杆和薄板的屈曲问题和颤

振问题 ，流体力学中的 Couette唱Taylo r 流和 Bé nard唱Rayleigh 对流

问题 ，化 学反应 器 ，以及 反应 扩散系 中的 Brusselator 振子 和

Belousov唱Zhabotinskii 反应问题 ．
本书是根据全国第五届非线性振动会议的决议组织编写的 ，

在集体讨论基础上由各人分头编写 ．第一章由郑兆昌编写 ，第二章

由唐云主笔 ，吕虹协助编写 ，第三章由唐云编写 ，第四章由陈予恕

编写 ，第五章由徐健学编写 ，第六章由欧阳怡编写 ，第七章由陆启

韶编写 ．最后 ，在共同互审的基础上 ，由陈予恕 、唐云和吕虹对全书

进行了修改和整理 ．
本书内容涉及非线性动力学近代分析方法的多个方面 ，各章

之间既有联系 ，又各自独立并各具特点 ，编写者希望本书能为在我

国数学 、力学 、物理 、化工 、自动控制 、生物医学工程和社会学等领

域工作的 、对非线性动力学 ，特别是对分叉和浑沌问题有兴趣的同

志提供一些较为系统的参考材料 ，以促进这些学科的发展 ．但是 ，
由于编写者的水平所限 ，编写时间仓促 ，所取材料很可能挂一漏

万 ，本书的错误和不当之处在所难免 ，我们诚恳地希望读者给予批

评指正 ．

陈予恕 　 唐 　 云 　 　
１９９１ 年 ５ 月 　 　
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第一章 　 非线性振动的经典理论

　 　 非线性振动理论在工程科学中有着广泛的应用 ，同时 ，从非线

性振动中提出的一些数学模型 ，如 Duffing 方程 ，van der Pol 方程

和 Mathieu 方程 ，在非线性动力学理论中占重要地位 ．
本章介绍具有确定性系数的非线性振动方程周期解的经典方

法 ，重点叙述摄动法 、平均法 、KBM 法和多尺度法 ，从这些方法可

得出进一步的结果 ．本章还通过一些著名的实例阐明了非线性振

动的特有的动力学行为 ，其中一些主要概念在研究分叉和浑沌运

动时也将被应用 ．

§ １畅１ 　 摄 　 动 　 法

　 　 摄动法又称小参数法 ．它处理含小参数 ε 的系统 ，一般当 ε ＝
０ 时可求得解 x０ ．于是可把原系统的解展成 ε 的幂级数 x ＝ x０ ＋

x１ ε ＋ x２ ε
２ ＋ … 若这个级数当 ε → ０ 时一致收敛 ，则称正则摄动 ，

否则 ；称奇异 摄动 ．摄动法 的种类 繁多 ，本节介 绍最 基本 的

Poincaré 唱Lindstedt 方法 、进一步的讨论可参看［１］ ．

1畅1畅1 　 Poincaré 法

考虑含小参数 ε 的非线性振动系统

ẍ ＋ ω２
０ x ＝ εf（ x ，痹x） （１畅１畅１）

其中 f 是关于 x 和 痹x 的解析函数 ．当 ε ＝ ０ 时（１畅１畅１）有解

x０ ＝ acos（ ω０ t ＋ φ） （１畅１畅２）

当 ε ≠ ０ 时把解写成
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x（ t） ＝ ∑
∞

i ＝ ０
xi （ t） εi ≡ x（ t ；ε） （１畅１畅３）

将 x ＝ x（ t ；ε） 代入（１畅１畅１） ，并将 f ＝ f（ x（ t ；ε） ，痹x（ t ；ε）） 在

ε ＝ ０ 处展成 ε 的幂级数 ，比较系数 ，可求得解 x（ t ；ε） ．
例 1畅1畅1 　 考虑 Duffing 方程

ẍ ＋ x ＝ － εx３ （１畅１畅４）

初始条件为 x（０） ＝ a０ ，痹x（０） ＝ ０ ．把（１畅１畅３）代入（１畅１畅４） 得一系

列待解的线性初值问题

　 　 ε０ ：ẍ０ ＋ x０ ＝ ０ ，　 　 　 　 x０ （０） ＝ a０ ，痹x（０） ＝ ０

　 　 　 　 ε１ ：ẍ１ ＋ x１ ＝ － x３
０ ， x１ （０） ＝ ０ ，痹x １ （０） ＝ ０

　 　 　 　 ε２ ：ẍ１ ＋ x２ ＝ － ３ x１ x２
０ ， x２ （０） ＝ ０ ，痹x ２ （０） ＝ ０

　 　 　 　 　 　 … …

解这一组方程 ，可得到精确到 O（εi ） 的渐近解

x ＝ a０ cos t ＋ εa３
０ － ３ t

８ sin t ＋ １
３２（cos３ t － cos t） ＋ O（ε２ ）

（１ ．１ ．５）

（１畅１畅４） 的解本应是周期函数 ．但在渐近解（１畅１畅５） 的 ε 阶项

中含有随 t增加的项 tsin t ，称为永年项 ．显然这种解只适用于 t ＝
O（ε０ ） 的短时间范围 ，为消除永年项 ，Lindstedt 作了改进 ．

1畅1畅2 　 Poincaré 唱Lindstedt 法
考虑到系统（１畅１畅１） 的振动频率 ω 通常不是常数 ．本方法是

引入新变量 τ ，作变换

τ ＝ ω t （１畅１畅６）

来求对 τ 的周期解 ．将 ω 和 x 展开为小参数 ε的幂级数
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ω ＝ ω０ ＋ εω１ ＋ ε２ ω２ ＋ … （１畅１畅７）

x ＝ x０ （ τ） ＋ εx１ （ τ） ＋ ε２ x２ （ τ） ＋ … （１畅１畅８）

其中 x（ τ） 为周期函数 ，ωi 为待定常数 ．注意到 痹x ＝ ω dx
dτ ＝ ωx′ ，

ẍ ＝ ω２ d２ x
dτ２ ＝ ω２ x″ ，利用变换关系（１畅１畅６）及以上 ω 和 x 的展开

式 ，代入方程（１畅１畅１） 后 ，可得 xi （ τ） 所满足的各阶方程

ε０ ：
d２ x０

dτ２ ＋ x０ ＝ ０ （１畅１畅９a）

ε ：
d２ x１

dτ２ ＋ x １ ω２
０ ＝ f０ － ２ ω０ ω１

d２ x０

dτ （１ ．１ ．９b）

ε２ ： d２ x２

dτ２ ＋ x２ ω２
０ ＝ x１

抄 f０
抄 x ＋

d x１

dτ ·
抄 f０
抄 x′ ＋ ω１

抄 f ０
抄 ω

－ （２ ω０ ω２ ＋ ω２
１ ）

d２ x０

dτ２ － ２ ω０ ω１
d ２ x１

dτ２ （１ ．１ ．９c）

ε３ ：
d２ x３

dτ３ ＋ x３ ω２
０ ＝ x２

抄 f０
抄 x ＋

d x２

dτ
抄 f０
抄 x′ ＋ ω２

抄 f ０
抄 ω

＋ １
２ ！ x２

１
抄２ f０
抄 x ＋

dx１

dτ

２ 抄２ f０
抄 x′２ ＋ ω２

１
抄２ f ０
抄 ω２ ＋ ２ x１

dx１

dτ
抄２ f０
抄 x抄 x′

＋ ２ x１ ω１
抄２ f０
抄 x抄 ω ＋ ２ ω１

d x１

dτ
抄２ f０
抄 x′抄 ω － ２（ ω０ ω３ ＋ ω１ ω２ ）

·
d２ x０

dτ２ － （２ ω０ ω２ ＋ ω２
１ ）

d２ x１

dτ２ － ２ ω０ ω１
d２ x２

dτ２ （１ ．１ ．９d）
　 　 　 　 … …

上列方程组中 ，f０ ，
抄 f０
抄 x ，… 等为函数 f 及其导数在原点（ x０ ，
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x′０ ） 的取值 ，且可依次求解 xi （ τ） ．由于 xi （ τ）是以 ２ π为周期的周

期函数 ，即满足

xi （ τ ＋ ２ π） ＝ xi （ τ）

这一附加条件可以决定各阶频率修正值 ωi ，即可适当选择 ωi ，从

而消除永年项得到周期解 ．
例 1畅1畅2 　 仍以 Duffing 方程（１畅１畅４） 为例 ，由（１畅１畅９） ，各阶

方程组为

　 　 x″０ ＋ x０ ＝ ０

　 　 x″１ ＋ x１ ＝ － ３ x３
０ － ２ ω１ x″０

　 　 x″２ ＋ x２ ＝ － ３ x２
０ x１ － （２ ω２ ＋ ω２

１ ） x″０ － ２ ω１ x″１

　 　 x″３ ＋ x３ ＝ － ３（ x２
０ x２ ＋ x０ x２

１ － ２（ ω３ ＋ ω１ ω２ ） x″０

　 － （ ω２
１ ＋ ２ ω２ ） x″１ － ２ ω１ x″２

　 　 　 　 　 　 … …

于是求得

x０ ＝ acos（ ω t ＋ φ） ＝ acos（ τ ＋ φ） （１ ．１ ．１０）

我们在（１畅１畅１０） 中引入两个常数 a ，φ ，由初值决定 ，为方便计取

φ ＝ ０ ．依次可求得各阶渐近解 xi ；并利用消除永年项条件 ，可求

得频率修正值 ω i ：

x１ ＝ １
３２ a３ cos３ τ ，ω１ ＝ ３

８ a２

x２ ＝ １
１ ０２４ a５ （ － ２１cos３ τ ＋ cos５ τ）

ω２ ＝ － １５
２５６ a４

·４·



x３ ＝ １
４ ０９６ × ８ a７ （４１７cos３ τ － ４３cos５ τ ＋ cos７ τ） ，ω３ ＝

１２３
４ ０９６ × ２ a６

　 　 … …

这样就得到了一致有效的近似解及频率的近似值

x ＝ x０ ＋ εx １ ＋ ε２ x２ ＋ ε３ x３ ＋ O（ ε４ ）

ω ＝ ω０ ＋ εω１ ＋ ε２ ω２ ＋ ε３ ω３ ＋ O（ ε４ ）

上面结果表明 ，非线性振动周期解中有高次谐波存在 ，其振动

频率与振幅有关 ．

§ １畅２ 　 平 　 均 　 法

各种平均法的思想都源于求解二阶线性非齐次常微分方程特

解的常数变易方法 ．下面 ，从最简单的平均法讲起 ．

1畅2畅1 　 KB法

对于非线性自治系统

ẍ ＋ ω２
０ x ＝ εf（ x ，痹x） （１畅２畅１）

根据常数变易的思想［ ５ ，６ ］ ，Krylov（Крылов） 和 Bogoliubov （Боголюбов）
把解写成

x ＝ a（ t）cos ψ（ t）

ψ（ t） ＝ ω０ t ＋ φ（ t） （１ ．２ ．２a）
即非线性方程（１畅２畅１） 的解仍具有线性方程解的形式 ，只是振幅 a
和相位 φ 都不再是常数 ，而是时间的函数 ．（１畅２畅２） 中出现的 ψ 叫

全相位 ，它由式（a） 决定 ．（１畅２畅１） 和（１畅２畅２） 中有三个待求函数 ：
·５·



x（ t） ，a（ t） 和 ψ（ t） ．为寻求一个补充方程 ，对（１畅２畅２） 求导

痹x ＝ 痹acos ψ － a痹φ sin ψ － aω０ sin ψ （１ ．２ ．２b）
若近似地取非线性振动速度具有线性方程时速度的形式 ，即

痹x ＝ － aω０ sin ψ （１ ．２ ．２c）
则由式（b） 可得补充方程

痹acos ψ － a痹φsin ψ ＝ ０ （１ ．２ ．２d）
将 x ，痹x ，ẍ 代入（１畅２畅１） ，得

－ 痹aω０ sinψ － aω０
痹φcos ψ ＝ εf（acosψ － aω０ sinψ） （１ ．２ ．２e）

联立（d） 和（e） ，可解出 ：

　 　

痹a ＝ － ε
ω０

sin ψ f（ acos ψ ，－ aω０ sin ψ）

痹φ ＝ － ε
aω０

cos ψ f（ acos ψ ， － aω０ sin ψ）

（１ ．２ ．３）

从（１畅２畅１） 到（１畅２畅３） ，相当于作了一种变量变换 ，把 x ，痹x 换成了

a ，φ ．这种变换的物理意义是 ：拟简谐系统的振动仍以简谐振动的

形式表示 ，但其振动的振幅和频率都随时间变化 ．而振幅 a（ t） ，相
位 φ（ t） 的变化比函数 x（ t） 的变化要缓慢 ，表现为 痹a ，痹φ 都是

O（ ε） 的量级 ．换言之 ，振幅 、相位是时间的慢变函数 ．这是式

（１畅２畅３） 反映出的第一个特点 ．第二个特点是式（１畅２畅３） 右端函数

都是全相位 ψ 的周期函数 ．可是 ，由于非线性 ，对式（１畅２畅３） 精确

求解仍十分困难 ，只能求近似解 ．
KB 法的求解简述如下 ：由于式（１畅２畅３） 右端函数是 ψ 的周期

函数 ，可将其展开成 Fourier级数 ；又由于 a（ t） ，φ（ t）均缓慢变化 ，
所以在第一次近似时可略去级数展式中的谐波项 ，仅取常数项 ．于
是得到第一次近似的求解方程 ．

痹a ＝ － ε
２ πω０∫

２ π

０
sin ψ f（ acos ψ ， － aω０ sin ψ） dψ （１ ．２ ．４）

·６·



痹ψ ＝ ω０ － ε
２ πaω０∫

２ π

０
cos ψ f（ acos ψ ，－ aω０ sin ψ） dψ

注意到其中第二个式子已经用到式（a） ，由 痹φ 换为 痹ψ ．（１畅２畅４） 右端

的积分项就是式（１畅２畅３） 右端函数在一个周期 T ＝ ２ π 内对时间

的平均值 ．由于 a ，φ 在时间为一个周期的量级内变化很小 ，所以

计算右端平均值时可看做常量 ．于是易由上式积分求出 a（ t） ，

ψ（ t） ．
例 1畅2畅1 　 用 KB 法求解 Duffing 方程（１畅１畅４）

ẍ ＋ x ＝ － εx３ （ ω０ ＝ １）

设 x ＝ acos ψ ，因为 f（ x ，痹x） ＝ － x３ ，代入（１畅２畅４）

痹a ＝ － ε
２ πω０∫

２ π

０
－ （sin ψa

３ cos３ ψ） dψ ＝ ０

痹ψ ＝ ω０ － ε
２ πaω０∫

２ π

０
－ a３ cos４ ψdψ ＝ １ ＋ ε ３

８ a２

积分上式

a ＝ a０

ψ ＝ １ ＋ ε ３
８ a２

０ t ＋ φ０

a０ ，φ０ 由初始条件决定 ．于是原方程近似解为

x ＝ a０ cos（ ω t ＋ φ０ ）

其中频率

ω ＝ １ ＋ ε ３
８ a２

０

可见 ，由于非线性项影响 ，系统频率不再像线性系统那样是一常

量 ，而是在一阶近似内有一个修正 ，且频率修正项与振幅或者说与

初始条件有关 ．
·７·



1畅2畅2 　 平均法

为提高解的精度 ，现介绍平均法 ，这是一种求高阶近似的 KB
方法 ．仍从式（１畅２畅３） 出发 ，并用 痹ψ 取代 痹φ ，为

痹a ＝ － ε
ω０

sin ψ f（ acos ψ ，－ aω０ sin ψ）

痹ψ ＝ ω０ － ε
aω０

cos ψ f（ acos ψ ，－ aω０ sin ψ）
（１ ．２ ．５）

为提高精度 ，求解式（１畅２畅５） 时引入近似恒等变换

a ＝ b ＋ εa１ （ b ，θ） ＋ ε２ a２ （ b ，θ） ＋ … （１畅２畅６a）
ψ ＝ θ ＋ εψ１ （ b ，θ） ＋ ε２ ψ２ （ b ，θ） ＋ … （１畅２畅６b）

（１畅２畅６） 表明 ：由于 a ，φ 慢变 ，因而可看成平稳变化项 b ，θ与各阶

微小振动项的叠加 ．当 ε ＝ ０时 ，（ a ，ψ） 与（ b ，θ） 恒等 ，当 ε ≠ ０ 且

很小时 ，该式非常接近于恒等变换 ．（１畅２畅６） 中各 ai ，ψi （ i ＝ １ ，２ ，

… ） 皆是 θ的以 ２ π 为周期的函数 ，并要求新变量 b ，θ 对时间的导

数满足

痹b ＝ εB１ （ b） ＋ ε２ B２ （ b） ＋ …

痹θ ＝ ω０ ＋ ε矱１ （ b） ＋ ε２ 矱２ （ b） ＋ …
（１畅２畅７）

于是 ，求式（１畅２畅５） 的解 a ，ψ 就是要决定函数 ai （ b ，θ） 和 ψ ，（ b ，
θ） 并选择 b ，θ 使得当由式（１畅２畅７） 所求得的 b ，θ 代入解（１畅２畅６）
时 ，解能满足方程（１畅２畅５） ．把（１畅２畅６） 对 t 求导并利用（１畅２畅７） 式

得

痹a ＝ 痹b １ ＋ ε
抄 a１

抄 b ＋ ε２ 抄 a２

抄 b ＋ … ＋ 痹θ ε
抄 a１

抄 θ ＋ ε２ 抄 a２

抄 θ ＋ …

＝ ε ω０
抄 a１

抄 θ ＋ B１ ＋ ε２ ω０
抄 a２

抄 θ ＋ B２ ＋ B１
抄 a１

抄 b ＋ 矱１
抄 a１

抄 θ
·８·



　 ＋ ε３ B３ ＋ ω０
抄a３

抄 θ ＋ B１
抄a２

抄 b ＋ 矱１
抄 a２
抄 θ ＋ B２

抄a１

抄 b ＋ 矱２
抄 a１

抄 θ ＋ …

痹ψ ＝ 痹b ε
抄 ψ１

抄 b ＋ ε２ 抄 ψ２

抄 b ＋ … ＋ 痹θ １ ＋ ε
抄 ψ１

抄 θ ＋ ε２ 抄 ψ２

抄 θ ＋ …

＝ ω０ ＋ ε ω０
抄 ψ１

抄 θ ＋ 矱１ ＋ ε２ ω０
抄 ψ２

抄 θ ＋ 矱２ ＋ B１
抄 ψ１

抄 b ＋ 矱１
抄 ψ１

抄 θ

　 ＋ ε３ ω０
抄 ψ３

抄 θ ＋ 矱３ ＋ B１
抄 ψ２
抄 b ＋ 矱１

抄 ψ２

抄θ ＋ B２
抄 ψ１

抄 b ＋ 矱２
抄 ψ１

抄 θ ＋ …

把上两式代入（１畅２畅５） 左端 ，把 sin ψ ，cos ψ 和 f（ a ，ψ） 的展开式代

入（１畅２畅５） 右端 ，并利用（１畅２畅６a） 求出

１
a ＝ １

b － ε
a１

b２ － ε２
a２

b２ －
a２

１

b３ ＋ …

再把它代入（１畅２畅５）中的第二个式子 ．由于方程左右 ε同阶幂系数

相等 ，得下列 ai ，ψi 的各阶求解方程 ．

ε ：
　 　

ω０
抄 a１

抄 θ ＋ B１ ＝ － １
ω０

sin θf（ b ，θ）

ω０
抄 ψ１

抄 θ ＋ 矱１ ＝ － １
ω０ bcosθ f（ b ，θ）

（１ ．２ ．８a）

ε２ ： 　 ω０
抄 a２

抄 θ ＋ B２ ＝ － B１
抄 a１

抄 b － 矱１
抄 a１

抄 θ

－ １
ω０

ψ１ cosθf（ b ，θ） ＋ sinθ 抄 f（ b ，θ）
抄 b a１ ＋ 抄 f（ b ，θ）

抄θ ψ１

（１ ．２ ．８b）
ω０

抄 ψ２

抄 θ ＋ 矱２ ＝ － B１
抄 ψ１

抄 b － 矱１
抄 ψ１

抄 θ ＋
a１

b２ ω０
f（ b ，θ）cosθ ＋

１
bω０

ψ１ sin θf（ b ，θ） － １
bω０

cosθ · 抄 f（ b ，θ）
抄 b a１ ＋ 抄 f（ b ，θ）

抄 θ ψ１

·９·



ε３ ：ω０
抄 a３

抄 θ ＋ B３ ＝ － B１
抄 a２

抄 b － B２
抄 a１

抄 b － 矱１
抄 a２

抄 θ － 矱２
抄 a１

抄 θ

－ １
ω０

ψ２ cosθ f（ b ，θ） ＋ sinθ 抄 f（ b ，θ）
抄 b a２ ＋ 抄 f（ b ，θ）

抄 θ ψ２

＋ ψ１ cosθ 抄 f（a ，θ）
抄 b a１ ＋ 抄 f（ b ，θ）

抄θ ψ１ ＋ １
２ sinθ 抄２ f（ b ，θ）

抄 b２ a２１

＋ ２ 抄
２ f（ b ，θ）
抄 b抄θ a１ ψ１ ＋ 抄 f２ （b ，θ）

抄θ２ ψ
２
１ ＋ １

２ω０
ψ

２
１ f（ b ，θ）sinθ

（１畅２畅８ c）

ω０
抄 ψ３

抄 θ ＋ 矱３ ＝ － B１
抄 ψ２

抄 b － B２
抄 ψ１

抄 b － 矱１
抄 ψ２

抄θ － 矱２
抄 ψ１

抄θ ＋ １
bω０

· ψ２ sinθf（ b ，θ） － cosθ 抄 f（ b ，θ）
抄 b a２ ＋ 抄 f（ b ，θ）

抄θ ψ２ ＋ ψ１ sinθ

·
抄 f（ b ，θ）

抄 b a１ ＋
抄 f（ b ，θ）

抄θ ψ１

－ １
２ cosθ 抄２ f（ b ，θ）

抄 b２ a２
１ ＋ ２ 抄２ f（ b ，θ）

抄 b抄θ a１ ψ１ ＋ 抄２ f（ b ，θ）
抄θ２ ψ

２
１

＋
a２

b２ －
a２

１

b３ ＋ ψ
２
１

２ b
１
ω０

cosθf（ b ，０）

＋
a１

b２ ω０
cosθ 抄 f（ b ，θ）

抄 b a１ ＋ 抄 f（ b ，θ）
抄θ ψ１ － sinθψ１ f（ b ，θ）

方程右端函数均为已知或已由前级方程求出 ，因此可把右端函数

分为长周期项 F（ l）
和短周期项 F（ s） ，其各级递推的方程记为

εn ： ω０
抄 an

抄 θ ＋ Bn ＝ F（ l）
n ＋ F（ s）

n

ω０
抄 ψn

抄 θ ＋ 矱n ＝ G（ l）
n ＋ G（ s）

n

·０１·



可以选择 Bn ，矱n 仅等于长周期项 ，即

Bn ＝ F（ l）
n ， 矱n ＝ G（ l）

n

而余下部分为

ω０
抄 an

抄 θ ＝ F（ s）
n ， ω０

抄 ψ n

抄 θ ＝ G （ s）
n

以上四个方程可依次求出（１畅２畅６） 和（１畅２畅７） 中的四个待定函数

Bn ，矱n ，an 和 ψ n ．

例 1畅2畅2 　 用平均法解 Duffing 方程（１畅１畅４） ，

ẍ ＋ x ＝ － εx３ 　 （ ω０ ＝ １）

解 　 f（ b ，θ） ＝ － b３ cos３ θ
抄 f
抄 b ＝ － ３ b２ cos３ θ ， 抄 f

抄θ ＝ ３ b３ cos２ θsin θ
代入（１畅２畅８a） ，得方程 O（ε）

　 　 　
抄 a１

抄 θ ＋ B１ ＝ b３ cos３ θsin θ

＝ １
８ b３ （２sin２ θ ＋ sin ４ θ） （１畅２畅９a）

　 　 　
抄 ψ１

抄 θ ＋ 矱１ ＝ b２ cos４ θ

＝ １
８ b２ （３ ＋ ４cos２θ ＋ cos ４ θ） （１畅２畅９b）

使（a） ，（b） 中长周期项分别与 B１ ，矱１ 相等 ，可得

B１ ＝ ０ ， 矱１ ＝ ３
８ b２

由（a） ，（b） 余下的项 ，积分可解得 a１ ，ψ１

·１１·



a１ ＝ － １
８ b３ cos２θ ＋ １

４ cos４ θ

ψ１ ＝ １
８ b２ ２sin２ θ ＋ １

４ sin４ θ
将 a１ ，ψ１ ，β１ ，矱１ 代入（１畅３畅８） ，可得 O（ ε２ ） 方程

抄 a２

抄 θ ＋ B２ ＝ － １
５１２ b５ （８２sin２ θ ＋ １６sin４θ

－ １８sin６ θ － sin８ θ） （１畅２畅９c）
抄 ψ２

抄 θ ＋ 矱２ ＝ － １
２５６ b４ （１５ ＋ １００cos２ θ ＋ ２cos４ θ

－ １２cos６ θ － cos８ θ） （１畅２畅９d）
分别取（c） ，（d） 中右端长周期项与左端 B２ ，矱２ 相等 ，得

B２ ＝ ０ ， 矱２ ＝ － １５
２５６ b

４

对（c） ，（d） 中余下的项积分 ，得

a２ ＝ ６５

５１２ ４１ cos２ θ ＋ ４cos４ θ － ３cos６ θ － １
８ cos８ θ

ψ２ ＝ － b４

２５６ ５０ sin２ θ ＋ １
２ sin４ θ － ２sin６ θ － １

８ sin８ θ
所以 Duffing 方程二阶近似解为

x ＝ acos ψ
其中

a ＝ b － ε
８ b３ cos２ θ ＋ １

４ cos４θ ＋ ε２

５１２ b５ ４１cos２ θ ＋ ４cos４ θ

－ ３cos６ θ － １
８ cos２ θ ＋ O（ ε３ ）

·２１·



ψ ＝ θ ＋ ε
８ b２ ２sin２ θ ＋ １

４ sin４ θ － ε２

２５６ ５０sin２θ ＋ １
２ sin４ θ －

２sin６ θ － １
８ sin８ θ ＋ O（ε３ ）

将 B１ ，B２ ，矱１ ，矱２ 代入（１畅２畅７） ，积分则得

b ＝ b０

θ ＝ １ － ３ ε
８ b２ － １５ε２

２５６ b４ t ＋ θ０

b０ ，θ０ 皆由初始条件决定 ，其中 ，频率

ω０ ＝ １ ＋ ３ ε
８ b２

－ １５ε２

２５６ b４
＋ O（ε３ ）

由此可知 ，由于非线性刚度影响 ，系统自由振动周期解中有高次谐

波出现 ．振动频率与振幅有关或者说与初始条件有关 ．这些是非线

性系统自由振动与线性系统自由振动的重要的不同之处 ．
继续计算下去 ，可得到所需要的任意阶精度的解 ．

§ １畅３ 　 KBM 法（渐近法）

这种方法的基本思想是根据弱非线性系统中振动的拟简谐性

质来 寻 求 相应 的 具 有 渐 近 性 质 的 级 数 解 ． 这 个 方 法 是 由

Krylov唱Bogoliubov唱Mitropolsky（ М итропольски溝 ，Ю ．А ．） 共同提出

的 ，故称 KBM 方法［ ５ ，６ ］ ．

1畅3畅1 　 渐近解的一般形式

设在外周期力作用下 ，弱非线性系统强迫振动方程可表示为

ẍ ＋ ω２
０ x ＝ εf（ Ω t ，x ，痹x） （１ ．３ ．１）

式中 Ω 为外周期力的常数频率 ．这时 ，系统是非自治的 ．
当 ε ＝ ０ 时 ，系统是线性的 ，振动是简谐的 ．当 ε ≠ ０ 时 ，考虑

·３１·



解除具有主谐波外还有微小的高次谐波项 ，可设解为

x ＝ acos ψ ＋ εx１ （ a ，ψ ，Ω t） ＋ ε２ x２ （ a ，ψ ，Ω t） ＋ …

（１畅３畅２a）
其中各 xi （ a ，ψ ，Ω t）是两个角度量 ψ ，Ω t的周期函数 ，周期为 ２ π ．

对自治系统 ，变量 Ω t ≡ ０ ．
考虑到弱非线性项的影响 ，主谐波的振幅和相位是时间慢变

函数 ，可由下面按 ε 幂级数展开形式的微分方程决定 ，即

痹a ＝ εa１ （ a） ＋ ε２ a２ （ a） ＋ …

（１畅３畅２b）
痹ψ ＝ ω０ ＋ εω１ （ a） ＋ ε２ ω２ （ a） ＋ …

这里 ai ，ω i 都是主谐波振幅 a的函数 ．需要说明的是这种表示只适

用于自治系统和非自治系统强迫振动中的非共振情况 ．而对于共

振情况这种表示是不够的 ，因为在共振情况 ，激振力和强迫振动的

相位差 θ 也对振幅和频率都有很大影响 ，所以 ai
１
，ωi 是 a ，θ 的二

元函数 ．对于共振情况 ，后面将另行推导 ．
可见 KBM 法是把解展成三个级数来求 ，又称三级数法 ．求解

方程（１畅３畅１） 的过程 ，就是要决定函数 xi （ a ，ψ ，Ω t） 和选择函数

ai （ a） ，ω i （ a）（ i ＝ １ ，２ ，… ） ，使得由（１畅３畅２b） 求得的 a 和 ψ 代入

（１畅３畅２a） 后能满足原方程 ．为了唯一地确定函数 ai ，ω i ，应保证使

xi 为 ψ 和 Ω t 的周期函数 ，还应使 xi 中不存在 ψ 的一次谐波 ，以避

免永年项出现 ．
具体过程是把（１畅３畅２a ，b） 所表示的关系式代入（１畅３畅１） 的左

端 ，同时将（１畅３畅１）右端函数按 ε的幂级数展开 ，比较两端 ε同次幂

系数 ，可得一组渐近的线性方程组 ，于是可依次求解 ． 为此 ，由

（１畅３畅２a） 对 t 求导后代入（１畅３畅１） 左端 ，并考虑（１畅３畅２b） ，则可得

ẍ ＋ ω２
０ x ＝ ε

抄２ x１

抄 ψ
２ ω２

０ ＋ ω２
０ x１ ＋

抄２ x１

抄 t２ ＋ ２
抄２ x１

抄 ψ抄 t － ２ aω０ ω１ cos ψ
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　 　 － ２ ω０ a１ sin ψ ＋ ε２ 抄２ x２

抄 ψ
２ ω２

０ ＋ ω２
０ x２ ＋

抄２ x２

抄 t２ ＋ ２
抄２ x２

抄 ψ抄 t

　 　 － ２ aω０ ω２ cos ψ － ２ ω０ a２ sin ψ ＋ a１
da１

da － aω２
１ cos ψ

－ aa１
dω１

da ＋ ２ a１ ω１ sin ψ ＋ ２ ω０ a１
抄２ x１

抄 a抄 ψ
＋ ２ ω０ ω１

抄２ x１

抄 ψ
２

＋ ２
抄２ x１

抄 a抄 ta１ ＋ ２
抄２ x１

抄 ψ抄 t
ω１ ＋ ε３ ［ … ］ ＋ … （１畅３畅３a）

εf（ x ，痹x ，Ω t） 在 x０ ＝ acos ψ ，痹x０ ＝ － aω０ sin ψ 处展开 ，有

εf（ x ，痹x ，Ω t） ＝ εf（ x０ ，痹x ０ ，Ω t） ＋ ε２ 抄 f（ x０ ，痹x０ ，Ω t）
抄 x x１

＋
抄 f（ x０ ，痹x０ ，Ω t）

抄 痹x × a１ cos ψ － aω１ sin ψ ＋
抄 x１

抄 ψ
ω０ ＋

抄 x１

抄 t
＋ O（ε３ ） （１畅３畅３b）

比较（１畅３畅３） 两式的 ε 的系数 ，得下列微分方程组 ：

ω２
０
抄２ x１

抄 ψ
２ ＋ ω２

０ x１ ＝ f０ （ a ，φ ，Ω t） ＋ ２ aω０ ω１ cos ψ
＋ ２ ω０ a１ sin ψ ＋ G１ （ a ，ψ ，Ω t） （１畅３畅４a）

ω２
０
抄２ x２

抄 ψ
２ ＋ ω２

０ x２ ＝ x１
抄 f（ a ，ψ ，Ω t）

抄 x ＋ a１ cos ψ － aω１ sin ψ

＋
抄 x１

抄 ψ
ω０

抄 f（ a ，ψ ，Ω t）
抄 痹x ＋ ２ ω１ a１ ＋ aa１

dω１

da sin ψ ＋

ω２
１ a － a１

da１

da cos ψ ＋ ２ ω０ a２ sin ψ ＋ ２ ω０ ω２ acos ψ －

２ ω０ a１
抄２ x１

抄 a抄 ψ
－ ２ ω０ ω１

抄２ x
抄 ψ

２ ＋ G２ （ a ，ψ ，Ω t） （１ ．３ ．４b）
… …

其中

G １ （ a ，ψ ，Ω t） ＝ － ２ ω０
抄２ x１

抄 ψ抄 t －
抄２ x１

抄 t２

G２ （ a ，ψ ，Ω t） ＝ － ２ ω０
抄２ x２

抄 ψ抄 t －
抄２ x２

抄 t２ ＋
抄 x１

抄 t · 抄 f（ a ，ψ ，Ω t）
抄 痹x

·５１·



－ ２ a１
抄２ x１

抄 a抄 t － ２ ω１
抄２ x１

抄 ψ抄 t
对于自治系统 ，Gi （ a ，ψ ，Ω t）（ i ＝ １ ，２ ，… ） 函数自动为零 ．依次求

解上面各方程 ，并利用 xi 是周期解来消除永年项 ，从而定出各 ai ，

ωi ．下面针对具体问题中的 f（ x ，痹x ，Ω t） 求解 ．

1畅3畅2 　 自治系统

对于自治系统 ，没有明显依赖于时间的外周期力 ，体现在

（１畅３畅４） 中 ，Ω ＝ ０ ，Gi （ a ，ψ ，Ω t） ＝ ０ ．

例 1畅3畅1 　 求 van der Pol 方程 ẍ ＋ x ＝ ε（１ － x２ ） 痹x 的二阶

近似解 ．
这里 f（ x ，痹x） ＝ （１ － x２ ） 痹x ．计算

f ０ （ a ，ψ） ＝ f（ x０ ，痹x ０ ） ＝ （１ － x２
０ ） 痹x０ ＝ a３ cos２ ψsin ψ － asin ψ

抄 f０ （ a ，ψ）
抄 x ＝ － ２ x０

痹x０ ＝ ２ a２ cos ψsin ψ ＝ a２ sin２ ψ

抄 f０ （ a ，ψ）
抄 痹x ＝ １ － x２

０ ＝ １ － a２ cos２ ψ

代入（１畅３畅４a） 得

抄２ x１

抄 ψ
２ ＋ x１ ＝ ２ a１ － a １ － a２

４ sin ψ ＋ ２ ω１ acos ψ ＋

１
４ a３ sin３

ψ

消除永年项得

a１ ＝
１
２ a １ －

a２

４

ω１ ＝ ０

一阶渐近解
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x１ ＝ － a３

３２ sin３ ψ

代入（１畅３畅４b） 得

抄２ x２

抄 ψ
２ ＋ x２ ＝ ２ a２ sin ψ ＋ ２ aω２ － a da１

da ＋ １ － ３
４ a２ a１ ＋

a５

１２８ cos ψ ＋ a３ （ a２ ＋ ８）
１２８ cos３ ψ ＋ ５

１２８ a５ cos５ ψ

同理可得

a２ ＝ ０

ω２ ＝
a１

２ a
da１

da － １ ＋ ３
４ a２ － a４

２５６ ＝ － １
８ １ － a２ ＋ ７

３２ a４

x２ ＝ － ５ a５

３０７２cos５ ψ － a３ （ a２ ＋ ８）
１０２４ cos３ ψ

于是原方程的二阶近似解为

x ＝ acos ψ － ε a３

３２sin３ ψ － ε２ a３

１０２４
５
３ a２ cos５ ψ ＋ （ a２

＋

８）cos３ ψ （１畅３畅５a）
痹a ＝ ε

２ a １ － a２

４

痹ψ ＝ １ － ε２

８ １ － a２ ＋ ７
３２ a４

积分

a ＝ ２

１ ＋
４
a２

０
－ １ e－ ε t

（１畅３畅５b）

ψ ＝ １ － ε２

１６ t － ε
８ ln | a | ＋ ７ ε

６４ a２
＋ φ０ （１畅３畅５c）
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a０ ，φ０ 由初始条件决定 ．

由结果（１畅３畅５b） 看到 ，若初始值 a０ ＝ ０ ，则无论 t 为何值 ，都

有 x ＝ ０ ，即对应系统静平衡状态 ；若初始值 a０ ≠ ０ ，则当 t → ∞

时 ，a → ２ ，即系统趋于稳态的周期运动 ．事实上 ，偶然扰动不可避

免 ，可令 a０ ≠ ０ ，尽管 a０ 数值很小 ，a总将单调增加直到趋近于 ２ ．

因而这种系统由静止状态受到偶然扰动的激发而自动到达定常振

动 ，这就是自激振动系统 ．
由式（１畅３畅５a ，b ，c） 得稳态周期运动近似解为

x ＝ ２cos（ ω t ＋ φ０ ） － ε
４ sin３（ ω t ＋ φ０ ） ＋ … （１畅３畅５d）

式中 ω ＝ １ － １
１６ ε

２ ＋ … 是自激振动频率 ．式（１畅３畅５d） 表明 ，自激

振动中有高次谐波项 ，仍是拟简谐运动 ．

1畅3畅3 　 非自治系统

当非线性系统（１畅３畅１） 的右端显含 t 时 ，称为非自治的 ．由强

迫振动理论知 ，在共振状态响应与外激励间的相位差与系统能量

的聚积或散失直接相关 ，因而这个相位差对振幅 、频率的变化有根

本影响 ，但在非共振状态这种影响则极小 ，所以我们对非共振 、共
振情况分别讨论 ．

非线性系统的共振条件显然会比线性系统复杂 ．在 １畅３畅１ 节

中推导渐近解一般形式时 ，要对 εf（ x ，痹x ，Ω t）在 x０ ，痹x ０ 附近展开 ，

这样 ，展式中就出现含有 sin（ nΩ ＋ m ω０ ） 与 cos（ nΩ ＋ m ω０ ） 的项 ．

这说明在干扰力中将有组合频率为 nΩ ＋ m ω０ 的谐波成分 ．当任

何一个组合频率成分接近系统固有频率 ω０ ，即 nΩ ＋ mω０ ≈ ω０ 时

就发生共振 ．故非线性系统共振条件为

Ω ≈ q
s ω０ （１ ．３ ．６）

其中 q ＝ １ － m ，s 为正或负的互质数（ m ＋ n ≥ ２） ．
１畅 非共振情况 　 这时 ，干扰力中任何一个分量频率 n Ω ＋
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m ω０ 都不接近于 ω０ ．１畅３畅１节中的有关公式仍然适用 ．仅用具体例

子说明处理方法 ．
例 1畅3畅2 　 求在外周期力作用下的 Duffing 方程

ẍ ＋ ω２
０ x ＝ ε（ Fcos Ω t － ω２

０ βx
３ ）

非共振时一般解

解 　 f（ x ，痹x ，Ω t） ＝ Fcos Ω t － ω２
０ βx

３

因为

f ０ （ a ，ψ ，Ω t） ＝ Fcos Ω t － ω２
０ β（ acos ψ）３

＝ Fcos Ω t － １
４ ω２

０ βa
３ （３cos ψ ＋ cos３ ψ）

代入（１畅３畅４a） 得

ω２
０
抄２ x１

抄 ψ
２ ＋ ω２

０ x１ ＋ ２ ω０
抄２ x１

抄 ψ抄 t ＋
抄２ x１

抄 t２

＝ ２ ω０ a１ sin ψ － ３
４ βω

２
０ a３

－ ２ ω０ ω１ a · cos ψ ＋ Fcos Ω t

－ １
４ βω

２
０ a３ cos３ ψ

为保证 x１ 是周期解 ，不能出现分母转为零的项 ，sin ψ ，cos ψ 的系数

必须为零 ，即
２ ω０ a１ ＝ ０

３
４ βω

２
０ a３

－ ２ ω０ ω１ a ＝ ０

得

a１ ＝ ０

ω１ ＝ ３
８ βω０ a２

而

·９１·



x１ ＝ F
ω２

０ － Ω２ cos Ω t ＋ １
３２ βa

３ cos３ ψ

其中 a ，ψ ，根据（１畅３畅３） 满足
痹a ＝ ０

痹ψ ＝ ω０ ＋ ３ε
８ ω０ βa

２

将上两式积分 ，得
a ＝ a０

ψ ＝ ω t ＋ φ０ ，ω ＝ ω０ １ ＋ ３ε
８ βa

２
０

a０ ，φ０ 由初始条件决定 ．于是一次近似解为

x ＝ acos ψ ＋ ε
３２ βa

３ cos３ ψ ＋ εF
ω２

０ － Ω２ cos Ω t
结果表明 ，在一次近似解中 ，有频率为 ω 的主谐波及高次谐波的

固有振动部分 ，也含有频率为 Ω 的稳态强迫振动部分 ．若再继续

求二阶近似解 ，便会出现 Ω ± ２ ω０ 的组合频率谐波成分了 ．

２畅 共振情况 　 这时 ，满足共振条件（１畅３畅６） ．由于 q ，s可能取

不同的值 ，通常可分为以下几种情况 ：
i） 主共振 ．当激振力频率 Ω 接近于频率 ω０ 时 ，即 s ＝ １ ，q ＝

１ 时 ，Ω 碝 ω０ ．这时通常的共振 ，或称主共振 ；

ii） 亚谐共振 ．当激振力频率接近固有频率 ω０ 的整数倍 ，即
s ＝ １ ，Ω 碝 qω０ 时 ，称为亚谐波共振 ；

iii） 分数共振 ．当激振力频率 Ω 与固有频率 ω０ 有任意分数关

系 Ω ＝ q
s ω０ 时的共振称为分数共振 ．

由于发生共振类别较多 ，所以在研究共振情况的渐近解时应

明确指出是对哪类共振的渐近解 ．
前面已经指出 ，１畅３畅１ 节的公式不适于共振情况 ，下面重新推

导适于共振情况的渐近解共振时 ，有

ω０ 碝 s
q Ω

·０２·



写成等式 ，为

ω２
０ ＝ s

q Ω
２

＋ εσ

式中 σ ＝ O（１） ，这样 ，方程（１畅３畅１） 可写成

ẍ ＋ s
q Ω

２

x ＝ ε［ f（ Ω t ，x ，痹x） － xσ］ （１畅３畅７a）
按 KBM 法的思路 ，这时所设的三个级数为

x ＝ acos ψ ＋ εx１ （ a ，ψ ，Ω t） ＋ ε２ x２ （ a ，ψ ，Ω t） ＋ …

（１畅３畅７b）
其中 ψ ＝ s

q ＋ θ ，θ 是强迫振动与外激励间的相位差 ．

痹a ＝ εa１ （ a ，θ） ＋ ε２ a２ （ a ，θ） ＋ … （１畅３畅７c）
痹ψ ＝ s

q Ω ＋ εω１ （ a ，θ） ＋ ε２ ω２ （ a ，θ） ＋ … （１畅３畅７d）
注意到 ai ，ωi 不仅是 a 的函数 ，也是相差 θ的周期为 ２ π的函数 ．将

式（１畅３畅７b） ，（１畅３畅７d） 改用 a ，θ 而不再用 a ，ψ 表示 ，则这三个级

数写成

x ＝ acos s
q Ω t ＋ θ ＋ εx１ a ， sq Ω t ＋ θ ，Ω t ＋

ε２ x２ a ， sq Ω t ＋ θ ，Ω t ＋ … （１畅３畅８a）
痹a ＝ εa１ （ a ，θ） ＋ ε２ a２ （ a ，θ） ＋ …
痹θ ＝ εω１ （ a ，θ） ＋ ε２ ω２ （ a ，θ） ＋ … （１畅３畅８b）

经过和上面类似的演算过程 ，则得

　
抄２ x１

抄 t２ ＋ s
q Ω

２

x１ ＝ f（ x０ ，痹x０ ，Ω t） ＋ ２ s
q Ωa１ sin s

q Ω t ＋ θ

＋ ２ a s
q Ωω１ cos s

q Ω t ＋ θ － aσcos s
q Ω t ＋ θ （１畅３畅９a）
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抄２ x２

抄 t２ ＋ s
q Ω

２

x２ ＝
抄 f（ x０ ，痹x ０ ，Ω t）

抄 x ０
x１ ＋

抄 f（ x０ ，痹x０ ，Ω t）

抄 痹x

· a１ cos s
q Ωt ＋ θ － aω１ sin s

q Ω t ＋ θ ＋
抄 x１

抄 t － x１ σ － ２a１
抄２ x１

抄a抄 t

－ ２ ω１
抄２ x１

抄θ抄 t ＋ ２ s
q Ωa２ ＋ a 抄 ω１

抄 a a１ ＋ a 抄 ω１

抄θ ω１ ＋ ２ a１ ω１

· sin s
q Ω t ＋ θ ＋ ２ a s

q Ωω２ －
抄 a１

抄 a a１ －
抄 a１

抄 θ ω１ ＋ aω２
１

· cos s
q Ω t ＋ θ （１ ．３ ．９b）

… … …

式中
抄 f（ x０ ，痹x０ ，Ω t）

抄 x
，
抄 f（ x０ ，痹x０ ，Ω t）

抄 痹x
分别代表

抄 f
抄 x

和
抄 f
抄 痹x

在 x０ ，痹x ０

处的值 ．式（１畅３畅９） 可依次求解各 xi （ i ＝ １ ，２ ，… ） 为保证 xi 为周

期解消除永年项 ，仍可令 cos s
q Ω t ＋ θ ，sin s

q Ω t ＋ θ 的系数为

零而确定出 ai ，θi ．以下通过具体例子讨论几种重要的共振情况 ．

（１） 主共振

例 1畅3畅3 　 有阻尼 Duffing 方程在简谐激励下强迫振动 ，方程

为

ẍ ＋ ω２
０ x ＝ ε（ Fcos Ω t － ２ ζω０

痹x － βω
２
０ x３ ）

式中 ψ ＝ Ω t ＋ θ ，将上式代入（１畅３畅９a） ，并利用 cos Ω t ＝ cos（ ψ －
θ） ＝ cos ψcos θ ＋ sin ψsin θ ，得

抄２ x１

抄 t２ ＋ Ω２ x１ ＝ Fcos θ － ３
４ βω

２
０ a３ ＋ ２ aΩ ω１ － aσ cos ψ

＋ （ Fsin θ ＋ ２ ζω０ Ωa ＋ ２ Ωa１ ）sin ψ － １
４ （ βω

２
０ a３ cos３ ψ）

（１畅３畅１０a）
为保证 x１ 为周期解 ，必须 cos ψ ，sin ψ 的系数为零
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Fcosθ － ３
４ βω

２
０ a３ ＋ ２ aΩω１ － aσ ＝ ０

Fsin θ ＋ ２ ζω０ Ωa ＋ ２ Ωa１ ＝ ０

得

a１ ＝ １
２ Ω（－ ２ ζω０ Ωa － Fsinθ）

ω１ ＝ １
２ Ωa

３
４ βω

２
０ a３

＋ aσ － Fcosθ
而由式（１畅３畅１０a） 解得

x１ ＝ １
３２ βa

３ cos３ ψ

于是原方程的一次近似解为

x ＝ acos（ Ω t ＋ θ） ＋ １
３２ εβa

３ cos３（ Ω t ＋ θ） （１畅３畅１０b）
式中的 a 和 θ ，根据式（１畅３畅８b） 表示为

痹a ＝ １
２ Ω（－ ２εζω０ Ωa － εFsin θ）

痹θ ＝ １
２ Ωa ω２

０ １ ＋ ３
４ εβ － a２

－ Ω２ a － εFcosθ （１畅３畅１０c）
对式（１畅３畅１０c）直接积分求 a ，θ ，一般有困难 ．但从物理上看 ，

当 痹a ≠ ０ ，痹θ ≠ ０ 时 ，求得的振幅 a ，相差 θ都是时间函数 ，这时对应

的解 x是瞬态过程解 ：当 痹a ＝ ０ ，痹θ ＝ ０时 ，a ，θ都是不变量 ，对应于

定常振动 （周期振动 ） ．下面 ，仅考虑周期 解的情况 ，这时式

（１畅３畅１０c） 变成

２ εζω０ Ωa ＋ εFsinθ ＝ ０

ω２
０ １ ＋ ３

４ εβa
２ － Ω２ a － εFcosθ ＝ ０ （１畅３畅１０d）

由式（１畅３畅１０d） 得

a２ １ ＋ ３
４ εβa

２ －
Ω
ω０

２ ２

＋ ２εζ
Ω
ω０

２

＝
εF
ω２

０

２

（１畅３畅１０e）
·３２·



tg θ ＝
－ ２ εζ

Ω
ω０

１ ＋ ３
４ εβa

２ －
Ω
ω０

２ （１畅３畅１０ f）

给定 εβ ，εζ和 εF桙 ω２
０ ，由式（１畅３畅１０e） 可做出 a － Ω

ω０
曲线 ，即振幅 桘

频率响应曲线 ，如图 １畅３畅１ 所示 ．由式（１畅３畅１０f） 可做出 θ － Ω
ω０

曲

线 ，即相位 桘 频率响应曲线 ，如图 １畅３畅２ 所示 ．

图 １畅３畅１

图 １畅３畅２
·４２·


