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丛书第一版序

海内外炎黄子孙都盼望中国早日成为数学大国 ，也就是“实现中国数学的

平等和独立” ① ．平等和独立是由中国出类拔萃的数学家及其杰出的研究工作

来体现的 ，要有出类拔萃的数学家就要培养一批优秀的研究生 、大学生 ．这批

人不在多 ，而在精 ，要层次高 ．也就是要求他们热爱数学 、基础扎实 、知识面广 、
能力强 ．

２０ 世纪 ８０ 年代中期 ，国家采纳了陈省身先生的几个建议 ，建议之一是为

培养高质量的数学专业的大学生 ，需要建立数学专业的试点班 ．经过胡国定先

生等的努力 ，１９８６ 年南开大学建立了数学专业的试点班 ．这些做法取得了成

功 ，并在基础学科的教学中推广 ．１９９０ 年全国建立“国家理科基础学科研究和

教学人才培养基地” ，其后南开大学数学专业成为基地之一 ．从 １９８６ 年到现在

的 １０ 余年中南开数学专业是有成绩的 ，例如他们四次参加全国大学生数学竞

赛获三次团体第一 ，一次团体第三 ．在全国和国际大学生数学建模比赛中多次

获一等奖 ．毕业生百分之八十继续攻读研究生 ，其中许多人取得了很好的成

绩 ．
当然 ，取得这些成绩是与陈省身先生的指导 、帮助分不开的 ，是与国内外

同行们的支持与帮助分不开的 ．如杨忠道 、王叔平 、许以超 、虞言林 、李克正等

或参与教学计划 、课程设置 、课程内容的制订 ，或到南开任教等等 ．有了他们的

指导 、帮助与支持 ，南开基础数学专业得以广泛吸收国内外先进的数学教学经

验 ，并以此为基础对数学教学进行了许多改革 、创新 ．
这套丛书是南开大学数学专业的部分教材 ，诸位编著者长期在南开数学

专业任教 ，不断地把自己的心得体会融合到基础知识和基本理论的讲述中去 ，
日积月累地形成了这套教材 ．可以说这些教材不是“编”出来的 ，而是在长期教

学中“教”出来的 、“改”出来的 ，凝聚了我们的不少心血 ．这些教材的共同点 ，也
是我们教学所遵循的共同点是 ：首先要加强基础知识 、基础理论和基本方法的

教学 ；同时又要适当地开拓知识面 ，尤其注意反映学科前沿的成就 、观点和方

法 ；教学的目的是丰富学生的知识与提高学生的能力 ，因此配置的习题中多数

是为了巩固知识和训练基本方法 ，也有一些习题是为了训练学生解题技巧与

钻研数学的能力 ．

① 陈省身 ：在“二十一世纪中国数学展望”学术讨论会开幕式上的讲话 ．



我们要感谢科学出版社主动提出将这套教材出版 ．这对编著者是件大好

事 ．编著者虽然尽了很大努力 ，但一则由于编著者的水平所限 ，二则数学的教

育和所有学科的教育一样是在不断发展之中 ，因此这套教材中缺欠和不足肯

定存在 ．我们诚挚希望各位同行不吝指正 ，从而使编著者更明确了解教材及教

学中的短长 ，进而扬长避短 ，改进我们的教学 ．同时通过这套教材也可向同行

们介绍南开的教学经验以供他们参考 ，或许有益于他们的工作 ．
我们再次感谢帮助过南开的前辈 、同行们 ，同时也希望能继续得到他们的

帮助 ．办好南开的数学专业 ，办好所有学校的数学专业 ，把中国数学搞上去 ，使
中国成为数学大国是我们的共同愿望 ！ 这个愿望一定能实现 ！

全体编著者

１９９８ 年 ６ 月于南开大学
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丛书第二版序

枟南开大学数学教学丛书枠自 １９９８ 年面世以来 ，事情有了许多变化 ．有两

个大变化使我们决心要修改并再版这套丛书 ．
正如我们的初衷一样 ，这期间得到了许多老师 、同学 、同行的帮助 ，使这套

丛书相继列入了“中国科学院规划教材” ，“全国十一五规划教材” ．同时 ，我们

的教学与当初也不尽相同 ．为了继续得到大家的帮助 ，与大家继续交流 ，对这

些书做一些修改是很有必要的 ．
２００４ 年 １２ 月 ３ 日陈省身先生逝世 ．１９７２ 年陈省身先生回国后提出了中

国在 ２１ 世纪将会成为“数学大国” ，并为此团结广大的数学界的力量而努力奋

斗 ，终于实现了这个目标 ．２００２ 年 ，第 ２４ 届国际数学家大会于 ８ 月 ２０ 日至 ２８
日在中国北京举行并取得圆满成功 ．这是中国第一次主办国际数学家大会 ，
也是发展中国家第一次主办这一大会 ．在大会期间 ，陈省身先生曾说 ，中国已

经成为“数学大国” ．陈省身先生还说 ：“２１ 世纪的数学的发展是很难预测的 ，
它一定会超越 ２０ 世纪 ，开辟出一片崭新的天地 ，希望中国未来的数学家能够

成为开辟这片新天地的先锋 ．”
这套丛书的产生是与陈省身先生倡导和推动南开大学数学试点班的建立

和教学改革密不可分的 ．陈省身先生的逝世既使我们无比悲痛和深切怀念 ，
也激发我们这些绝大多数过花甲近古稀的编著者们为中国的数学 ，数学教育

继续尽一些微薄之力 ．修改这套丛书是表达我们这种愿望的方式 ．
在数学已成为高科技的基础和现代文明标志的今天 ， 我们不能满足于

“中国数学的平等和独立” ，即数学大国的地位 ，而是要成为开辟数学新天地的

先锋 ，即要争取“数学强国”的地位 ．为使今天的“数学大国”成为明天 、后天以

至永远的“数学强国” ，当然要从多方面努力 ．数学教育是不可或缺的重要方

面 ．我们既需要高质量的 、稳定的数学教育 ，又需要不断推陈出新 、不断发展

的数学教育 ．这是一个艰巨的任务 ．这个任务历史地落在一代又一代的年青

人的肩上 ．
在中国的数学教育上 ，也就是争取成为“数学强国”的过程中 ，我们如果能

够“润物” ，虽然“无声”也将心满意足 ．因此我们既高兴看到枟南开大学数学教

学丛书枠今天能够生存和发展 ，又更高兴地期待明天它被更新 、更好的教材取

而代之 ．
中国科学出版社以前支持我们出版了这套丛书 ，现在继续支持丛书的第



二版 ，做了更多的工作 ．我们致以深切的感谢 ，并希望以后合作得更好 、更愉

快 ．当然 ，我们仍然殷切期望老师们 、同学们及同行们的继续帮助 ．

全体编著者

２００７ 年 １ 月
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第一章 　 实数与函数

数学分析研究的对象是实函数 ，即以实数为自变量且在实数中取值的函

数 ．极限 、导数和积分的所有理论都是对这种函数建立的 ．为了顺利地建立以

后的各种理论 ，本章先较系统地介绍实数与实函数的有关知识 ．

§ １１ 　 实 　 　 数

所有自然数的集合 ，所有整数的集合 ，所有有理数的集合和所有实数的集

合分别为 N ，Z ，Q 和 R ．众所周知 ，N  Z  Q  R ．在中学数学中 ，已经较为全

面地接触到实数及其运算性质 、序性质等 ．现在 ，我们把它们开列于下并不加

证明地补充一些进一步的性质 ，以作为本书内容的出发点 ．
（i） 实数的四则运算封闭性 ．任何两个实数之间可以进行加 、减 、乘 、除

（除数不为 ０）四则运算 ，运算的结果和 、差 、积 、商仍为实数 ．
（ii） 实数的序性 ．
a） 对于任何两个实数 a 和 b ，下列三种关系 ：

a ＜ b ， a ＝ b ， a ＞ b
恰有一个成立 ．

b） 对于任何实数 a ，b ，c ，若 a ≤ b ，则 a ＋ c ≤ b ＋ c ；若 a ≤ b ，c ≥ ０ ，则
ac ≤ bc当条件为严格不等式时 ，结论也是严格不等式 ．

（iii） 有理数和无理数在实数系中的稠密性 ．任何两个不同的实数之间既

有有理数又有无理数 ．
（iv） 阿基米德（Archimedes）公理 ：若 a 和 b 是两个正实数且 a ＜ b ，则必

存在 n ∈ N ，使得 na ＞ b
（v） 实数的连续性 ．设 A 和 B 是 R 的两个子集 ，满足条件 A ∪ B ＝ R ，

A ∩ B ＝  ，A ≠  ，B ≠  且对任何 a ∈ A ，b ∈ B ，都有 a ＜ b ，则称（ A ，B）为
R 的一个分割 ．对于 R 的任何分割 ，都存在惟一的 x  ∈ R ，使对所有 a ∈ A 和

b ∈ B ，都有 a ≤ x  ≤ b ．这个性质称为戴德金（Dedekind）连续性公理 ．
这条公理说的是“实数没有空隙” ．有理数不具备这种性质 ．
此外 ，关于实数系还有确界存在原理 ，将在下节给出 ．还有单调收敛定理 、

柯西收敛原理 、区间套定理 、有限覆盖定理和致密性定理等重要性质 ，将在第

二 、三章中陆续加以介绍 ．



实数可以和一条直线上的点一一对应 ，后者通常称为实数直线或实数轴 ．
今后将经常用实数轴上的点来代表实数并在各种讨论中不加区别地使用 ．

设 a 和 b 是两个实数且 a ＜ b ．将集合｛ x ｜ a ＜ x ＜ b｝ ， ｛ x｜ a ≤ x ＜ b｝ ，
｛ x｜ a ＜ x ≤ b｝ ，｛ x｜ a ≤ x ≤ b｝分别记为（ a ，b） ，［ a ，b） ，（ a ，b］ ，［ a ，b］并称之

为区间 ．（ a ，b）称为开区间 ，［ a ，b］称为闭区间 ，［ a ，b）和（ a ，b］称为半开半闭

区间 ．此外 ，引入记号 － ∞ 和 ＋ ∞ ，分别表示负无穷大和正无穷大 ，简称为负无

穷和正无穷 ．
对于任何 x ∈ R ，都有 － ∞ ＜ x ＜ ＋ ∞ ．注意 ，－ ∞ 和 ＋ ∞ 只是记号而不是

实数 ．推广区间的概念 ，把 （ － ∞ ，b） ，（ － ∞ ， b］ ，（ a ，＋ ∞ ） ，［ a ， ＋ ∞ ） 和

（ － ∞ ，＋ ∞ ）都称为无穷区间 ．（ － ∞ ，b）和（ a ，＋ ∞ ）是开区间 ，（ － ∞ ，b］和
［ a ，＋ ∞ ）是闭区间 ，而（ － ∞ ，＋ ∞ ）是既开又闭的区间 ．

§ １２ 　 有 　 界 　 集

首先 ，我们来介绍有界集和无界集的概念 ．
定义 121 　 设集 X  R ，X ≠  ．
（i） 若存在 M ∈ R ，使对任何 x ∈ X ，都有 x ≤ M ，则称集 X 是有上界的 ，

并称 M 为 X 的一个上界 ；
（ii） 若存在 m ∈ R ，使对任何 x ∈ X ，都有 x ≥ m ，则称集 X 是有下界的 ，

并称 m 为 X 的一个下界 ；
（iii） 既有上界又有下界的集合称为有界集 ．
例如 ，无穷区间（ － ∞ ，０）是有上界的 ．每个非负数都是它的上界 ．自然数

集 N 是有下界的 ，所有不超过 １ 的实数都是它的下界 ．区间（０ ，１］是有界集 ．
０ 是它的一个下界 ，而 １ 是它的一个上界 ．

显然 ，如果集 X 有上（下）界 ，则它有无穷多个上（下）界 ．
一个不是有上（下）界的集称为无上（下）界集 ．对此 ，还可正面给出定义如

下 ：
定义 122 　 设 X  R ．
（i） 若对任何 M ∈ R ，都存在 xM ∈ X ，使得 xM ＞ M ，则称集 X 是无上界

的 ；
（ii） 若对任何 m ∈ R ，都存在 xm ∈ X ，使得 xm ＜ m ，则称集 X 是无下界

的 ；
（iii） 无上界集和无下界集统称无界集 ．
例如 ，自然数集 N 是无上界集 ，Z 是既无上界又无下界的无界集 ．
其次 ，我们介绍两个今后经常用到的符号 ．如果集 X 中有最小元 m 或最

·２· 第一章 　 实数与函数



大元 M ，则它们可分别记为

m ＝ min X ， M ＝ max X
例如 ，min｛１ ，２ ，３｝ ＝ １ ，max｛１ ，２ ，３｝ ＝ ３ ；minN ＝ １ ；max（０ ，１］ ＝ １ 等等 ．但是

maxN 和 min（０ ，１］没有意义 ，因为它们不存在 ．所以 min X 有两层意义 ：一是

表示 X 的最小元存在 ；二是表示这个最小元 ．max X 的意义也与此类似 ．
设 X 为有界集 ，于是存在下界 m１ 和上界 m２ 使对所有 x ∈ X ，都有

m１ ≤ x ≤ m２ ．

令 M ＝ max｛｜ m１ ｜ ，｜ m２ ｜｝ ，则对所有 x ∈ X ，都有

| x | ≤ M ．

　 　 反之 ，若存在 M ＞ ０ ，使对所有 x ∈ X ，都有

| x | ≤ M ，

则 － M ≤ x ≤ M ，即 － M 为 X 的一个下界而 M 为 X 的一个上界 ，从而 X 为

有界集 ．这一点可以写成如下的定理 ．
定理 121 　 集 X  R 为有界集的充分必要条件是存在 M ＞ ０ ，使对所有

x ∈ X ，都有｜ x｜ ≤ M ．
当 X 为有限集时 ，X 中既有最小元又有最大元 ．但当 X 为无限集时 ，就

不一定有最小元和最大元了 ．作为一个特例是无限集 N 中有最小元 １ ．当然 ，
N 的任何无限子集中也都有最小元 ．这两条正是中学数学奥林匹克中常用的

极端原理的理论基础 ．
下面 ，我们来考察另一种无限集 ，前面说过 ，一个有上界的集合 X 有无穷

多个上界 ，这些上界所成的无限集称为 X 的上界集 ．显然 ，这个集合是有下界

而无上界的 ．它当然没有最大元 ，问题在于它是否有最小元 ．答案是肯定的 ．
定义 123 　 （i）如果集 X 的上界集中有最小元 ，则称之为集 X 的上确

界 ，记为 sup X ；
（ii） 如果集 X 的下界集中有最大元 ，则称之为集 X 的下确界 ，记为

in f X
注意 ，集 X 的上确界和最大元有联系 ，但却不是一回事 ，下确界和最小元

的关系也完全类似 ．例如 ，区间［０ ，１）的上 、下确界分别为 １ ，０ ，它的最大元不

存在而最小元为 ０ ，等于它的下确界 ．这个例子的情形具有一般性 ，即当最小

元和最大元存在时 ，就分别是该集的下确界和上确界 ．但在最小元或最大元不

存在时 ，只要集合是下方有界或上方有界的 ，它就总有下确界或上确界 ．
定理 122 　 任何有上界的非空集必有上确界 ．
证 　 设集 X  R 有上界 M ，X ≠  ．设 B 为 X 的上界集 ，于是 B ≠  ．再

令 A ＝ R － B ，于是 A ≠  且（ A ，B）为 R 的一个分割 ．从而由戴德金连续性公
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理知有惟一的 x  ．使对任何 a ∈ A 和 b ∈ B ，都有

a ≤ x ≤ b （１２１）

　 　 往证 x
为 X 的上界 ．若不然 ，则存在 x０ ∈ X 使得 x ＜ x０ ．于是有

x ＜
x ＋ x０

２ ＜ x０  （１２２）

按定义知
x ＋ x０

２ 不是 X 的上界 ，所以
x ＋ x０

２ ∈ A ．由（１２１）式又有
x ＋ x０

２
≤ x ，此与（１２２）式矛盾 ．从而 x 为 X 的上界 ，即有 x ∈ B ．

因为 x ∈ B ，且由（１２１）式知于任何 b ∈ B ，都有 x ≤ b ，故 x
为 B 中

的最小元 ，即 x
为 X 的上确界 ．

同样地可以证明以下定理 ．
定理 122′ 　 任何有下界的集必有下确界 ．
上面我们用戴德金连续性公理证明了定理 １２２ ．事实上 ，若把定理

１２２ 视为公理 ，则又可用它来证明戴德金连续性公理 ．
设（ A ，B）为 R 的任一分割 ，由定理 １２２ 知 A 有上确界 x ．按定义知对

于任何 a ∈ A ，都有 a ≤ x  ．又按分割定义知对于任何 b ∈ B ，b 都是 A 的上

界 ，从而 x ≤ b
若还有 x０ ∈ R ，x０ ≠ x ，使对任何 a ∈ A 和 b ∈ B ，都有 a ≤ x０ ≤ b ．不妨

设 x０ ＞ x ，于是

x ＜
x ＋ x０

２ ＜ x０ ．

从而
x ＋ x０

２ ∈ R 既不能属于 A 也不能属于 B ，矛盾 ．这就证明了满足要求的

x
的惟一性 ．
这表明戴德金连续性公理和定理 １２２ 是等价的 ．实际上 ，许多书中就是

不讲戴德金公理而直接把定理 １２２ 作为公理的 ．以后我们将定理 １２２ 称

为确界存在原理 ．容易看出 ，这是前述的极端原理在包括连续无限集的情形的

推广 ．
设 M ＝ sup X ，即 M 是集 X 的上确界 ，这有两层意义 ：第一 ，M 是 X 的上

界 ，即对所有 x ∈ X ，都有 x ≤ M ；第二 ，M 是 X 的所有上界中最小的 ，即对任

何 ε ＞ ０ ，M － ε 都不再是 X 的上界 ，亦即对任何 ε ＞ ０ ，都存在 xε ∈ X ，使得

xε ＞ M － ε ．

反之 ，如果 M ∈ R 满足上述两个条件 ，则 M 为 X 的最小上界 ，即上确界 ．
定理 123 　 M 为集 X 的上确界的充分必要条件是

（i） 对任何 x ∈ X ，都有 x ≤ M ；
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（ii） 对任何 ε ＞ ０ ，都存在 xε ∈ X ，使得 xε ＞ M － ε ．

类似地 ，关于下确界有

定理 1 ．2 ．4 　 m 为集 X 的下确界的充分必要条件是

（i） 对任何 x ∈ X ，都有 x ≥ m ；
（ii） 对任何 ε ＞ ０ ，都存在 xε ∈ X ，使得 xε ＜ m ＋ ε ．

此外 ，我们约定 ，分别用 sup X ＝ ＋ ∞ ，inf X ＝ － ∞ 来表示集 X 无上界和

无下界 ．这是一种借用 ，不能认为是上确界为 ＋ ∞ 和下确界是 － ∞ ．

例 121 　 设 X ＝ x － １
x cos x x ∈ （０ ，＋ ∞ ）  求证 sup X ＝ １ ，inf X ＝

－ ∞ ．
证 　 因为

x － １
x cos x ≤

０ ，当 ０ ＜ x ≤ １ ，

１ ，当 １ ＜ x ＜ ＋ ∞ ，

所以 ，１ 是 X 的一个上界 ．

此外 ，对于任给的 ε ＞ ０ ，取 n０ ∈ N ，使得 n０ ＞ １
２πε ，于是有

１
２ n０ π ＜ ε ，１ － １

２ n０ π ＞ １ － ε

又因 cos２ n０ π ＝ １ ，故有

２ n０ π － １
２ n０ π

cos２ n０ π ＝ １ － １
２ n０ π

＞ １ － ε

令 xε ＝ ２ n０ π ，则上式表明

xε － １
xε

cos xε ＞ １ － ε

由定理 １２３ 知 １ 是 X 的上确界 ，即有 sup X ＝ １ ．

另一方面 ，对于任何实数 m ≤ － １ ，令 x m ＝ － １
４ m ＞ ０ ，于是有 xm ≤ １

４ ＜

π
３ ．故有

x m － １
x m

cos xm ＝ １ － １
xm

cos xm ＜ １
２ （４ m ＋ １） ＜ m

这表明 X 无下界 ，亦即有 inf X ＝ － ∞ ．

例 122 　 设 X ＝ ｛ n（ － １ ）
n
｜ n ∈ N｝ ，求证 sup X ＝ ＋ ∞ ，inf X ＝ ０ ．

证 　 对于任给的 M ∈ R ，取正偶数 n０ ＞ M ，于是有
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n（ － １ ） n
００ ＝ n０ ＞ M ．

按定义知集 X 无上界 ，亦即有 sup X ＝ ＋ ∞ ．
另一方面 ，因为

n（ － １ ） n
＞ ０ ， n ∈ N ，

所以 ，０ 是集 X 的一个下界 ．

对于任给的 ε ＞ ０ ，取正奇数 nε ＞ １
ε ，于是有

n（ － １ ） nε
ε ＝ １

nε
＜ ε ＝ ０ ＋ ε

按定理 １２４ 知 ０ 是集 X 的下确界 ，亦即有 inf X ＝ ０ ．

§ １３ 　 函 　 　 数

在中学数学中 ，我们所遇到的函数主要是下列六类函数以及由它们派生

出来的一些较为复杂的函数 ．这常用的六类函数如下 ：
（i） 常数函数 y ＝ C ；
（ii） 幂函数 y ＝ xα ；
（iii） 指数函数 y ＝ ax ；

（iv） 对数函数 y ＝ log a x ；

（v） 三角函数 y ＝ sin x ， y ＝ cos x ，y ＝ tan x ， y ＝ cot x ；
（vi） 反三角函数 y ＝ arcsin x ，y ＝ arccos x ，y ＝ arctan x ，y ＝ arccot x ．
这六类函数统称为基本初等函数 ．在本书中 ，它们仍将是我们研究的主要

对象 ．
这些函数的定义域各不相同 ，变化规律也各不相同 ，图形曲线的形状也各

不相同 ，但是它们却又有着共同的特点 ，即对它们各自定义域中的每个 x ，都
是通过某个一定的 、统一的法则对应于一个 y 值 ，而且这个对应关系都可以

写成一个统一的解析表达式 ．实际上 ，这正是函数概念出现以后相当长时间内

人们对函数概念的认识 ．
“函数”一词是微积分的创始人之一莱布尼茨（Leibniz）最先使用的 ，并且

把 x 的函数记为 f（ x） ，φ（ x）等 ．但是 ，直到 １９ 世纪初 ，人们还是把函数理解

为“变量和常数组成的解析表达式” ．直到 １８３４ 年 ，狄利克雷（Dirichlet）指出 ，
函数 y 与变量 x 的关系不但不必用统一的法则在全区间上给出 ，而且可以不

用解析式来给出 ．至此 ，函数的概念才被赋予了单值对应的意义 ．
定义 131 　 设集 X  R ．如果有一个从 X 到 R 的对应法则 f ，使对每个
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x ∈ X ，在对应法则 f 之下都有惟一的 y ∈ R 与 x 对应 ，则称这个对应法则 f
是 X 上的一个函数 ，并称 X 为函数 f 的定义域 ，称 R（ f） ＝ ｛ y｜ y ＝ f （ x） ，
x ∈ X｝为函数 f 的值域 ．这时 ，y ＝ f（ x）称为 x 的像 ，而 x 称为 y 的原像 ．函
数 y ＝ f（ x）的定义域记为 D（ f） x 是函数 y ＝ f（ x）的自变量 ，y 是函数的因

变量 ．
简单地说 ，函数就是由定义域到它的值域的一个单值对应 ．如果两个函数

的对应关系一致而定义域不同 ，则对应关系的适用范围也不同 ，从而两个函数

是不同的 ．例如 f （ x ） ＝ x２ ，D （ f ） ＝ （ － ∞ ，＋ ∞ ）和 g（ x ） ＝ x２ ，D （ g） ＝
［０ ，＋ ∞ ）就是两个不同的函数 ．但显然二者之间又有着密切的联系 ，函数 y ＝
g（ x）称为 y ＝ f（ x）在［０ ，＋ ∞ ）上的限制 ，而函数 y ＝ f（ x）称为 y ＝ g（ x）在
（ － ∞ ，＋ ∞ ）上的延拓 ．一般地 ，若有 y ＝ F（ x） ，D（ F） ＝ X１ ，y ＝ f（ x） ，D（ f）
＝ X２ ，X２  X１ 且在 X２ 上 ，F（ x） ≡ f（ x） ，则称 F（ x）为 f（ x）在 X１ 上的延

拓 ，称 f（ x）为 F（ x）在 X２ 上的限制 ．

下面给出几个初等数学中未曾出现过的但在数学分析中颇为常用的函数

的例子 ．
例 131 　 设集 A  R ，令

χA （ x） ＝
１ ，　 当 x ∈ A ，

０ ，　 当 x  A ，

则得到一个函数 y ＝ χA （ x） ，它的定义域是 R ．而当 A 非空且又不是整个 R
时 ，它的值域是｛０ ，１｝ ．

函数 χ
A （ x）称为集 A 的特征函数 ．特别地 ，当 A ＝ Q 时 ，特征函数 χQ （ x）

称为狄利克雷函数 ，记为 D（ x） ．这时有

D（ x） ＝
１ ，　 当 x 为有理数 ，

０ ，　 当 x 为无理数 ．

　 　 例 132 　 函数

sgn x ＝

－ １ ，　 当 x ＜ ０ ，

０ ，　 　 当 x ＝ ０ ，

１ ，　 　 当 x ＞ ０

称为符号函数 ．显然 ，对任何 x ∈ R ，都有

x ＝ | x | sgn x
如果令 A１ ＝ （ － ∞ ，０） ，A２ ＝ （０ ，＋ ∞ ） ，则有

sgn x ＝ χA
２
（ x） － χ A

１
（ x） ，
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即符号函数 sgn x 可以写成两个特征函数之差 ．
一般地 ，有限多个特征函数的线性组合

λ１ χA
１
（ x） ＋ λ２ χA

２
（ x） ＋ … ＋ λn χA n

（ x）

称为阶梯函数 ，其中 λ１ ，λ２ ，… ，λn 都是实常数 ，A１ ，A２ ，… ，An 是 R 的 n 个子

集 ．特别地 ，当 A１ ，A ２ ，… ，An 恰为一个有限闭区间所划分成的 n 个小区间

时 ，所表达的阶梯函数正是定积分中所常用的近似函数 ．
例 133 　 函数

R（ x） ＝
１
p ，　 当 x ＝ q

p ， q ∈ Z ， p ∈ N ，（ p ，q） ＝ １ ，

０ ，　 当 x 为无理数

称为黎曼（Riemann）函数 ．
D（ x）和 R（ x）都是画不出精确的函数图形的 ，但它们的单值对应关系是

明确的 ，所以它们都是名符其实的函数 ．
例 134 　 函数

f（ x） ＝
x２ sin １

x ， x ≠ ０ ，

０ ， x ＝ ０

也是一个有用的函数 ，我们将在第四章中再遇到它 ．
例 135 　 函数

f（ x） ＝ sin x
仅当 sin x ≥ ０ 时才有意义 ，所以它的定义域是［２ nπ ，（２ n ＋ １）π］ ，n ＝ ０ ，± １ ，
± ２ ，… ，值域为［０ ，１］ ．

顺便指出 ，以后遇到的初等函数或更一般的由解析表达式给出的函数时 ，
大多数都不指出定义域 ．这时就理解函数的定义域是使函数表达式有意义的

所有 x 所组成的实数集 ，就像例 １３５ 中那样 ．
注意 ，尽管我们所遇到的大量函数关系都是由公式表示的 ，但这只是形

式 ，并非函数的实质 ．函数定义中只要求单值对应 ，而不管它的表现形式如何 ．
例如 ，一昼夜的气温是随时间变化的 ，而且气象台的现代化仪器可以在记录纸

上描绘出一条连续曲线来表达这种函数关系 ，但却写不出明确的表达式 ．气温

当然是时间的函数 ．同样地 ，一个人身高和体重也都是时间的函数 ，因为二者

都有确确实实的单值对应关系 ．
考察方程

ey ＋ y － x － arctan x ＝ ０ ， （１３１）
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当然还可以把它改写成

ey ＋ y ＝ x ＋ arctan x （１３２）

显然 ，（１３２）式左端是 y 的严格递增函数而右端是 x 的严格递增函数且值

域都是（ － ∞ ，＋ ∞ ） ．因此 ，对于每个 x ∈ R ，都可求得惟一的 y 使（１３１）式
成立 ．这就建立了一个从 x 到 y 的单值对应 ．按定义知 ，这就确定了一个函数

y ＝ f（ x） ．这个函数就称为由方程（１３１）确定的隐函数 ．
一般地 ，设有方程

F（ x ，y） ＝ ０ （１３３）

如果能够在实数集 X 上 ，在关于 y 的某些限制之下 ，使对每个 x ∈ X ，都能惟

一地确定一个 y 值使（１３３）式成立 ，则就令这个 y 与 x 对应 ．从而确定了一

个函数 y ＝ f（ x） ，满足

F（ x ， f（ x）） ＝ ０

于是就称函数 y ＝ f（ x）为由方程（１３３）所确定的隐函数 ．相对地 ，以前由解

析表达式给出的函数 f（ x）则称为显函数 ．
对于隐函数 ，有时可以解出明显表达式而化成显函数 ，有时则无法解出 ．

例如 ，方程（１３１）所确定的隐函数就无法解出 ，而椭圆方程

x２

a２ ＋ y２

b２ － １ ＝ ０ （１３４）

在限制条件 y ≥ ０ 和 y ≤ ０ 之下可分别解出两个隐函数

y ＝ b
a a２ － x２ ， y ＝ － b

a a２ － x２ 

　 　 注意 ，方程（１３３）中的 x 和 y 同为未知数 ，并未规定哪个是自变量 ，哪
个是因变量 ．考虑隐函数时把二者分为自变量和因变量 ，是为适应函数定义而

后加上的 ．实际上 ，也可以把 y 视为自变量而把 x 视为因变量而得到隐函数 ．
例如方程（１３４）还可以在 x ≥ ０ 和 x ≤ ０ 的限制条件下分别解出两个隐函

数 ．

x ＝ a
b b２ － y２ ， x ＝ － a

b b２ － y２ 

　 　 这里 ，我们只是给出了隐函数的定义并举例说明了它确实能存在 ．但隐函

数究竟在什么条件下存在则没有指出 ，也不可能指出 ．关于这一点 ，将在多元

函数微分学中做进一步的研究 ．
考察曲线的参数方程

x ＝ φ（ t） ， y ＝ ψ（ t） ， α ≤ t ≤ β （１３５）
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显然 ，对于每个 t ∈ ［ α ，β］ ，都有惟一的 x 和惟一的 y 与 t 对应 ．就令这个

x 与这个 y 对应 ．当然 ，一般来说这个对应不一定是单值的 ．但如果这个对应

是单值的或加上某些条件后是单值的 ，则就又确定了一个从 x 到 y 的函数

y ＝ f（ x） ，称函数 y ＝ f（ x）为由参数方程（１３５）定义的函数 ．
例如 ，椭圆的参数方程为

x ＝ acos t ， y ＝ bsin t ，０ ≤ t ＜ ２π （１３６）

当 ０ ≤ t ≤ π 时 ，由 x ＝ acos t 可得 t ＝ arccos x
a  再将此代入方程（１３６）中第

２ 式 ，得到显函数

y ＝ bsin t ＝ bsin arccos x
a ＝ b １ － cos２ arccos x

a ，

这一结果与前段作为隐函数解出的结果是一致的 ．

§ １４ 　 各种常用函数类

在中学数学中 ，已经遇到过许多种类的函数 ，例如单调函数 、奇函数和偶

函数以及周期函数等 ．在数学分析中仍将不断地遇到它们 ，故此复述如下 ．
（i） 单调函数 　 设函数 f （ x） 于某区间 I 上有定义 ．如果对于任何

x１ ，x２ ∈ I ，x１ ＜ x２ ，都有

f（ x１ ） ≤ f（ x２ ） 　 （ f（ x１ ） ≥ f（ x２ ）） ， （１４１）

则称函数 y ＝ f（ x）在区间 I 上是递增（递减）函数 ．如果（１４１）式中为严格

不等号 ，则称函数 y ＝ f（ x）在区间 I 上是严格递增（严格递减）函数 ．
递增函数和递减函数统称单调函数 ，严格递增函数和严格递减函数统称

为严格单调函数 ．

例如 ，y ＝ sin x 是 － π
２ ，π２ 上的严格递增函数 ，y ＝ x２ 是（ － ∞ ，０］上的

严格递减函数 ，符号函数 y ＝ sgn x 是（ － ∞ ，＋ ∞ ）上的递增函数 ．在本书的第

五章 ，我们将使用微分学工具给出单调函数的判定方法 ．
（ii） 奇函数与偶函数 　 如果函数 f（ x）的定义域是关于原点对称的区间

或关于原点对称的更一般的集 I （例如可为若干个区间之并） ，且对任何

x ∈ I ，都有

f（ － x） ＝ － f（ x） 　 （ f（ － x） ＝ f（ x）） ，

则称函数 f（ x）为奇（偶）函数 ．易见 ，奇函数的图形关于原点中心对称 ，而偶

函数的图形关于 y 轴对称 ．
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对于 n ∈ N ，函数 y ＝ xn 当 n 为奇数时是奇函数 ，当 n 为偶数时是偶函

数 ．y ＝ sin x 和 y ＝ tan x 都是奇函数 ，y ＝ sgn x 也是奇函数 ；y ＝ cos x ，y ＝
D（ x） ，y ＝ R（ x）都是偶函数 ．

（iii） 周期函数 　 凡是能使等式

f（ x ＋ w） ＝ f（ x） ， 　 w ＞ ０ 为常数

对所有 x 恒成立的函数 f（ x）称为周期函数 ，其中的常数 w 称为函数 f（ x）的
周期 ．

正弦函数 y ＝ sin x 和余弦函数 y ＝ cos x 都是以 ２π 为周期的周期函数 ．显
然 ，４π ，６π 等也是它们的周期 ，但 ２π 是它们的最小正周期 ．y ＝ tan x ，y ＝ cot x
也都是周期函数 ，它们的最小正周期为 π R（ x）也是周期函数 ，它的最小正周

期为 １ ．通常所说周期函数的周期就专指它的最小正周期 ．但是 ，并不是每个

周期函数都有最小正周期 ．例如 ，对于狄利克雷函数 D（ x） ，每个有理数 r 都

是它的周期 ，它当然没有最小正周期 ．
此外 ，在数学分析中经常用到的函数类还有有界函数 ，反函数和复合函

数 ．
（iv） 有界函数与无界函数 　 设函数 f（ x）的定义域是 X ，值域是 R（ f） ＝

｛ f（ x）｜ x ∈ X｝ ．如果实数集 R （ f）有上界（下界） ，称函数 f（ x）有上界 （下
界） ；如果函数 f （ x ）的值域 R（ f ）是有界集 ，则称 f （ x ）为有界函数 ；如果

R（ f）是无界集 ，则称 f（ x）为无界函数 ．
由定理 １２１ 知 ，函数 f（ x）为 X 上的有界函数的充分必要条件是存在

M ＞ ０ ，使对所有 x ∈ X ，都有｜ f（ x）｜ ≤ M ．
例如 ，正弦函数 sin x 和余弦函数 cos x 都是有界函数 ；函数 y ＝ x２ 在

（ － ∞ ，＋ ∞ ）上 是 无 界 函 数 ，但 是 它 是 有 下 界 的 函 数 ；对 数 函 数 y ＝
log a x（ a ＞ １）是（０ ，＋ ∞ ）上的无界函数 ．此外 ，D（ x）和 R（ x）都是有界函数 ．

如果函数 f（ x）在 X 上有上界 ，即 R（ f）有上界 ，则由定理 １２２ 知它有

上确界 M ，称为 f（ x）在 X 上的上确界 ，记为

M ＝ sup｛ f（ x） | x ∈ X｝ 或 M ＝ sup
x ∈ X

f（ x）

类似地称 R（ f）的下确界（如果存在）为函数 f（ x）在 X 上的下确界 ，记为

m ＝ inf｛ f（ x） | x ∈ X｝ ＝ in f
x ∈ X

f（ x）

　 　 如果函数 f （ x）的值域 R （ f ）存在最大元或最小元 ，则分别称为函数

f（ x）在 X 上的最大值和最小值 ，分别记为

max｛ f（ x） | x ∈ X｝ ＝ max
x ∈ X

f（ x） ，

min｛ f（ x） | x ∈ X｝ ＝ min
x ∈ X

f（ x）
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　 　 为方便起见 ，有时也借用sup
x ∈ X

f（ x） ＝ ＋ ∞ 和 in f
x ∈ X

f（ x） ＝ － ∞ 来分别表示函

数 f（ x）于 X 上无上界和无下界 ．
（v） 反函数 　 如果函数 y ＝ f（ x）是定义域 X 上的严格递增函数 ，则对任

何 y ∈ R（ f） ，都恰有一个 x ∈ X ，使得 y ＝ f（ x） ．当 y ＝ f（ x）为严格递减函数

时 ，情况也是如此 ．
一般地 ，设函数 f（ x）的定义域为 X ，如果对于任何 y ∈ R（ f） ，都恰有一

个 x ∈ X ，使得 y ＝ f（ x） ，则就确定了一个由 y ∈ R（ f）到 x ∈ X 的单值对应 ．
按定义 ，这就确定 x 为 y 的函数 ，称为函数 f（ x）的反函数 ，记为 x ＝ f － １ （ y）
但也可以按习惯把自变量写成 x 而因变量写成 y ，即写成 y ＝ f － １ （ x） ．它的定

义域是 R（ f）而值域是 X ．于是有

（ f  f － １ ）（ x） ＝ x ， x ∈ R（ f） ，

（ f － １  f）（ x） ＝ x ， x ∈ X ．

　 　 例如 ，考察定义在 － π
２ ，π２ 中的函数 y ＝ tan x ，它的反函数是 y ＝

arctan x ．这时有

arctan（ tan x） ＝ x ， x ∈ － π
２ ，π２ ，

tan（arctan x） ＝ x ， x ∈ （ － ∞ ，＋ ∞ ） ．

　 　 当 f（ x）为区间 I 上的严格单调函数时 ，它当然有反函数 f － １ ，但当 f（ x）
不是严格单调函数时 ，也可能有反函数 ．例如函数

f（ x） ＝
x ，　 　 当 x 为有理数 ，

－ x ，　 当 x 为无理数 ，

它不但不是严格单调函数 ，而且它的图形也无法明确画出来 ．但是 ，f（ x）有反

函数而且反函数就是它自身 ，即 f － １ （ x） ＝ f（ x） ．
关于反函数的存在性 ，我们有如下的定理 ．
定理 141 　 设函数 y ＝ f（ x）在区间 I 上严格递增（递减）且当以 I 为定

义域时 ，函数 f（ x）的值域是 Y ，则必存在反函数 x ＝ f － １ （ y） ，它在 Y 中有定

义且也是严格递增（递减）的 ．
证 　 对于任何 y ∈ Y ，因为 Y 为 f （ x）的值域 ，故有 x ∈ I ，使得 y ＝

f（ x） ．若还有 x′ ∈ I ，x′ ≠ x ，使得 f（ x′） ＝ y ，则有 f（ x） ＝ f（ x′） ，此与函数

f（ x）的严格递增性矛盾 ．故知满足条件 y ＝ f （ x）的 x 是惟一的 ，即对应

y → x是单值的 ．从而函数 x ＝ f － １ （ y）存在 ．

对于任何 y１ ，y２ ∈ Y ，y１ ＜ y２ ，记

x１ ＝ f － １ （ y１ ） ， x２ ＝ f － １ （ y２ ）
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若 x１ ≥ x２ ，则由函数 f 的严格递增性可得 f （ x１ ） ≥ f（ x２ ） ，即 y１ ≥ y２ ，矛盾 ．

故必有 x１ ＜ x２ ，即反函数 f － １ 也是严格递增的 ．

（vi） 复合函数 　 设函数 f 的定义域是 Y ，函数 g 的定义域是 X ．对于

x ∈ X ，如果 g（ x） ∈ Y ，则可按如下的对应法则得到惟一的实数 z ∈ R（ f） ：

x → y ＝ g（ x） ， y → z ＝ f（ y） ＝ f（ g（ x））

这个对应法则所确定的函数就称为函数 f 与 g 的复合函数 ，记为 f g ．这时 ，

f g 的定义域 是 ｛ x ｜ x ∈ X 且 g（ x ） ∈ Y ｝ ．当 x 属于这 个定义 域时 ，

（ f g）（ x） ＝ f（ g（ x）） ．

可以看出 ，复合函数 f  g 的定义域是 g 的定义域 X 的一个子集 ．当

D（ f g）非空时 ，复合函数 f g 才有意义 ．

这里 ，我们仅仅给出了两个函数的复合函数的定义 ，类似地可以定义 ３ 个

乃至更多个函数的复合函数 ．
例 141 　 设 f（ x） ＝ x２ ＋ １ ，g（ x） ＝ ln x ，则有

（ f  g）（ x） ＝ ln２ x ＋ １ ， D（ f  g） ＝ （０ ， ＋ ∞ ） ，

（ g  f）（ x） ＝ ln（ x２ ＋ １） ， D（ g  f） ＝ （－ ∞ ， ＋ ∞ ） ．

易见 ，复合函数 f g 与 g f 是两个不同的函数 ，这表明复合函数是不能交换

次序的 ．

例 142 　 设 f（ x） ＝ １
１ － x ，g（ x） ＝ １ － １

x ，于是 D（ f） ＝ （ － ∞ ，１） ∪ （１ ，

＋ ∞ ） ＝ R － ｛１｝ ，D（ g） ＝ （ － ∞ ，０） ∪ （０ ，＋ ∞ ） ＝ R － ｛０｝ ，按定义有

（ f  g）（ x） ＝ f（ g（ x）） ＝ １

１ － １ － １
x

＝ x ，

（ g  f）（ x） ＝ g（ f（ x）） ＝ １ － １
１

１ － x
＝ x

表面上看 ，这两个函数似乎是相同的 ，但是 ，它们的定义域不同 ，D（ f g） ＝
D（ g）而 D（ g f） ＝ D（ f） ．这表明二者不是同一个函数 ．实际上 ，二者只不过

是函数 y ＝ x 在不同子集上的限制而已 ．

例 143 　 设 f（ x） ＝ arcsin x ，g（ x） ＝ x ，h（ x） ＝ x ＋ １
２  则有

（ f  g  h）（ x） ＝ arcsin x ＋ １
２ ， D１ ＝ ［ － １ ，１］ ，

（ f  h  g）（ x） ＝ arcsin x ＋ １
２ ， D２ ＝ ［０ ，１］ ，
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（ g  f  h）（ x） ＝ arcsin x ＋ １
２ ， D３ ＝ ［ － １ ，１］ ，

（ g  h  f）（ x） ＝ arcsin x ＋ １
２ ， D４ ＝ ［ － sin１ ，１］ ，

（ h  f  g）（ x） ＝ １
２ （arcsin x ＋ １） ， D５ ＝ ［０ ，１］ ，

（ h  g  f）（ x） ＝ １
２ （ arcsin x ＋ １） ， D６ ＝ ［０ ，１］ ，

其中的 D１ ，D２ ，D３ ，D４ ，D５ ，D６ 分别表示 ６ 个复合函数的定义域 ．

§ １５ 　 初 等 函 数

在 § １３ 中已经指出 ，常数函数 ，幂函数 ，指数函数 ，对数函数 ，三角函数

图 １５１

和反三角函数统称为基本初等函数 ．从它们出

发 ，经过有限多次加 、减 、乘 、除和复合运算所能

得到的所有函数统称为初等函数 ．为了今后更好

地研究初等函数的较为深刻的性质 ，本节就把基

本初等函数的性质复习一下并介绍一些常用的

初等函数 ．
１ 常数函数 y ＝ C ，其中 C 为常数 ，定义域

为（ － ∞ ，＋ ∞ ）如图 １５１ 所示 ，是一条过点（０ ，C）且平行于 x 轴的直线 ．
它具有许多优秀的性质 ：它在整个定义域上既是递增函数又是递减函数 ；

它又是偶函数 ，有界函数 ，又是没有最小正周期的周期函数 ．而且 ，随着本书内

容的展开 ，读者还会了解它的深层次的优秀性质 ．

图 １５２

２ 幂函数 y ＝ xα （０ ＜ x ＜ ＋ ∞ ，α ≠ ０） ．
其图 形都 是一 条 单调 变化 的 曲线 ，如 图

１５２ ．
当 α 为正整数时 ，幂函数 y ＝ xn

的定义

域为（ － ∞ ，＋ ∞ ） ；当 α 为负整数时 ，幂函数

y ＝ x － n
的定义域为（ － ∞ ，０） ∪ （０ ，＋ ∞ ） ；当

α ＝ ０ 时 ，y ＝ x０ ＝ １ 在点 x ＝ ０ 处没有意义 ，
故不能用它来代替常数函数 ．恰恰相反 ，正
因为有了常数函数 ，所以在幂函数中不包括

α ＝ ０ 的情形 ．
对于一般的 α ，当 α ＞ ０ 时 ，总认为 y ＝ xα 的定义域是［０ ，＋ ∞ ） ；当 α ＜ ０
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时 ，y ＝ xα 的定义域为（０ ，＋ ∞ ） ．
当 α 为奇数时 ，y ＝ xα

为奇函数 ；当 α 为偶数时 ，y ＝ xα
为偶函数 ．当 α ＞

０ 时 ，y ＝ xα 为严格递增函数 ；当 α ＜ ０ 时 ，y ＝ xα 为严格递减函数 ．函数 y ＝ xα

与 y ＝ x
１
α 互为反函数 ．

３ 指数函数 y ＝ ax （ a ＞ ０ ， a ≠ １） ，其定义域为（ － ∞ ，＋ ∞ ）且图形如图

１５３ 所示 ．
当 a ＞ １ 时 ，y ＝ ax 为严格递增函数 ；当 a ＜ １ 时 ，y ＝ ax 为严格递减函

数 ．
４ 对数函数 y ＝ log a x（ a ＞ ０ ， a ≠ １） ，其定义域为（０ ，＋ ∞ ） ，其图形如图

１５４ 所示 ．

图 １５３
图 １５４

　 　 对数函数是指数函数的反函数 ，其单调性与指数函数相同 ．当 a ＞ １ 时 ，
y ＝ log a x严格递增 ；当 a ＜ １ 时 ，y ＝ log a x 严格递减 ．

５ 三角函数 y ＝ sin x 和 y ＝ cos x 的定义域都是（ － ∞ ，＋ ∞ ） ，且二者都

是以 ２π 为周期的周期函数 ，都是有界函数且最大值都是 １ ，最小值都是 － １ ．
y ＝ tan x 和 y ＝ cot x 都是以 π 为周期的周期函数且有 tan x·cot x ＝ １ y ＝

tan x 的 定 义 域 是 ∪
＋ ∞

k ＝ － ∞
kπ － π

２ ， kπ ＋ π
２ ； y ＝ cot x 的 定 义 域 是

∪
＋ ∞

k ＝ － ∞
（ kπ ，（ k ＋ １）π）

y ＝ sec x ＝ １
cos x和 y ＝ csc x ＝ １

sin x也都是以 ２π 为周期的周期函数 ．

三角函数的图像是大家熟知的 ，这里不再重复 ．三角函数之间有许多非常

有用的公式 ，这里我们仅开列其中的一部分 ：

（i） cos x ＝ sin x ＋ π
２ ；　 　 　 （ ii） sin x ＝ cos x － π

２ ；

（iii） sin２ x ＋ cos２ x ＝ １ ； （ iv） cos２ x － sin２ x ＝ cos２ x ；
（v） sin２ x ＝ ２sin xcos x ； （vi） tan２ x ＋ １ ＝ sec２ x ；
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（vii） cot２ x ＋ １ ＝ csc２ x ；
（viii） sin（ x ± y） ＝ sin xcos y ± cos xsin y ；
（ix） cos（ x ± y） ＝ cos xcos y  sin xsin y ；

（x） sin x ＋ sin y ＝ ２sin x ＋ y
２ cos x － y

２ ；

（xi） sin x － sin y ＝ ２cos x ＋ y
２ sin x － y

２ ；

（xii） cos x ＋ cos y ＝ ２cos x ＋ y
２ cos x － y

２ ；

（xiii） cos x － cos y ＝ － ２sin x ＋ y
２ sin x － y

２ ；

（xiv） sin xsin y ＝ － １
２ ［cos（ x ＋ y） － cos（ x － y）］ ；

（xv） cos xcos y ＝ １
２ ［cos（ x ＋ y） ＋ cos（ x － y）］ ；

（xvi） sin xcos y ＝ １
２ ［sin（ x ＋ y） ＋ sin（ x － y）］

６ 反三角函数 y ＝ arcsin x ， y ＝ arccos x ， y ＝ arctan x ，y ＝ arccot x ，其中

反正弦函数与反余弦函数的定义域是［ － １ ，１］ ，而反正切函数与反余切函数的

定义域是（ － ∞ ，＋ ∞ ） ．
函数 y ＝ arcsin x 和 y ＝ arctan x 都是严格递增函数 ，而函数 y ＝ arccos x 和

y ＝ arccot x 都是严格递减函数 ．它们之间有如下公式 ：

arcsin x ＋ arccos x ＝ π
２ ， arctan x ＋ arccot x ＝ π

２ 

　 　 在初等函数中 ，特别值得一提的就是双曲函数 ，在第六章的换元积分法

中 ，常常要用到它们 ．
双曲函数定义如下 ：

sh x ＝ e x － e－ x

２ 　 　 　 　 ch x ＝ e x ＋ e－ x

２ ，

th x ＝ sh x
ch x ＝ e x － e－ x

e x ＋ e－ x ， cth x ＝ ch x
sh x ＝ e x ＋ e－ x

e x － e－ x 

这 ４ 个函数分别称之为双曲正弦 、双曲余弦 、双曲正切和双曲余切 ．由定义直

接看出 ，sh x ，th x ，cth x 都是奇函数而 ch x 是偶函数（如图 １５５） ．
从双曲函数的定义出发 ，可以导出许多类似于三角函数的恒等式 ．例如有

sh（ x ± y） ＝ sh xch y ± ch xsh y ，

ch（ x ± y） ＝ ch xch y ± sh xsh y ，
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ch２ x － sh２ x ＝ １ ，

sh２ x ＝ ２sh xch x ，

ch２ x ＝ ch２ x ＋ sh２ x

图 １５５

　 　 由定义直接看出 ，sh０ ＝ ０ ，ch０ ＝ １ ，sh x 是（ － ∞ ，＋ ∞ ）上的严格递增函

数 ，而 ch x 的最小值是 １ 当 x ≥ ０ ，y ＞ ０ 时 ，由上面公式有

ch（ x ＋ y） ＝ ch xch y ＋ sh xsh y ＞ ch x ，

这表明 ch x 是 ［０ ，＋ ∞ ）上的严格递增函数 ．再由 ch x 为偶函数知 ，ch x 是

（ － ∞ ，０］上的严格递减函数 ．因此 ，sh x 有统一的反函数而 ch x 的反函数要分

两部分来求 ．
令

e x ± e－ x

２ ＝ y （１５１）

于是得到关于 e x
的一元二次方程

（e x ）２ － ２ ye x ± １ ＝ ０

解得

e x ＝ y ± y２  １ （１５２）

　 　 当 y ＝ sh x 时 ，（１５１）式中的负号导致（１５２）式根号中的正号 ．这时根

号外面负号导致右端为负 ，舍去 ，于是得到 y ＝ sh x 的反函数为

x ＝ ln y ＋ y２ ＋ １ ， － ∞ ＜ y ＜ ＋ ∞ 

　 　 当 y ＝ ch x 时 ，（１５２）式根号中为负号 ，这时两个根都有意义 ．恰导出两

部分的反函数 ：
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x１ ＝ ln（ y ＋ y２ － １） ≥ ０ ， y ≥ １ ，

x２ ＝ ln（ y － y２ － １） ≤ ０ ， y ≥ １

由于

x１ ＋ x２ ＝ ln（ y ＋ y２ － １）（ y － y２ － １） ＝ ０ ，

所以对于同一个 y 值 ，x１ 与 x２ 的值互为相反数 ．由于 y ＝ ch x 是偶函数 ，当

然应有这样的结果 ．

习 　 题 　 1

１ 设 a ≥ ０ 且对任何 ε ＞ ０ ，都有 a ≤ ε ，求证 a ＝ ０ ．
２ 设 X 是无限集 ，a ＞ ０ ，且对任何 x１ ，x２ ∈ X ，x１ ≠ x２ ，都有｜ x１ － x２ ｜ ≥ a ，求证集 X

是无界集 ．
３ 证明下列集合无界 ：

（i） A ＝
n ＋ １
n － １

n ∈ N ， n ≥ ２ ；

（ii） B ＝ x２ ＋ １sin x x ∈ （ － １ ，０） 

４ 证明下列数集有界 ：

（i） A ＝
sin n

n
＋ １ n ∈ N ；

（ii） B ＝ x２ － １
２ x２ ＋ １

x ∈ R 

５ 举例说明存在分别满足下列各种要求的集合 ：
（i） 有上确界无下确界的数集 ；
（ii） 上下确界都存在且含有上确界但不含有下确界的数集 ；

（iii） 既含有上确界又含有下确界的无穷集合 ；

（iv） 上下确界都存在但却都不在集内的集合 ．
６ 设 X ，Y  R且对任何 x ∈ X ，都存在 y ∈ Y ，使得 x ≤ y ，求证 sup X ≤ sup Y
７ 设 X ，Y  R且对任何 x ∈ X 和 y ∈ Y ，都有 x ≤ y ，求证 sup X ≤ inf Y ．

８ 设 a ＞ ０ ，X 为有界集 ，定义 aX ＝ ｛ ax｜ x ∈ X｝ ，求证 sup（ aX） ＝ asup X ，inf（ aX） ＝
ain f X

９ 设集 A 和 B 的上下确界都存在且 A  B ．求证 inf A ≥ in f B ，sup A ≤ sup B ．
１０ 设 X 和 Y 是两个有界集 ，定义 Z ＝ ｛ x ＋ y｜ x ∈ X ，y ∈ Y｝ ，求证 ：

（i） in fZ ＝ inf X ＋ inf Y ；
（ii） sup Z ＝ sup X ＋ sup Y
１１ 设 X 和 Y 是两个有界非负实数集 ，定义 Z ＝ ｛ xy｜ x ∈ X ，y ∈ Y｝ ，求证 ：
（i） in fZ ＝ inf X·in f Y ；
（ii） sup Z ＝ sup X·sup Y
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１２ 求下列各数集的上下确界 ：

（i） A ＝ n
n ＋ ２ n ∈ N ；

（ii） B ＝ ｛sin x ＋ cos x｜ x ∈ R｝
１３ 求证两个偶函数之积是偶函数 ，两个奇函数之积也是偶函数 ，一个奇函数与一个

偶函数之积是奇函数 ．
１４ 求证定义在（ － ∞ ，＋ ∞ ）上的任何函数都可以表示成一个偶函数与一个奇函数之

和 ．
１５ 证明下列各函数在给定区间上有界 ：

（i） f（ x） ＝ １ ＋ x２
１ ＋ x４ ， （ － ∞ ，＋ ∞ ） ；

（ii） f（ x） ＝ ln x
x ， １

２ ，１ 

１６ 求证函数 f（ x） ＝ １
x cos １

x 在任何形如（０ ，a）的开区间中都无界 ，其中 a ＞ ０ ．

１７ 求下列各组函数的复合函数 f g 和 g f ，并指出它们的定义域 ：

（i） f（ x） ＝ x
x ＋ ２

， g（ x） ＝ x － １
x ；

（ii） f（ x） ＝ ｜ x｜ ， g（ x） ＝ － x ；

（iii） f（ x） ＝
－ x － １ ， x ≤ ０ ，

x ， x ＞ ０ ，
g（ x） ＝

x ， x ≤ ０ ，

－ x２ ， x ＞ ０
１８ 求下列各函数的定义域 ：

（i） y ＝ ３ x － x３ ； （ii） y ＝ cos x２ ；

（iii） y ＝ arcsin ２ x
１ － x２ ；

（iv） y ＝ ln［cos（ln x）］ ；
（v） y ＝ ln［ln（ln x）］
１９ 求函数

y ＝

x ， － ∞ ＜ x ＜ １ ，

x２ ，１ ≤ x ≤ ４ ，

２ x ，４ ＜ x ＜ ＋ ∞

的反函数 ．

２０ 把函数 y ＝ sin x ，０ ≤ x ＜ １ 延拓到整个实轴上去 ，使之成为周期为 ２ 的偶函数 ．
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