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前 　 　言

微分方程在实际中有着广泛的应用 ，凡是与变化率有关的问题几乎都可

以用微分方程模型来研究 ．为了弄清一个实际系统随时间变化的规律 ，需要讨

论微分方程解的性态 ，通常有三种主要的方法 ：（１）求出方程的解析解（包括

级数形式的解） ；（２）求方程的数值解 ；（３） 对解的性态进行定性分析 ．三种

方法各有其特点和局限性 ．在对方程的研究中它们相互补充 、相辅相成 ．本书

介绍定性分析的基本理论和方法 ，也就是不求解微分方程而研究时间趋于无

穷时解的渐近性态 ．其内容包括定性理论 、稳定性理论和分支理论三个部分 ．

定性分析方面国内外已有不少很好的教材和专著 ，但面对非常微分方程

专门化的应用数学专业的硕士生和高年级本科生 ，在当前有限的学时内尚难

找到合适的教材 ．本书正是为适应这一需要而编写的 ．在编写中我们力求反映

以下特色 ：

1 ．从应用的需要出发精选内容

本书在讲清基本概念的基础上 ，取材着眼于应用中常见的一些方法及其

必要的理论基础 ．将某些繁难的证明略去而突出这些理论和方法的涵义和应

用 ．例如 ，中心与焦点的判定只讲形式级数法 ，着重讲清方法的证明思路和使

用步骤 ，未作完整的严格证明 ；对高阶奇点的第一 、二类判定问题仅在解析条

件下给出结论 ；仅给出一些实用的中心流形定理 ，显示它们的应用而略去其证

明等 ．

2 ．加强定性理论 、稳定性理论和分支理论三部分的相互渗透

本书在精选内容的基础上仍分章保持着定性理论（包括平面与空间） 、稳

定性理论和分支理论各自的基本体系 ，但在内容的叙述和方法的使用方面相

互配合 、相互渗透 ．例如 ，用 Liapunov 函数法帮助判定某些中心或焦点 ，讲解

平面闭轨线族的极限环分支 ；将旋转向量场纳入分支理论中讲授等 ．

3 ．突出概念的实质和内容思想方法的揭示

本书力求总结作者多年来在研究生和数学系本科生教学中对本门课程讲

授的经验体会 ，揭示概念的实质 ，分析定理证明和方法应用的思路 ，期望能有

助于提高读者的数学素质和培养读者的创新研究能力 ．

4 ．加强应用

本书专门列了一章微分方程应用举例 ．在不同领域内挑选了几个实例从

建立模型 、定性分析到结果的实际意义都进行了较系统地讲解 ，在其它有关章

节中也穿插了一些实例分析 ．期望能引起读者的应用兴趣 ，有助于应用意识和



能力的培养 ．

5 ．注意了与计算机使用的结合

本书在基本理论和方法的应用与计算机的数值计算和符号运算功能的有

机结合方面进行了一些探索 ，例如利用计算机显示一些系统的轨线分布图 ；利

用符号运算功能来计算焦点量等 ．为了使读者更方便地应用 Maple软件解决
微分方程定性 、稳定性分析中的问题 ，我们在相应的地方都给出了 Maple程
序 ，对这些程序稍加修改 ，就可以解决更一般的问题 ．

本书的第一 、二 、四 、五 、六章由马知恩执笔 ，第三 、七 、八 、九章由周义仓执

笔 ，Maple程序由周义仓调试 ．全书在内容的编排 、叙述和文字符号的处理上

被多次讨论并统一协调 ．限于编者水平 ，难免有错误与不妥之处 ，恕望得到广

大读者的批评指正 ．

作 　者
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第一章 　基本定理

本章将介绍常微分方程解的一些基本定理 ，它们是本书的理论基础 ．其中

有些定理在常微分方程的一般教程中已有论述 ．这里我们再作复习 、补充和提

高 ．

§ １畅１ 　解的存在惟一性定理

在大部分常微分方程教材中 ，解的存在惟一性定理是采用逐步逼近的近

似解序列方法加以证明的 ．这种方法有其直观 、实用的优点 ，但步骤复杂 ．下面

我们对一般的向量微分方程 ，采用较高的观点 ，给出一个简捷的证明 ．

定理 1畅1（存在惟一性定理） 　考虑 Cauchy问题 ① ：

d xd t ＝ f（ t ，x） ，

x（ t０ ） ＝ x０ ，

（１ ．１ ．１）

其中 x为 Rn 中的向量 ．f 是实变量 t 和 n 维向量 x 的 n 维向量值函数 ．若

f（ t ，x）在开区域 G 彻 R × Rn 中满足下列条件 ：

１） 　 f在 G 内连续 ，简记为 f ∈ C（G） ；

２） 　 f关于 x满足局部 Lipschitz条件 ，即对于点 P０ （ t０ ，x０ ） ∈ G ，愁

G０ ＝ ｛（ t ，x） | | t － t０ | ≤ a ，‖ x － x０ ‖ ≤ b｝ 炒 G
和依赖于 P０ 点的常数 LP

０
，使得 橙 （ t ，x１ ） ，（ t ，x２ ） ∈ G０ 有不等式

‖ f（ t ，x１ ） － f（ t ，x２ ） ‖ ≤ LP
０
‖ x１ － x２ ‖ （１ ．１ ．２）

成立 ，其中 ‖ · ‖ 表示欧氏范数 ．

则 Cauchy问题（１ ．１ ．１）在区间 | t － t０ | ≤ h 倡 上存在惟一的解 ．其中 i

０ ＜ h 倡
＜ min h ，

１
LP

０

，　 h ＝ min a ，
b
M ，

M ＝ max
（ t ，x） ∈ G

０

‖ f （ t ，x） ‖ ． （１ ．１ ．３）

证 　 容易看出 ，在区间 | t － t０ | ≤ h 倡 上 Cauchy问题（１ ．１ ．１）等价于积

分方程

① 求微分方程适合给定初始条件的解的问题称为 Cauchy 问题或称初值问题 ．



x（ t） ＝ x０ ＋∫
t

t
０

f（τ ，x（τ））dτ ， 　 | t － t０ | ≤ h 倡
（１ ．１ ．４）

的求解问题 ．取 B为定义在区间 | t － t０ | ≤ h 倡 上的一切连续函数所构成的

空间 ，D为定义在区间 | t － t０ | ≤ h 倡 上且图像包含在 G０中的一切连续函数

所构成的集合 ．现定义在连续函数空间 C［ t０ － h 倡
，t０ ＋ h 倡

］的映射

（Tx）（ t） ＝ x０ ＋∫
t

t
０

f（τ ，x（τ））dτ ， 　 | t － t０ | ≤ h 倡
． （１ ．１ ．５）

由于

‖ Tx － x０ ‖ V≤ ∫
t

t
０

‖ f（τ ，x（τ）） ‖ dτ
≤ M | t － t０ | ≤ b ，

所以 ，映射（１ ．１ ．５）把集合 D映射到它自身 ．要证明积分方程（１ ．１ ．４）存在惟

一的解 ，也就是要证明映射（１ ．１ ．５）存在惟一的不动点 ：x 倡
＝ Tx 倡

．下面利用

Banach空间的压缩映像原理来证明 ．设 橙 x１ ，x２ ∈ D ，由（１ ．１ ．４）得

‖ Tx１ － Tx２ ‖ C 构＝ max
| t － t

０
| ≤ h 倡

∫
t

t
０

［ f（τ ，x１ （τ）） － f（τ ，x２ （τ））］dτ

≤ max
| t － t

０
| ≤ h 倡

∫
t

t
０

‖ f（τ ，x１ （τ）） － f（τ ，x２ （τ）） ‖ dτ ．

上式右端积分号内为欧氏范数 ．由 Lipschitz条件（１ ．１ ．２）知

　 　 　 ‖ Tx１ － Tx２ ‖ C 种≤ max
| t － t

０
| ≤ h 倡

∫
t

t
０

LP
０
‖ x１ － x２ ‖ cdτ

≤ LP
０

max
| t － t

０
| ≤ h 倡

‖ x１ － x２ ‖ c | t － t０ |

≤ LP
０
h 倡

‖ x１ － x２ ‖ C ．

由（１ ．１ ．３）可见 ，LP
０
h 倡

＜ １ ．因此 ，由（１ ．１ ．５）所定义的映射 T 是一压缩映
射 ．据压缩映射原理知其存在惟一的不动点 ． 仇

注 1 　 容易看出 ，由（１ ．１ ．３）式所定义的 h是为了保证映射 T的像不会越
出集合 D ，从而可以使用 Lipschitz条件和压缩映像原理 ，而 h 倡 的引入是为了

保证映射 T 是压缩的 ．

注 2 　 利用逐次逼近近似解序列的方法来证明存在惟一性定理 ，所得到

解的存在惟一区间是 | t － t０ | ≤ h ．这里 ，由于证明方法的限制 ，所获得解的

存在惟一区间仅为 | t － t０ | ≤ h 倡
，比上述区间可能更小一些 ．下面我们即将

看到 ，由于解可以延拓 ，这一差异是无关紧要的 ．

注 3 　 应当指出 ，仅有 f（ t ，x）在 G内连续的条件 ，就足以保证解的存在

性 ，但却不能保证惟一 ；关于 x的 Lipschitz条件保证解至多存在一个 ，但却不

保证其存在性 ．有兴趣的读者可参阅文献［１］ ．
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当微分方程的右端依赖于参数 μ时 ，Cauchy问题的提法为
d xd t ＝ f（ t ，x ，μ） ，（ t ，x ，μ） ∈ G 彻 R × Rn

× Rm
，

x（ t０ ） ＝ x０ ， μ ＝ μ
０
．

（１ ．１ ．６）

若 f ∈ C（G） ，且对给定的 μ
０
，f 适合局部 Lipschitz 条件 ，则 Cauchy 问题

（１ ．１ ．６）在 | t － t０ | ≤ h 倡 上存在惟一的解 ．其中 h 倡 如（１ ．１ ．３）所定义 ．

§ １ ．２ 　 解的延拓

在上节中我们知道 ，Cauchy问题（１ ．１ ．１）的解 ，至少在 | t － t０ | ≤ h 倡 上

存在 ．这一局部性的存在定理大大地限制了解的实用范围和理论研究 ．人们自

然要问 ，对于给定的 Cauchy问题 ，能否确定其解存在惟一的最大区间 ？下面将

给予肯定回答 ．

假定定理 １ ．１的条件成立 ，由定理 １ ．１可知 ，Cauchy问题（１ ．１ ．１）的解将

在区间 | t － t０ | ≤ h 倡 上存在惟一 ．我们先将解向右延拓 ，令 t１ ＝ t０ ＋ h 倡
，

x（ t０ ＋ h 倡
） ＝ x１ ，易见 P１ （ t０ ＋ h 倡

，x（ t０ ＋ h 倡
）） ∈ G０ 炒 G ．由于 P１是 G的

内点 ，故必存在闭区域

图 １ ．１

G１ ＝ ｛（ t ，x） | | t － t１ | ≤ a１ ，

　 ‖ x － x１ ‖ ≤ b１｝ 炒 G ，

使 f 在 G１ 上对 x满足 Lipschitz 条
件 ．从而再据定理 １ ．１ ，此方程过点

P１ 的解记作 x１ （ t） ，它必在区间

| t － t１ | ≤ h 倡
１ 上存在惟一 ，其中

h 倡
１ 可类似于（１ ．１ ．３）定义 ．据解的

惟一性可知 ，在区间 ［ t１ － h 倡
１ ，t１ ］

上 ，此方程过 P１ 的解 x１ （ t）必与过
P０ 的解 x０ （ t）重合（见图 １ ．１） ．

定义 　

x（ t） ＝
x０ （ t） ，　 t ∈ ［ t０ － h 倡

，t０ ＋ h 倡
］ ，

x１ （ t） ，　 t ∈ ［ t１ ，t２ ］ ，t２ ＝ t１ ＋ h 倡
１ ，

于是 x（ t）就是 Cauchy问题（１ ．１ ．１）在区间［ t０ － h 倡
，t２ ］上的惟一解 ．

由于 P２ （ t２ ，x（ t２ ））也是 G的内点 ，故可依上法再向右延拓 ．同理 ，可将解

从点（ t０ － h 倡
，x（ t０ － h 倡

））向左延拓 ．如此继续 ，到双方都不能再延拓时为

止 ．这时所得到的存在区间 ，称为解的最大存在区间 ，具有最大存在区间的解

称为饱和解 ．容易看出 ，此最大存在区间必为开区间 ，记作（α ，β） ．因为若一方
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（例如 t ＝ β）为闭 ，则解必可从 t ＝ β向右继续延拓 ．我们当然希望知道解的

两端点（α ，x（α）） ，（β ，x（β））到底位于何处 ？下面的定理回答了这一问题 ．

定理 1畅2 　 设 f（ t ，x）在域 G 彻 R × Rn 内连续有界 ，且对 x 满足局部
Lipschitz条件 ，若Cauchy问题（１ ．１ ．１）的解 x（ t）的最大存在区间为（α ，β） ，α ，

β为有限数 ，则

１） 　 极限 lim
t → α

＋
x（ t） ＝ x（α ＋ ０） ，lim

t → β
－
x（ t） ＝ x（β － ０）存在 ；

２） 　 点（α ，x（α ＋ ０））与（β ，x（β － ０））均在 G 的边界上 ．

证 　 １）由 Cauchy问题（１ ．１ ．１）的等价积分方程

x（ t） ＝ x０ ＋∫
t

t
０

f（τ ，x（τ））dτ ，　 α ＜ t ＜ β

可知 ① ，

‖ x（ t１ ） － x（ t２ ） ‖ 唵＝ ∫
t
１

t
０

f（τ ，x（τ））dτ －∫
t
２

t
０

f（τ ，x（τ））dτ

＝ ∫
t
１

t
２

f（τ ，x（τ））dτ

≤ ∫
t
１

t
２

f（τ ，x（τ）） dτ ＜ M | t１ － t２ | ，

其中 M 为 ‖ f （ t ，x） ‖ 的上界 ．

由于 β为有限数 ，可见 ，当 t１ ，t２ → β
－ 时 ，有 ‖ x（ t１ ） － x（ t２ ） ‖ → ０ ．由

Cauchy收敛准则得知极限 x（β － ０）存在 ．同理可证 x（α ＋ ０）存在 ．

２） 　 若（β ，x（β － ０））不在 G的边界上 ，必为 G的内点 ．从而可以由 t ＝
β － ０向右继续延拓 ．与（α ，β）为解的最大存在区间相矛盾 ． 仇

如果我们去掉 f有界的假设 ，则可得如下定理 ．

定理 1畅3 　 设 f（ t ，x） ∈ C（G 彻 R × Rn
） ，且对 x适合局部 Lipschitz条

件 ，则 Cauchy问题（１ ．１ ．１）的解可延拓到与 G 的边界任意接近（包括可能趋

于无穷） ．

证 　 作有界区域 Gn（n ＝ １ ，２ ，⋯ ） ，使（ t０ ，x０ ） ∈ G１ 炒 G２ 炒 ⋯ 炒 Gn

炒 ⋯ 炒 G ，且 珚Gn 炒 Gn＋ １ （n ＝ １ ，２ ，⋯ ） ，Gn → G ，当 n → ＋ ∞ 时 ．

对于闭区域 珚G１ ，由于 f在 珚G１ 上必有界 ，利用定理 １ ．２可知 ，Cauchy 问题
（１ ．１ ．１）的解可向右延拓至 珚G１的某一边界点 P１ ，P１ ∈ G２ ．对闭区域 珚G２利用

定理 １ ．２可知 ，此解可继续由 P１ 向右延拓至 G２的某一边界点 P２ ．仿此类推 ，

可得到点列｛ Pn｝ ，n ＝ １ ，２ ，⋯ ．由于当 n → ＋ ∞ 时 Gn → G ，故｛ Pn｝必可与 G
的边界任意接近 ．同理可讨论向左延拓 ． 仇

注 1 　 ｛ Pn｝与边界 抄 G任意接近 ，并不等于｛ Pn｝可趋向 抄 G上某一点 ．因
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为当 n → ＋ ∞ 时｛ Pn｝可能极限不存在 ，而无限振荡着向 抄 G 靠近 ．在此意义

下 ，定理 １ ．３的结论比定理 １ ．２弱 ．

注 2 　 当 G 为无界区域时 ，｛ Pn｝可能趋于无穷 ，特别是有可能使解的存

在区间为（－ ∞ ，＋ ∞ ） ．而定理 １ ．２却限制 α与 β只能是有限值 ．在此意义下 ，

定理 １ ．３的结论不能为定理 １ ．２所包含 ．

本书的主要内容是研究微分方程的解的渐近性态 ，即当时间 t趋向无穷
时解的变化趋势及其特征 ．因此 ，对于给定的微分方程 ，我们首先应该知道 ，它

的解能否对 t延拓到无穷 ？或者 ，在什么条件下才能对 t延拓到无穷区间 ？

先考察区域 G就是全空间R × Rn的情形 ．如果 f（ t ，x）在全空间 R × Rn

连续且满足局部 Lipschitz条件 ，则由定理 １ ．３知 ，Cauchy问题（１ ．１ ．１）的解必

可以延拓至无穷远 ．但这并不意味解关于时间 t可以无限延拓 ，因为也可能是

当 t趋向有限值时 ‖ x（ t） ‖ → ＋ ∞ ．不难看出 ，如果加上解有界这一条件 ，那

么便保证了 t可无限延拓 ．然而把假设条件加在未知的解上一般来说是不合

适的 ，或者只有理论上的价值 ．为保证解的有界性 ，我们有以下定理 ．

定理 1畅4 　 设 f（ t ，x）在全空间 R × Rn 连续 、有界 ，且对 x 满足局部
Lipschitz条件 ，则 Cauchy问题（１ ．１ ．１）解的存在区间为（－ ∞ ，＋ ∞ ） ．

证 　 由定理 １ ．３可知 ，解可延拓到与 R × Rn的边界任意接近 ，即可延伸

至无穷 ．故要保证可关于 t无限延拓只须证明在定理的条件下 ，其解在任一有

限区间上均有界 ．事实上 ，由于

‖ x（ t） － x０ ‖ ≤ ∫
t

t
０

‖ f（τ ，x） ‖ dτ ≤ M | t － t０ | ，

这一结论是显然的 ． 仇

要求 f在全空间有界这一条件对上述结论是太强了 ．为了减弱条件 ，我们

先证明一个著名的引理 ，它在今后将多次用到 ．

Gronwall引理 　 设一元函数 g（ t）与 φ（ t）均在区间［ t０ ，t１ ］上连续 ，

g（ t） ≥ ０ ，常数 λ ≥ ０ ，r ≥ ０ ．若

φ（ t） ≤ λ ＋∫
t

t
０

［g（τ） φ（τ） ＋ r］dτ ， （１ ．２ ．１）

则

φ（ t） ≤ （λ ＋ rT）exp∫
t

t
０

g（τ）dτ ，　 t０ ≤ t ≤ t１ ，T ＝ t１ － t０ ．

（１ ．２ ．２）

证 　这一引理实际上是对积分不等式（１ ．２ ．１）的求解 ．我们希望把积分不

等式（１ ．２ ．１）化为相对应的微分不等式来研究 ．但是 ，若对不等式的两端求导 ，

不等号不一定能保持 ．我们通过等式来过渡 ．为此令
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ψ（ t） ＝ λ ＋∫
t

t
０

［g（τ）φ（τ） ＋ r］dτ ． （１ ．２ ．３）

两端对 t求导得
痹
ψ（ t） ＝ g（ t）φ（ t） ＋ r ． （１ ．２ ．４）

由（１ ．２ ．１）可见

φ（ t） ≤ ψ（ t） ，

代入（１ ．２ ．４）式得
痹ψ（ t） － g（ t）ψ（ t） ≤ r ．

两端乘以积分因子 exp －∫
t

t
０

g（τ）dτ ，得

exp －∫
t

t
０

g（τ）dτ ［痹ψ（ t） － g（ t） ψ（ t）］ ≤ rexp －∫
t

t
０

g（τ）dτ ≤ r ，

即

dd t ψexp∫
t

t
０

g（τ）dτ ≤ r ．

两端分别由 t０ 到 t积分得

ψ（ t）exp －∫
t

t
０

g（τ）dτ － ψ（ t０ ） ≤ r（ t － t０ ） ≤ rT ．

由（１ ．２ ．３）式可见 λ ＝ ψ（ t０ ） ，从而有

　 　 　 　 　 　 φ（ t） ≤ ψ（ t） ≤ （λ ＋ rT）exp∫
t

t
０

g（τ）dτ ． 仇

定理 1畅5 　 设 f（ t ，x）在全空间 R × Rn连续 ，对 x满足局部 Lipschitz条
件 ，且

‖ f（ t ，x） ‖ ≤ N ‖ x ‖ ，　 N为一正常数 ，

则 橙 （ t０ ，x０ ） ∈ R × Rn
，Cauchy 问题（１ ．１ ．１）的解的存在区间均为（ － ∞ ，

＋ ∞ ） ．

证 　 仿照定理 １ ．４ ，我们只须证明在任一有限区间上 ，Cauchy 问题
（１ ．１ ．１）的解都是有界的 ．假设存在有限数 b ＞ t０ ，使得解 x（ t）在［ t０ ，b）上
无界 ．当 t ∈ ［ t０ ，b）时 ，有

‖ x（ t） ‖ _≤ ‖ x０ ‖ ＋∫
t

t
０

‖ f（τ ，x（τ）） ‖ dτ

≤ ‖ x０ ‖ ＋∫
t

t
０

N ‖ x（τ） ‖ d τ ．

应用 Gronwall引理 ，注意到此时 r ＝ ０ ，便得

‖ x（ t） ‖ ≤ ‖ x０ ‖ exp∫
t

t
０

Ndτ ＝ ‖ x０ ‖ eN（ t － t
０
）
≤ ‖ x０ ‖ eN（ b － t

０
）
．
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与 x（ t）在［ t０ ，b）上无界矛盾 ．所以解向右对 t可延拓至 ＋ ∞ ，同理可证向左

延拓至 － ∞ ． 仇

如果 f的定义域不是全空间而是 G ＝ R × D ，D 炒 Rn
，那么定理 １ ．４和

１ ．５均不能保证解关于 t可无限延拓 ，因为解有可能在有限时刻到达 D 的边
界 ．这时我们有以下定理 ．

定理 1畅6 　 设 f（ t ，x）在域 G ＝ R × D ，D 彻 Rn内连续 ，有界且满足局

部 Lipschitz条件 ．若Cauchy问题（１ ．１ ．１）的解的几何长度无限 ，则此解的存在

区间必为（－ ∞ ，＋ ∞ ） ．

证 　 设 S（ t）是解所表示的曲线的弧长函数 ，S（ t０ ） ＝ ０ ．由弧微分公式

可知

d S 忖＝ 钞
n

i ＝ １

痹x２i（ t）d t ＝ ‖ ·x（ t） ‖ d t
＝ ‖ f（ t ，x（ t） ‖ d t ≤ Md t ，

其中 M 是 ‖ f（ t ，x） ‖ 的上界 ．两端分别从 t０ 到 t（ t ＞ t０ ）积分得
S（ t） ≤ M （ t － t０ ） ．

由于 S（ t）无限 ，所以必有 t → ＋ ∞ ．同理可证 t → － ∞ ． 仇

如前所述 ，这里把几何长度无限的条件加在未知函数 x（ t）上只有其理论
上的价值 ．但在定理 ２ ．２中我们即将看到 ，由此我们可以得出一个十分有用的

重要结论 ．

例 1 　 考察 Cauchy问题
痹x ＝ １ ＋ x２ ，　 － ∞ ＜ x ＜ ＋ ∞ ，

x（０） ＝ ０

的解的最大存在区间 ．

解 　 此解可直接解得

x ＝ tan t ，　 －
π
２

＜ t ＜ π
２

．

我们看到 ，虽然 f （x） ＝ １ ＋ x２ 在全空间 R连续 ，但所给 Cauchy问题的
解并不能对 t无限延拓 ，而其最大存在区间为 －

π
２

，
π
２

．显见 ，f （ x） ＝ １ ＋

x２ 在 R并非有界 ． 仇

例 2 　 考察 Cauchy问题
痹x ＝ １ ＋ x２ ，　 | x | ＜ ＋ ∞ ，

x（０） ＝ ０

的解的最大存在区间 ．

解 　 直接求解得

x ＝ sh t ，　 　 | t | ＜ ＋ ∞ ．

·７·§ １ ．２ 　 解的延拓



这里 f （x） ＝ １ ＋ x２ 在全空间 R仍是无界的 ，但所给Cauchy问题的解
的存在区间却是（－ ∞ ，＋ ∞ ） ．可见上述定理的条件只是充分的 ． 仇

例 3 　 考察 Cauchy问题
痹x ＝ x ，　 　 　 　 　 | x | ≤ １ ，

x（ t０ ） ＝ x０ ＞ ０

的解的最大存在区间 ．

解 　 求解得

x ＝ x０e t － t０ ．
由于 f （ x）仅在 | x | ≤ １上定义 ，所以有

| x０ | e t － t０ ≤ １ ．

从而

－ ∞ ＜ t ＜ t０ － ln | x０ | ．
我们看到 ，虽然 f （x） ＝ x在其定义域 | x | ≤ １上连续有界 ，但由于此定

义域不是全空间 R ，故未能保证解向右无限延拓 ． 仇

例 4 　证明方程
d xd t ＝ t２ ＋ x２ （１ ．２ ．５）

的任一解的存在区间都是有限的 ．

证 　方程（１ ．２ ．５）虽然形式简单 ，但它的解却无法用初等函数表出 ．容易

看出 ，对于 橙 p０ （ t０ ，x０ ） ∈ R × R ，（１ ．２ ．５）过 p０ 的解均存在惟一 ，而且均可

伸延至无穷 ．但这并不意味解关于 t可以无限延拓 ．事实上可以证明它的存在

区间有限 ．

设 x ＝ x（ t）是（１ ．２ ．５）适合初始条件 x（ t０ ） ＝ x０的解 ．令其右方的最大

存在区间为［ t０ ，b） ．若 b ＜ ０ ，则存在区间显然有限 ．若 b ＞ ０ ，取 t１ 适合 ０ ＜

t１ ＜ b ，则在［ t１ ，b）上有
d x（ t）d t ≥ t２１ ＋ x２ （ t）

或

d x
t２１ ＋ x２ ≥ d t ，　 　 t１ ≤ t ＜ b ，

两端从 t１ 到 t积分得
１
t１ arc tan x（ t）

t１ － arc tan x（ t１ ）
t１ ≥ t － t１ ．

由此可知

０ ≤ t － t１ ≤
π
t１ ，　 t１ ≤ t ＜ b ．
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因此 ，解的右方最大存在区间有限 ．

同理可证左方最大存在区间也是有限的 ． 仇

§ １ ．３ 　 解对初值和参数的连续依赖性和可微性

微分方程和初始条件是对客观实际问题的抽象描述 ．在抽象过程中 ，无论

是初值 、参数或微分方程本身都难免出现微小的误差 ，我们当然希望对于所建

立的微分方程 ，当上述误差很小时 ，其解的改变也很小 ．否则 ，所求的解就将失

去应用价值 ．这就是本节所研究问题的重要意义 ．

定理 1畅7（解对初值的连续依赖性） 　 设 f（ t ，x）在域 G 彻 R × Rn 内连

续 ，满足局部 Lipschitz条件 ，（ t０ ，x０ ） ∈ G ．并设有界闭区间［a ，b］为 Cauchy
问题（１ ．１ ．１）的解的一个存在区间 ，则其解 x（ t ；t０ ，x０ ）在区间［a ，b］上是初
值（ t０ ，x０ ）的连续函数 ．

证 　 为了证明的需要 ，首先我们来构造一个解曲线段 ：C｛ x ＝ x（ t ；t０ ，

x０ ） | a ≤ t ≤ b｝的邻域 U 炒 G ，使得 橙 （ t ，x１ ） ，（ t ，x２ ） ∈ U ，f 对 x的
Lipschitz条件满足且有共同的 Lipschitz常数 L ．事实上 ，对于曲线段 C上任一
点 Pi 必存在一 n ＋ １维空间的球形邻域 Ui（ 珡Ui 炒 G ） ，使在 Ui内 f对 x的局
部Lipschitz条件成立 ，其Lipschitz常数记作 LPi ．由于 C是一有界闭集 ，由有限

覆盖定理可知 ，存在有限个球形邻域 Ui（ i ＝ １ ，２ ，⋯ ，m）将曲线段 C覆盖 ．取

D ＝ ∪
m

i ＝ １
Ui ，且 L ＝ max

１ ≤ i ≤ m
Lp i ，容易看出 珚D 炒 G且 橙 （ t ，x１ ）（ t ，x２ ） ∈ D ，Lips唱

chitz条件
‖ f（ t ，x１ ） － f（ t ，x２ ） ‖ ≤ L ‖ x１ － x２ ‖ （１ ．３ ．１）

图 １ ．２

成立 ．设 D的边界集合与集合 C的距离为
d ，显然以 C上每点为中心 ，d为半径的所
有 n ＋ １ 维开球形域全体的并构成的区域

D０ 彻 D（图 １ ．２） ．

现在我们来证明解对初值的连续性 ．

设过初始点（ t０ ，x０ ）与（珋t０ ，珔x０ ）的解分别为
x ＝ x（ t ；t０ ，x０ ）与 珔x ＝ x（ t ；珋t０ ，珔x０ ） ，即要

证 橙 ε ＞ ０（不妨设 ε ＜ d） ，愁 δ（ε） ＞ ０使

得只要 | t０ － 珋t０ | ＜ δ ，‖ x０ － 珔x０ ‖ ＜ δ解
珔x ＝ x（ t ；珋t０ ，珔x０ ）必在区间［a ，b］上存在 ，

而且有

‖ x（ t ；t０ ，x０ ） － x（ t ；珋t０ ，珔x０ ） ‖ ＜ ε （１ ．３ ．２）
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成立 ．易见两个解 x与 珔x都位于区域 D０ 时有

　  ‖ x － 珔x ‖

＝ ‖ （x０ － 珔x０ ） ＋∫
t

t
０

［ f（τ ，x（τ ；t０ ，x０ ） － f （τ ，珔x（τ ；珋t０ ，x０ ））］dτ
　 －∫

t
０

珋t
０

f（τ ，珔x（τ ；珋t０ ，x０ ）dτ ‖
≤ ‖ x０ － 珔x０ ‖ ＋∫

t

t
０

L ‖ x － 珔x ‖ d τ ＋ M | t０ － 珋t０ |

≤ δ（１ ＋ M ） ＋∫
t

t
０

L ‖ x － 珔x ‖ dτ ，　 t ≥ t０ ．

其中 M ≥ ‖ f（ t ，x（ t ；珋t０ ，珔x０ ）） ‖ ，t ∈ ［ t０ ，珋t０ ］（或［珋t０ ，t０ ］） ，T ＝ | t０ － 珋t０ | ．
据 Gronwall引理可得
‖ x － 珔x ‖ ≤ δ（１ ＋ M ）exp∫

t

t
０

Ldτ ≤ δ（１ ＋ M ）eL （ b － a） ， （１ ．３ ．３）

由（１ ．３ ．２）式不难看出 ，只要选取

　 　 　 　 　 δ ＜
ε

２（１ ＋ M ）
e－ L （ b － a） ， （１ ．３ ．４）

则当 | t０ － 珋t０ | ＜ δ ，‖ x０ － 珔x０ ‖ ＜ δ时 ，过初始点（珋t０ ，珔x０ ）的解 珔x ＝ x（ t ；珋t０ ，

珔x０ ）必满足不等式 ‖ x － 珔x ‖ ＜
ε
２

＜
d
２

．由此立即可知 ，解 珔x也必在［a ，b］上
存在 ．因为如果 珔x仅在区间［珔a ，珔b］上存在 ，珔a ＞ a ，珔b ＜ b ，则在区间［珔a ，珔b］上重

复（１ ．３ ．３）式导出的过程可得 ‖ x － 珔x ‖ ＜
d
２

，珔a ≤ t ≤ 珔b ，从而可知解曲线

x（ t ；珋t０ ，珔x０ ）上的点（珔a ，x（珔a ；珋t０ ，珔x０ ））与（珔b ，x（珔b ；珋t０ ，珔x０ ））均必位于 D０ 内部 ，

所以还可以进一步延拓 ．

于是 ，当（１ ．３ ．４）成立时 ，即有（１ ．３ ．２）在区间［a ，b］上成立 ． 仇

注 　 应当强调指出 ，解对初值的连续性仅对有限区间才能成立 ．读者不

难看到有限区间［ a ，b］在证明中的重要作用 ．如果在无限区间内研究相应的

问题 ，需要另加条件 ．这是本书第三章稳定性所讨论的主题 ．

定理 1畅8（解对方程右端函数的连续依赖性） 　 设 f（ t ，x）满足定理 １ ．７

的条件 ，则在区间［a ，b］上 ，Cauchy 问题（１ ．１ ．１）的解将随方程的右端函数

f（ t ，x）而连续变化 ．

证 　 考察 Cauchy问题
·x ＝ f（ t ，x） ，

x（ t０ ） ＝ x０ ，
　 与 　

·x ＝ f（ t ，x） ＋ g（ t ，x） ，

x（ t０ ） ＝ x０ ，

其中 f与 g在 G 彻 R × Rn 连续 ，且均满足局部 Lipschitz条件 ．g是方程右端
扰动所产生的项 ，‖ g ‖ ＜ δ 虫 １ ，（ t ，x） ∈ G ．设此两Cauchy问题的解分别为
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x（ t）与 珔x（ t） ，它们均在区间［a ，b］ 炒 G内存在 ① ．橙 ε ＞ ０ ，我们来求 δ（ε） ＞

０使得只要 ‖ g ‖ ＜ δ便有 ‖ x － 珔x ‖ ＜ ε成立 ．事实上 ，利用两 Cauchy问题
所对应的积分方程 ，可得 ② （ t ＞ t０ ）

‖ 珔x － x ‖ 腚＝ ‖∫
t

t
０

［ f（τ ，珔x） － f（τ ，x）］dτ ＋∫
t

t
０

［g（τ ，珔x）］dτ ‖

≤ L∫
t

t
０

‖ 珔x － x ‖ dτ ＋ δ（ t － t０ ）

≤ L∫
t

t
０

‖ 珔x － x ‖ dτ ＋ δ（b － a） ．

应用 Gronwall引理得
‖ 珔x － x ‖ ≤ δ（b － a）e L （ t － t０） ≤ δ（b － a）e L （ b － a）畅

可见 ，只要选取

δ ＜
ε

b － ae－ L （ b － a） ，

则当 ‖ g ‖ ＜ δ时便有 ‖ 珔x － x ‖ ＜ ε ． 仇

定理 1畅9（解对参数的连续依赖性） 　 考察 Cauchy问题
·x ＝ f（ t ，x ，μ） ，

x（ t０ ） ＝ x０畅 （１ ．３ ．５）

若 f关于 t ，x ，μ在域G 彻 R × Rn
× Rm内连续 ，对 x满足局部 Lipschitz条件 ，

并设对于给定的 μ
０
，（１ ．３ ．５）的解在闭区间［a ，b］存在 ．则对使 ‖ μ － μ

０
‖ 虫

１的 μ ，（１ ．３ ．５）的解仍在［a ，b］上存在 ，而且对 μ连续 ．

证 　 此定理的结论可以直接由定理 １ ．８得出 ．为此 ，将（１ ．３ ．５）中的方程

改写为
·x ＝ f（ t ，x ，μ

０
） ＋ ［ f（ t ，x ，μ） － f（ t ，x ，μ

０
）］ ．

记

g（ t ，x ，μ） ＝ f（ t ，x ，μ） － f（ t ，x ，μ
０
） ，

由于 f关于 μ连续 ，故当 ‖ μ － μ
０
‖ 虫 １时 ‖ g ‖ 虫 １ ，再应用定理 １ ．８便得

解对 μ连续的结论 ． 仇

关于解对初值和参数的可微性 ，在本书中用得不多 ，我们仅列出结论 ，其

证明可参阅文献［２ ，３］ ．

定理 1畅10（解对初值和参数的可微性） 　 设 f（ t ，x ，μ）对 t是 r － １次连

续可微 ，对 x和 μ是 r次连续可微 ，则 Cauchy问题（１ ．３ ．５）的解 x ＝ x（ t ，t０ ，

x０ ，μ）对 t ，t０ ，x０ ，μ而言是 r次连续可微的 ．
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①

② 与定理 １ ．７ 同理 ，可得到共同的 Lipschitz 常数 L ．

严格说来 ，x（ t）的存在区间［ a ，b］是假设 ，仿照定理 １ ．７ 的证明可知 ，只要 ‖ g ‖ 虫 １ ，珔x（ t）
也必在［ a ，b］存在 ．



定理 1畅11（解对初值和参数的解析性） 　 设 f（ t ，x ，μ）在域 G｛ | t －

t０ | ＜ a ，‖ x － x０ ‖ ＜ b ，‖ μ － μ
０
‖ ＜ c｝是 t ，x ，μ的解析函数 ，则Cauchy

问题（１ ．３ ．５）的解 x ＝ x（ t ，t０ ，x０ ，μ）也是 t ，t０ ，x０ ，μ的解析函数 ．

§ １ ．４ 　 比较定理

在研究一阶微分方程解的性态时 ，一种颇为有用的方法是把给定的方程

与另一个更容易研究的一阶方程作比较 ，由后者解的性态去推断前者的解的

某些性态 ．下面定理为这种比较的方法提供了理论基础 ．

定理 1畅12（第一比较定理） 　 设有 Cauchy问题
（E１ ） 　

d yd x ＝ f （ x ，y） ，

y（ x０ ） ＝ y０ ，

　 　 　 （E２ ） 　

d yd x ＝ F（ x ，y） ，

y（ x０ ） ＝ y０ ，

其中数量值函数 f与 F均在域G 彻 R × R内连续且对 y满足局部 Lipschitz条
件 ，（x０ ，y０ ） ∈ G ．并设（E１ ）与（E２ ）的解均在区间（a ，b）内存在 ，分别记为

　 　 　 乔y ＝ y（x） 　 　 与 　 　 y ＝ Y （ x） ．

若

f （ x ，y） ＜ F（ x ，y） ，　 橙 （x ，y） ∈ G ， （１ ．４ ．１）

则

y（ x） ＜ Y （x） ，　 x０ ＜ x ＜ b ， （１ ．４ ．２）

y（ x） ＞ Y （x） ，　 a ＜ x ＜ x０ ． （１ ．４ ．３）

此定理的结论从几何上看是十分明显的 ．不等式（１ ．４ ．１）表示在 G 内任
一点处（E１ ）所确定的线素场（方位场）的斜率始终比（E２ ）所确定的斜率小 ．

自然 ，（E１ ）的解曲线在右行时就不可能穿过（E２ ）的解曲线而跑到上面去 ，否

则在两解曲线的交点处的斜率将与线素场所确定的斜率矛盾 ．下面的分析证

明不过是上述几何直观的严格表述 ，仅以右行解为例 ．

证 　 令 　

φ（ x） ＝ Y （x） － y（ x） ，　 x０ ＜ x ＜ b ．

由于 y（ x）与 Y （ x）分别是（E１ ）与（E２ ）的解 ，于是有

φ ′（x） ＝ F（ x ，Y （x）） － f （ x ，y（ x）） ， （１ ．４ ．４）

而且

φ ′（x０ ） ＝ F（ x０ ，y０ ） － f （ x０ ，y０ ） ＞ ０ ，

φ （x０ ） ＝ Y （x０ ） － f （x０ ） ＝ ０ ．

所以 ，愁 δ ＞ ０ ，使得

φ（ x） ＞ ０ ，　 　 x０ ＜ x ＜ x０ ＋ δ ． （１ ．４ ．５）

以下证明不等式（１ ．４ ．５）将在区间（ x０ ，b）内成立 ．假设不然 ，即至少有一
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点 β ＞ x０ ，β ＜ b ，使 φ（β） ＝ ０ ．现把在（ x０ ，b）内第一次使 φ（ x） ＝ ０的 x值
记作 x１ ，即

x１ ＝ min｛ x | φ（ x） ＝ ０ ， x０ ＜ x ＜ b｝
从而有

φ（x１ ） ＝ ０ ，

即

Y （ x１ ） ＝ y（x１ ） ＝
△

y１ ，

φ（ x） ＞ ０ ， x０ ＜ x ＜ x１畅
于是必有

　 　 　 　 　 　 　 　 φ′（ x１ ） ≤ ０畅 （１ ．４ ．６）

另一方面 ，由（１ ．４ ．４）与定理条件可知

φ ′（ x１ ） 2＝ F（ x１ ，Y （ x１ ）） － f （ x１ ，y（ x１ ））
＝ F（ x１ ，y１ ） － f （ x１ ，y１ ） ＞ ０ ，

这与（１ ．４ ．６）式矛盾 ．定理得证 ． 仇

图 １ ．３

注 1 　 定理 １ ．１２表明 ，当条件（１ ．４ ．１）成立

时 ，（E１ ）与（E２ ）过同一初值的解可以比较大小 ．

当从初值出发右行时 ，方程右端大的解始终位于

上方 ；左行时始终位于下方（图 １ ．３） ．

注 2 　 如果考虑 Cauchy问题
　 （E′１ ） 　

d xd y ＝ g（ x ，y） ，

x（y０ ） ＝ x０ ，

图 １ ．４

　 （E′２ ） 　
d xd y ＝ G（ x ，y） ，

x（y０ ） ＝ x０ ，

则定理的相应结论表明 ，过同一初值 ，方程右端大

的解上行时始终位于右端较小的方程的解的右方 ；

下行时始终位于左方（图 １ ．４） ．

即当 g（ x ，y） ＜ G（ x ，y） ，橙 （ x ，y） ∈ 域 G
时 ，有

x（y） ＜ X（y） ，　 　 y０ ＜ y ＜ d ， （１ ．４ ．７）

x（y） ＞ X（y） ，　 　 c ＜ y ＜ y０ ， （１ ．４ ．８）

其中 x（y）与 X（y）分别为（E′１ ）与（E′２ ）的解 ，（c ，d）是它们的共同存在的
区间 ．

定理 1畅13（第二比较定理） 　 设有 Cauchy问题
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　 （E１ ） 　

d y
d x ＝ f （ x ，y） ，

y（ x０ ） ＝ y０ ，

　 　 （E２ ） 　

d y
d x ＝ F（x ，y） ，

y（ x０ ） ＝ y０ ．

其中 f与F均在域G 彻 R × R内连续 ，满足局部Lipschitz条件 ，（ x０ ，y０ ） ∈ G ，

并设（E１ ）与（E２ ）的解均在闭区间［a ，b］上存在 ，分别记作 %

y ＝ y（ x） 　 与 　 y ＝ Y （x） ，　 　 a ≤ x ≤ b ．

若

f （ x ，y） ≤ F（ x ，y） ，　 　 橙 （ x ，y） ∈ G ， （１ ．４ ．９）

则

y（ x） ≤ Y （ x） ，　 　 x０ ≤ x ≤ b ， （１ ．４ ．１０）

y（ x） ≥ Y （ x） ，　 　 a ≤ x ≤ x０ ． （１ ．４ ．１１）

证 　仅证（１ ．４ ．１０） ，（１ ．４ ．１１）可同样证明 ．构造辅助方程

d y
d x ＝ F（ x ，y） ＋ ε ，

y（ x０ ） ＝ y０ ，

（１ ．４ ．１２）

其中 ε为一正常数 ．易见当 ０ ≤ ε ≤ ε０足够小时 ，仍有（F ＋ ε） ∈ C（G） ，由解

对右端函数连续性的定理１ ．８可知 ，当０ ≤ ε ≤ ε０时 ，Cauchy问题（１ ．４ ．１２）的

解 y ＝ Y ε（ x）也将在闭区间［a ，b］上存在 ，且在此区间上关于 ε连续变化 ．显

然 ，当 ε ＞ ０时

f （ x ，y） ＜ F（ x ，y） ＋ ε ，　 　 橙 （ x ，y） ∈ G ，

由第一比较定理可知  

y（ x） ＜ Y ε（ x） ，　 　 x０ ＜ x ＜ b ，０ ＜ ε ＜ ε０ ，

y（ x） ≤ Y ε（ x） ，　 　 x０ ≤ x ≤ b ，０ ＜ ε ＜ ε０ ，

从而令 ε → ０便得（１ ．４ ．１０）式 ． 仇

注 1 　 与通常的第二比较定理相比 ，我们所得的结论要弱一些 ．实际上 ，

可以证明 ，只要 f与 F ∈ C（G） ，满足局部 Lipschitz条件 ，当不等式（１ ．４ ．９）成

立时 ，在（E１ ） ，（E２ ）的解共同存在的区间内（α ，β）内 ，仍成立不等式

y（ x） ≤ Y ε（ x） ，　 　 x０ ≤ x ＜ β ，

y（ x） ≥ Y （ x） ，　 　 α ＜ x ≤ x０ ．

其证明略去 ，有兴趣的读者可参阅文献［２］ ．

注 2 　 若考察 Cauchy问题（E′１ ）与（E′２ ） ．则当

g（ x ，y） ≤ G（ x ，y） ， 橙 （x ，y） ∈ 域 G
时 ，有

x（y） ≤ X（y） ，　 　 y０ ≤ y ＜ d ，

x（y） ≥ X（y） ，　 　 c ＜ y ≤ y０ ．

例 1 　 设有方程组
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痹x ＝ y ，

痹y ＝ － x － μ（ x２ － １）y ，　 μ为正常数 ，

试证它的积分曲线从 y的负半轴上任一点 A 出发左行时必与 x 负半轴相交 ．

证 　考察确定其积分曲线的方程式

d yd x ＝
－ x － μ（ x２ － １）y

y ＝
△

f （ x ，y） ． （１ ．４ ．１３）

　 　容易看出 ， f （ x ，y）在域 G｛（x ，y） | － ∞ ＜ x ＜ ＋ ∞ ，y ＜ ０｝上连续 ，满

足局部 Lipschitz条件 ．它的水平等倾线

　 　 L ：　 Q（ x ，y） ＝
△

－ x － μ（ x２ － １）y ＝ ０

图 １ ．５

由三支曲线组成 ，记作 Li（ i ＝ １ ，２ ，３） ，

如图 １ ．５所示 ．

在 L１ 与 L２之间 Q ＜ ０ ，在 L１ 与

L３ 之间 Q ＞ ０ ．取 橙 y０ ＜ ０ ，考察方程

（１ ．４ ．１３） ，过 A （０ ，y０ ）点左行的解曲
线 y ＝ y（ x） ，分三步来证明结论 ．

（１） 　 应用比较定理证明 y ＝

y（x）必与曲线 L１ 相交 ．容易看出 ，在

下半平面 L１与 L２之间 ，由（１ ．４ ．１３）所

确定的斜率为正 ，故由 A 点出发左行
的解曲线 Γ ：y ＝ y（x）将向左下方行走 ．方程（１ ．４ ．１３）是无法求得解析解的 ．

如果我们能找到一个容易求解的微分方程 ，它从 A点出发的解曲线y ＝ 珔y（ x）
左行时将与 L１相交 ，而又能保证在其交之前 y ＝ y（x）始终位于 y ＝ 珔y（x）的
上方 ，也就保证了 y ＝ y（ x）也必与 L１ 相交 ．若要应用比较定理 ，必须使比较

方程在上述区域内不比 f （x ，y）小 ．为此 ，把（１ ．４ ．１３）中右端

f （x ，y） ＝ －
x
y － μ（ x２ － １） （１ ．４ ．１４）

中的第一项去掉 ，则显然在第三象限有
－f （ x ，y） ＝ － μ（ x２ － １） ≥ f （ x ，y） ，

而且方程

d y
d x ＝ － μ（ x２ － １）

容易求解 ．直接积分可得它过点（０ ，y０ ）的解为

珔y（x） ＝ μx －
１
３ μx３ ＋ y０ ．

容易求得此解与 x ＝ － １的交点为 珚B（－ １ ，y１ ） ，y１ ＝ －
２
３ μ － y０ ．从而也必与

L１ 相交 ．由第二比较定理知（１ ．４ ．１３）的解曲线也必与 L１ 相交于 A′ ．

·５１·§ １ ．４ 　 比较定理



（２） 　 证明方程（１ ．４ ．１３）过点 A′左行的解曲线或者与 x ＝ － １相交 ；或

者在 － １ ＜ x ＜ ０ 内与 x 负半轴相交 ．易见当 y ＜ ０ 时 ，在 L１ 的左方有

f （ x ，y） ＜ ０ ，故由 A′出发的左行解曲线 y ＝ y（ x）必向左上方行走 ．从而它

或者在 － １ ＜ x ＜ ０间与 x负半轴相交 ，命题得证 ；否则必与 x ＝ － １相交于
珚B点上方的某一点 B（－ １ ，y２ ） ，y２ ＜ ０ ．

（３） 　 证明方程（１ ．４ ．１３）过 B点的左行解曲线必与 x 负半轴相交 ．为此

需寻找比较方程使其右端不比 f （x ，y）小 ，而其解曲线又能与 x负半轴相交 ．

在（１ ．４ ．１４）式中将 f （x ，y）的第二项去掉 ，考察方程

d y
d x ＝ －

x
y ＝

△ ～f （ x ，y） ， （１ ．４ ．１５）

显然 ，在 x ＜ － １ ，有
～f （ x ，y） ≥ f （ x ，y） ，

而方程（１ ．４ ．１５）过 B点的解曲线极易获得为
x２ ＋ y２ ＝ １ ＋ y２２ ．

它显然与 x 负半轴交于点 珟C（ － １ ＋ y２２ ，０） ．据第二比较定理可知方程

（１ ．４ ．１３）过 B点解曲线也必与 x 负半轴相交于 珟C 的右方 ．命题得证 ． 仇

应当指出 ，比较定理仅适用于两个一阶微分方程式之间的比较 ．对于上述

例题中所给出的方程组 ，我们是化为确定其积分曲线的一阶方程式才能应用

比较定理 ．对于两个方程组而言 ，一般说来 ，是难以进行比较的 ．但是对下述特

殊型的方程组 ，也成立相应的比较定理 ．

定义 （拟单调系统） 　设有微分方程

d xd t ＝ f（ t ，x） ， （１ ．４ ．１６）

其中 f ∈ C（G 彻 R × Rn
，Rn

） ．若 橙 （ t ，x） ∈ G ，f的 Jacobi矩阵的所有非对
角元素均非负 ，即

抄 f i
抄 xj （ t ，x） ≥ ０ ，　 i ≠ j ， i ，j ＝ １ ，⋯ ，n ，

其中 f i与 xj分别为 f与 x的分量 ．则称方程（１ ．４ ．１６）为一拟单调系统 ．向量值

函数 f（ t ，x）称为拟单调向量值函数 ．

记 烫

Rn
＋ ＝ ｛ x ∈ Rn | xi ≥ ０ ， i ＝ １ ，⋯ ，n｝ ，

R
o n
＋ ＝ ｛ x ∈ Rn | xi ＞ ０ ， i ＝ １ ，⋯ ，n｝ ．

设 x ，y ∈ Rn
＋ ．若 x － y ∈ Rn

＋ 则记作 y ≤ x并称在 x与 y之间建立了一种偏
序 ；若 x － y ∈ Rn

＋ 且 x ≠ y ，则记作 y ＜ x ．

定理 1畅14 　 设有 Cauchy问题
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（C１ ） 　

d xd t ＝ f（x） ，

x（０） ＝ x１ ；

　 　 （C２ ） 　

d xd t ＝ g（x） ，

x（０） ＝ x２ ，

其中 f ，g ∈ C１
（R

o n
＋ ，Rn

） ．若存在一拟单调向量值函数 φ（x） ∈ C１
（R

o n
＋ ，Rn

） ，

使不等式

f（x） ≤ φ（x） ， 　 g（x） ≥ φ（x）
对一切 x（ t） ∈ C１

（R＋ ，R
o n
＋ ）成立 ；且

x１ ≤ x２ ．

设（C１ ）与（C２ ）的解分别为

x ＝ x（１）（ t） ，　 x ＝ x（２）（ t） ，　 　 t ∈ R＋ 畅

则必有

x（１）（ t） ≤ x（２）（ t） ， 　 　 t ∈ R＋ ．

令 　 f（x） ≡ g（x） ，则可得下述推论

推论 　 若

d xd t ＝ f（x） ，　 f ∈ C１
（R

o n
＋ ，Rn

）

为一拟单调系统 ，设其适合初始条件 x（０） ＝ x１ 与 x（０） ＝ x２ 的解分别为
x（１）（ t） ，x（２）（ t） ， t ∈ R＋ ．若 x１ ≤ x２ ，则必有

x（１）（ t） ≤ x（２）（ t） ， 　 　 t ∈ R＋ ．

定理的证明从略 ．

例如下述著名的 Volterra方程组
痹x１ ＝ x１ （ r１ ＋ a１１ x１ ＋ a１２ x２ ） ，

痹x２ ＝ x２ （ r２ ＋ a２１ x１ ＋ a２２ x２ ） ，
　 （ x１ ，x２ ） ∈ R２

＋ ，

ri ，aij （ i ，j ＝ １ ，２）为常数 ，当 a１２ · a２１ ＞ ０ 时就可以看作一拟单调系统 ．事实

上 ，当 a１２ ＞ ０ ，a２１ ＞ ０时 ，方程组右端 Jacobi矩阵的非对角元素 a１２ x１ ，a２１ x２
均非负 ；当 a１２ ＜ ０ ，a２１ ＜ ０时 ，只须作时间变换 t ＝ － τ ，使其可化为拟单调系

统 ．这时 ，当两组初始值存在偏序时 ，过初值的两组解也存在着相同的偏序 ．

习 题 1

１ ．设有

dxd t ＝ f（ t ，x） ，x（ t０ ） ＝ x０ ，　 （ t０ ，x０ ） ∈ G 彻 R × Rn
畅

试证 ：若 f ∈ C１
（G） ，则在（ t０ ，x０ ）的邻域内 ，此 Cauchy问题的解存在惟一 ．

２ ．试讨论下列方程解的存在区间

　 （１） 　
dyd x ＝

１

x２ ＋ y２ ，　 　 （２） 　
dyd x ＝ y（y － １）畅

·７１·习题 １



３ ．设有一阶微分方程式

d xd t ＝ （ t － x）e tx２畅
试证 ：过任一点（ t０ ，x０ ） ∈ R２ 的右行解的存在区间均为［ t０ ，＋ ∞ ） ．

４ ．设有一阶方程d xd t ＝ f （x） ，若 f ∈ C（－ ∞ ，＋ ∞ ） ，且当 x ≠ ０时有 x f （x） ＜ ０ ．求

证过 橙 （ t０ ，x０ ） ∈ R２
，Cauchy问题的右行解均在［ t０ ，＋ ∞ ）上存在 ，且有 lim

t → ＋ ∞
x（ t） ＝ ０ ．

５ ．若 f（ t ，x）在全空间 R × Rn 上连续且对 x满足局部 Lipschitz条件且
‖ f（ t ，x） ‖ ≤ L （ r） ，　 r ＝ 钞

n

i ＝ １

x２i ，　 x ＝ （x１ ，⋯ ，xn ）T ，

其中 L （ r） ＞ ０ ，r ＞ ０ ，且

∫
＋ ∞

a
d r
L （ r） ＝ ＋ ∞ ， a ＞ ０畅

试证 ：对 橙 （ t０ ，x０ ） ∈ R × Rn
，Cauchy问题的解均可对 t无限延拓 ．

６ ．设有微分方程

d xd t ＝ f（ t ，x） ，

f ∈ C（G 彻 R × Rn
） ，试证 ：若对 橙 （ t０ ，x０ ） ∈ G ，Cauchy问题的解都存在惟一 ，则解必对

初值连续依赖 ．

７ ．试在定理 １ ．１的假设下 ，利用 Gronwall引理直接证明解对初始时刻 t０ 的连续依赖
性 ．

８ ．设有一阶 Cauchy问题
d yd x ＝ x２ ＋ （y ＋ １）

２
，　 y（０） ＝ ０畅

试利用比较定理证明 ，若设解的右行饱和区间为［０ ，β） ，则 π
４

≤ β ≤ １ ．
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第二章 　动力系统的基本知识

自治系统特别是平面自治系统是本书所研究的主要对象 ．这一章我们在

介绍一般自治系统基本性质的基础上 ，着重讲解平面自治系统极限集的构造 ．

还将通过具体例子介绍使用 Maple软件包观察解的渐近性态的方法 ．本章的

内容是以后各章的基础 ，也是动力系统知识入门 ，其中 Bendixson环域定理是
平面定性理论中最基本的定理之一 ．

§ ２ ．１ 　自治系统与非自治系统

　 　 2畅1畅1 　相空间与轨线

设有微分方程

　 　
d xd t ＝ f（ t ，x） ，　 f ∈ C（G ＝ I × D 彻 R × Rn

，Rn
） （２ ．１ ．１）

或

d xd t ＝ f（x） ，　 f ∈ C（D 彻 Rn
，Rn

） ． （２ ．１ ．２）

若将 x看作是运动质点 M 在时间 t的坐标 ，f看作是速度向量 ，则（２ ．１ ．１）与

（２ ．１ ．２）就是质点 M的运动方程 ．它们的解 x ＝ x（ t）就是 M点的运动方程 ．

标志动点 M 位置的空间 Rn 称为相空间 ，空间 R × Rn 称为增广相空间 ，它是

解所表示的曲线（简称解曲线）x ＝ x（ t）所在的空间 ．解 x ＝ x（ t）在相空间
的图形 ，即运动的轨迹称为运动的轨线 ，或方程的轨线 ．轨线也就是把 t 看作
是参数 ，解 x ＝ x（ t）在相空间的图形 ，它显然就是 R × Rn内的解曲线在相空

间 Rn 的投影 ．例如对于方程

d xd t ＝ － y ，

d y
d t ＝ x ．

（２ ．１ ．３）

易知它适合初始条件 x（０） ＝ １ ，y（０） ＝ ０的解为

x ＝ cos t ，
y ＝ sin t ． （２ ．１ ．４）

此解曲线在增广相空间 （ t ，x ，y）是一过（０ ，１ ，０）点的空间螺旋线 ；位于相平

面（ x ，y）上的相应轨线为中心在坐标原点 、半径为 １的圆 ，它显然就是上述空



间螺旋线在相平面（ x ，y）上的投影 ．在航空演习时飞机在空中留下的一条白

线 ，就是在相空间（ x ，y ，z ）内飞机运动的轨线 ．

给定了微分方程（２ ．１ ．１）或（２ ．１ ．２）就相当于在相空间 Rn的区域D内分
别给定了向量场 f（ t ，x）或 f（x） ．但是 ，这两个向量场确有本质的区别 ．f（x）
所确定的向量与时间无关仅取决于点 M 的位置 ，称为定常场或自治场 ，过域

D内任一点x确定着惟一的方向 f（x） ，称方程（２ ．１ ．２）为自治系统 ；f（ t ，x）所
确定的向量场不仅与点 M 的位置有关 ，而且还与时间 t有关 ，称为时变场或

非自治场 ，过 D内同一点可能有多个（甚至无穷多个）方向 ，它们将随 t 的不
同而不同 ，称方程（２ ．１ ．１）为非自治系统 ．在解的存在惟一性定理条件满足的

前提下 ，容易看出 ，对于自治系统（２ ．１ ．２） ，不仅在增广相空间内任意两解曲线

不会相交 ，而且在相空间内其轨线也不可能相交 ；但是对于非自治系统（２ ．１ ．

１） ，尽管在增广相空间内任意两条解的曲线不会相交 ，但在相空间内它们的轨

线却可能相交 ．这是自治系统与非自治系统最本质的差异 ．自治系统的这一特

征 ，使我们对它的研究一般放在相空间内进行 ，把 t看作参数去研究其轨线的
性态 ．

还应指出 ，自治系统（２ ．１ ．２）的轨线方程可以用解 x ＝ x（ t）表示 ，但此时

应将 t视为参数 ，其图形在相空间 Rn内给出 ；也可以由 x ＝ x（ t）中消去 t直
接用 x的分量给出 ，因而也可以由方程（２ ．１ ．２）中先消去 d t ，然后求解得出 ．

所以方程（２ ．１ ．２）的轨线方程实际上也就是其积分曲线的方程 ．例如 ，对于自

治系统（２ ．１ ．３）来说 ，方程组（２ ．１ ．４）就是其过（１ ，０）点的轨线的参数方程 ；消

去 t所得的方程
x２ ＋ y２ ＝ １ （２ ．１ ．５）

就是其直角坐标方程 ，也就是（２ ．１ ．３）的积分曲线的方程 ．它也可以从（２ ．１ ．３）

先消去 d t
d yd x ＝ －

x
y ， （２ ．１ ．６）

再对（２ ．１ ．６）求解得到 ．但是 ，应当注意 ，（２ ．１ ．３）与（２ ．１ ．６）所确定的向量场是

有所不同的 ．前者在 Rn 中给出了一方向场 ，而后者仅给出了一方位场或线素

场 ．换句话说 ，在从（２ ．１ ．３）中消去 d t后 ，使向量场仅保留其方位而失去了指

向 ．所得的轨线（２ ．１ ．５）不能表示当 t增大时动点在轨线上运动的方向 ，而由

参数方程（２ ．１ ．４）所表示的轨线 ，还表明了当 t增大时动点在轨线上沿逆时针
方向运动 ．

　 　 2畅1畅2 　自治系统的基本性质

为了今后叙述方便 ，先引入几个记法 ．
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考虑自治系统 （２ ．１ ．２） ，设 f 在 D 内连续且适合局部 Lipschitz 条件 ① ．

（２ ．１ ．２）过初始点（ t０ ，x０ ）的解记为 x（ t ；t０ ，x０ ） ，特别是过初始点（０ ，x０ ）的
解记为 x（ t ；０ ，x０ ） ，也简记为 x（ t ，x０ ） ．解 x（ t ；t０ ，x０ ）也可记成 x（ t － t０ ；０ ，

x０ ） ＝ x（ t － t０ ，x０ ） ，或 x（ t － t０ ＋ t１ ；t１ ，x０ ） ．

图 ２ ．１

性质 1 　 若 x（ t ；t０ ，x０ ） 是自治系统
（２ ．１ ．２） 的解 ， 则 x（ t ＋ c ；t０ ，x０ ） 也是
（２ ．１ ．２）的解 ，它过初值点（ t０ － c ，x０ ） ，其中 c
为任一常数 ．

性质 １表明将自治系统的任一解曲线沿 t
轴平移后所得到的诸曲线都仍是此自治系统

的解曲线 ， 它们仅是初始值上的差异

（图 ２ ．１） ．

证 　 只须证明 x（ t ＋ c ；t０ ，x０ ）适合系统（２ ．１ ．２） ，即

d x（ t ＋ c ；t０ ，x０ ）
d t ＝ f［x（ t ＋ c ；t０ ，x０ ）］ ． （２ ．１ ．７）

　 　由于 x（ t ；t０ ，x０ ）是（２ ．１ ．２）的解 ，即

d x（ t ；t０ ，x０ ）
d t ＝ f［x（ t ；t０ ，x０ ）］ ．

令 t ＝ τ ＋ c ，上式可写成
d x（τ ＋ c ；t０ ，x０ ）

d（τ ＋ c） ＝ f［x（τ ＋ c ；t０ ，x０ ）］ ，

但

d x（τ ＋ c ；t０ ，x０ ）
d（τ ＋ c） ＝

d x（τ ＋ c ；t０ ，x０ ）
dτ ．

从而（２ ．１ ．７）式成立 ，只不过把 t换成 τ而已 ． 仇

容易看出 ，非自治系统（２ ．１ ．１）不具备此性质 ．

性质 2 　 在相空间内自治系统（２ ．１ ．２）的任何两条不同的轨线不可能相

交 ．

证 　 设有系统（２ ．１ ．２）的两条轨线

Γ１ ： x ＝ x（ t ；t１ ，x１ ） ； 　 　 Γ２ ： x ＝ x（ t ；t２ ，x２ ） ，

性质 ２的结论相当于若 Γ１ 与 Γ２ 相交于空间内一点 p（珔x ） ，即若有

x（T１ ；t１ ，x１ ） ＝ x（ T２ ；t２ ，x２ ） ＝ 珔x ， （２ ．１ ．８）

如图 ２ ．２ ，则必有 Γ１ ≡ Γ２ ．

事实上 ，从增广相空间来看 ，由于 x（ t ；t１ ，x１ ）为自治系统（２ ．１ ．２）的解 ，

·１２·§ ２ ．１ 　 自治系统与非自治系统
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由性质 １知 x（ t － （T２ － T１ ） ；t１ ，x１ ）也是（２ ．１ ．２）的解 ．显然

x（ t － （T２ － T１ ） ；t１ ，x１ ）
t ＝ T

２

＝ x（ T１ ；t１ ，x１ ） ＝ 珔x ．

即解 x（ t － （ T２ － T１ ） ；t１ ，x１ ）过点（T２ ，珔x） ；而由假设（２ ．１ ．８）式知解 x（ t ；
t２ ，x２ ）也过点（T２ ，珔x） ；据解的惟一性知

x（ t － （T２ － T１ ） ；t１ ，x１ ） ≡ x（ t ；t２ ，x２ ） ，

由于解 x（ t － （ T２ － T１ ） ；t１ ，x１ ）与 x（ t ；t１ ，x１ ）有同一轨线 Γ１ ，所以 Γ１ ≡

Γ２ ． 仇

性质 ２的证明思想从几何上看是十分明显的 ．如图 ２ ．２ ，假设两不同轨线

Γ１和 Γ２相交于 珔x ，从增广相空间来看 ，它们分别所对应的解曲线（可能在不同

时刻）必通过 珔x点 ．由于解关于 t轴平移后仍为解 ，所以必可将其中一解曲线

平移使它与另一解曲线于某时刻 T２ 相交于同一点（T２ ，x２ ） ．由解的惟一性这

是不可能的 ，除非此两解重合 ．

图 ２ ．２

性质3 　 设自治系统（２ ．１ ．２）过（０ ，x０ ）的解为 x（ t ，x０ ） ，x（ t１ ，x０ ） ＝ x１ ；

过（０ ，x１ ）的解为 x（ t ，x１ ） ，则

x（ t２ ，x（ t１ ，x０ ）） ＝ x（ t１ ＋ t２ ，x０ ） ． （２ ．１ ．９）

图 ２ ．３

　 　此性质在几何上表明 ，对于自治系统（２ ．

１ ．２） ，如果 t ＝ ０从 x０出发的解在 t ＝ t１时刻
到达 x ＝ x１ ，再由 t ＝ ０从 x１出发的解在 t ＝
t２时刻到达 珔x ＝ x（ t２ ，x１ ） ，那么 t ＝ ０从 x０出
发的解经过 t１ ＋ t２ 时刻后也必到达 珔x （图

２ ．３） ．通过平移从几何上看结论是十分明显

的 ．

证 　我们首先证明

x（ t ，x（ t１ ，x０ ）） ≡ x（ t ＋ t１ ，x０ ）畅 （２ ．１ ．１０）
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由于 x（ t１ ，x０ ） ＝ x１ ，故等式（２ ．１ ．１０）的左端表示过点（０ ，x１ ）的解 ．

由于 x（ t ，x０ ） 为 （２ ．１ ．２） 的解 ，由性质 １ 知等式 （２ ．１ ．１０） 的右端

x（ t ＋ t１ ，x０ ）也是（２ ．１ ．２）的解 ．且 x（ t ＋ t１ ，x０ ）
t ＝ ０

＝ x（ t１ ，x０ ） ＝ x１ ，所

以它也过点（０ ，x１ ） ．由解的惟一性知（２ ．１ ．１０）式成立 ．

最后在（２ ．１ ．１０）式两端同时令 t ＝ t２ 便得（２ ．１ ．９）式 ． 仇

　 　 2畅1畅3 　动力系统的概念

如前所述 ，自治系统 （２ ．１ ．２）是域 D 内质点运动规律的描述 ，它过点

P ∈ D的解记作 φ（P ，t） ，是过 P点的运动的方程 ，也称为过点 P的一个运
动 ，设它的存在区间为（－ ∞ ，＋ ∞ ）① ．固定 P让 t变化 ，φ（P ，t）在相空间中表
示一条轨线 ，在增广相空间中表示一条解曲线 ．若固定 t ，则 φ（P ，t） ＝

△

φ t（P）
可以看成是由 Rn到 Rn的映射或变换 ，它把 D 彻 Rn映射成其自身 ．再让参数

t变动 ，则 φt （P） 可看成是 D 内的点沿着其轨线方向流动 ．称 φt（P）
（P ∈ D ，t ∈ R）为系统（２ ．１ ．２）的流 ．

对每一 t ∈ R ， φt（P）是 D → D的变换 ．现在考察对一切 t ∈ R ，这些

变换的全体所构成的集合

｛ φt（P） ≡ φ（P ，t） | － ∞ ＜ t ＜ ＋ ∞ ｝ ． （２ ．１ ．１１）

在集合（２ ．１ ．１）上定义乘法运算

φt
１
（P） 礋 φt

２
（P） ＝ φ（ φ（P ，t１ ） ，t２ ） ， （２ ．１ ．１２）

由性质 ３知

φt
１
（P） 礋 φt

２
（P） ＝ φt

１
＋ t

２
（P） ．

容易看出变换集合（２ ．１ ．１１）对上述乘法运算是封闭的 ，且适合结合律

（ φt
１
（P） 礋 φt

２
（P）） 礋 φt

３
（P） ＝ φt

１
（P） 礋 （ φt

２
（P） 礋 φt

３
（P）） ．

φ０ （P） ＝ P ，故存在单位元素 ．又由于对于任一元素 φ－ t
０
（P）均存在 φt

０
（P）使

φ － t
０
（P） 礋 φt

０
（P） ＝ φ０ （P） ，

即存在逆元素 ．因而（２ ．１ ．１１）对乘法运算（２ ．１ ．１２）构成一含单参数 t 的群 ．

又由于交换律

φt
１
（P） 礋 φt

２
（P） ＝ φt

２
（P） 礋 φt

１
（P）

成立 ，而且由解对初值的连续性知 φt （P）在任一有限区间 a ≤ t ≤ b上关于
（ t ，P）连续 ．所以变换的全体｛ φt（P） ，－ ∞ ＜ t ＜ ＋ ∞ ｝构成了一个单参数可

交换的连续变换群 ．我们称｛ φt（P） ，－ ∞ ＜ t ＜ ＋ ∞ ｝为一个动力系统 ．我们
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看到 ，系统（２ ．１ ．２）在域 G 上的流就是一个动力系统 ，有时我们也把方程

（２ ．１ ．２）称为动力系统 ．

§ ２ ．２ 　轨线的极限集合

　 　 2畅2畅1 　常点与奇点

设有自治系统

d xd t ＝ f（x） ，　 f ∈ C（G 彻 Rn
，Rn

） （２ ．２ ．１）

　 　定义2畅1（奇点） 　若点 珔x ∈ G ，使 f（珔x） ≠ 0 ，则称 珔x为系统（２ ．２ ．１）的常

点 ；若 x 倡
∈ G ，使 f（x 倡

） ＝ 0 ，则称 x 倡 为（２ ．２ ．１）的奇点 ．

向量场 f在常点处确定着惟一的方向 ，在相空间过一常点有且仅有一条

轨线沿此方向通过 ；若 x 倡 为（２ ．２ ．１）的奇点 ，由于 f（x 倡
） ＝ 0 ，从而 x ＝ x 倡

是（２ ．２ ．１）的解 ．此解不随时间 t而变化 ，在增广相空间中表示一条平行于 t
轴的直线 ，它在相空间的投影就是奇点 x 倡

，所以奇点是一条特殊的轨线 ．从动

力学的观点来看 ，在奇点 x 倡 处运动的速度 f（x 倡
） ＝ 0 ，从而质点不运动 ，因而

奇点也称为系统（２ ．２ ．１）的平衡点 ．

定理2畅1 　 设 x 倡 是自治系统（２ ．２ ．１）的奇点 ，则

（１） 　 若 lim
t → β

x（ t ，t０ ，x０ ） ＝ x 倡
，x０ ≠ x 倡

，则 β ＝ ＋ ∞ 或 β ＝ － ∞ ；

（２） 　 若 lim
t → ＋ ∞

（ t → － ∞ ）

x（ t ，t０ ，x０ ） ＝ x 倡
，则 f（x 倡

） ＝ 0 ．

结论（１）表示非奇点的轨线在任何有限时刻不能到达奇点 ，而只能在无

限时刻趋向奇点 ，这时称轨线正向（ t → ＋ ∞ ）进入奇点 ，或负向（ t → － ∞ ）进

入奇点 ；

结论（２）表示在无限时刻轨线所进入的点必为奇点 ．

证 　 （１）设 － ∞ ＜ β ＜ ＋ ∞ ，由连续性知必有 x（β ；t０ ，x０ ） ＝ x 倡
．这样一

来 ，x ＝ x（ t ；t０ ，x０ ）与 x ＝ x 倡 都是过（β ，x 倡
）的轨线 ，与两轨线的不相交性

矛盾 ．

（２）由于 x（ t ；t０ ，x０ ）是系统（２ ．２ ．１）的解 ，故

d x（ t ；t０ ，x０ ）
d t ≡ f［x（ t ；t０ ，x０ ）］ ，

两端求极限 ，注意到 f的连续性可得

lim
t → ＋ ∞

d x（ t ；t０ ，x０ ）
d t  ＝ lim

t → ＋ ∞
f［x（ t ；t０ ，x０ ）］ ＝ f（x 倡

） ． （２ ．２ ．２）

　 　若 f（x 倡
） ≠ 0 ，则至少存在 f的一个分量 f i使 f i（x 倡

） ≠ ０ ，不妨设 f i（x 倡
）
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