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前 　 　言

动力系统理论在 ２０ 世纪 ６０ 年代形成基本框架 ，到 ８０ 年代才

逐步完整起来 ，而动力系统分支理论的发展则稍缓慢 ，这是因为结

构不稳定系统可以以多种形式出现分支现象 ，分支发生的层次也

不尽相同 ，这导致分支理论的内容不断向纵向深入发展 ．作者于

１９８３ 年在南京大学数学系开始接触分支理论领域 ，最初是参加由

叶彦谦教授主持的 、Jack K ．Hale 教授主讲的分支理论学习班 ，当
时由于时间和能力所限 ，只是粗略地研读了 Hale 教授与周修义教

授合著的分支理论专著“Methods of Bifurcation Theory”的中文油

印本 ．直到 １９８７ 年获得博士学位后才较系统 、深入地研读了该书

的原版 ，此后逐步熟悉了分支理论的基本内容与方法 ，特别是从

１９８９ 年开始主持国家自然科学基金项目以来 ，在分支理论这片沃

土上不断耕耘 ，并在微分方程周期解的 Hopf 分支 、Poincaré 分支 、
同异宿分支 ，调和解与亚调和解的共振分支 ，不变环面的分支等方

面获得一系列的研究成果 ，在以上多方面 ，建立了判定周期解个数

的一般方法 ，这些方面的部分成果 ，已在书枟微分方程分支理论枠
（韩茂安 、朱德明 ，煤炭工业出版社 ，１９９４）与 枟Bifurcation Theory
and Methods of Dynamical Systems枠 （ Luo Dingjun ， Wang Xian ，
Zhu Deming and Han Maoan ，World Scientific ，１９９７）中出现 ．最近

几年 ，在一些退化分支方面 ，有不少新成果面世 ．这些研究工作一

是在理论上更深一层 ，二是出于实际应用的需要 ，例如 ，在研究二

次系统极限环的个数时就出现多级的退化分支（包括 Hopf 分支 、
Poincaré 分支及同异宿分支等） ，而且有一些退化分支至今也未得

到满意的解决 ．当然 ，由于多项式系统的非线性项是有限的 ，其分

支的退化级别也必定是有限的 ．在 １９９７ 年初本人就开始筹划写一

部专门讨论周期解的各种分支方法的著作 ，在以后几年的写作过
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程中内容的选取和次序的安排曾有多次变动 ．现在虽然定稿并出

版 ，但在内容安排 、理论的深度和广度方面仍恐有许多不足 ．作者

试图使本书具有以下三个方面的特点 ：一 、较系统地介绍自治系统

与周期系统周期解的各种分支方法 ，尤其是介绍在其他书中看不

到的各种退化分支现象 ；二 、在论证上自成一体 ，读者通过阅读本

书能够迅速了解和掌握分支理论的新发展 ，并使得有兴趣的学者

尽快进入分支理论的若干研究前沿 ；三 、本书在最基本的理论基础

上展开讨论 ，并着重介绍作者本人的研究成果 ．实际上 ，本书约半

数内容是系统地总结作者最近五六年的研究成果 ，许多结果是本

书独有的 ．
本书共分五章 ，现将各章内容简介如下 ：
第一章 ：主要是收集微分方程与奇点和极限环有关的定性理

论与方法 ，包括有关初值解的基本定理 ，用来研究周期解分支的一

致压缩映射原理和隐函数定理 ，双曲奇点的稳定流形与中心流形

定理 ，研究解的稳定性的 Liapunov 方法 ，平面系统的指标公式 ，平
面奇点类型的判别方法 ，无穷远奇点分析方法 ，规范型的理论与应

用等 ．以上方面的理论和方法在本章均有较系统的介绍 ，但对多数

定理并没有给出证明 ，因为这些定理的证明在很多书中都能找到 ．
然而在应用有关理论与方法及引入新的方法讨论一些有研究背景

的非线性系统的定性性质方面 ，均给出了详细的论证（例如周期线

性系统周期解的范数估计 、Lié nard 方程细焦点的稳定性判定 、若
干系统规范型的进一步标准化等） ，这一部分均取自本人已发表的

论文或者首次在本书出现 ．
第二章 ：较系统地论述高维自治与周期系统非局部周期解的

分支 ．首先 ，不加证明地介绍了双曲闭轨的稳定流形定理 ，然后 ，对
所研究的系统引入曲线坐标变换 ，对所获得的 Poincaré 映射或分

支方程利用 Rolle 中值定理等分析工具给出一个或多个周期解的

存在条件 ，在应用压缩映射原理讨论周期解的存在性时我们给出

了可以测定保证周期解存在的小参数变化范围的方法 ，弥补了以

往结果的不足 ，例如 ，可以证明线性系统
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ẍ ＋ x ＝ cos２ t ＋ εxsin２ t

当｜ ε｜ ＜ １
２ 时有惟一的 π 周期解 ，环面系统

痹x ＝ ε［ － sin x ＋ cos t］
当 ０ ＜ ｜ ε｜ ≤ １

３ 时（在环面上）恰有两个闭轨 ，且均为 ２π 周期的 ．本

章还研究了平面系统双曲闭轨的周期扰动 ，给出了次调和解的分

支判据 ，以及寻求这些解随参数改变而变化的规律的方法 ，对高维

可积自治系统的闭轨在自治或周期扰动下周期解的分支也进行了

研究 ，获得了用于判定周期解存在与否的 Melnikov 函数 ，特别给

出了利用同宿 Melnikov 函数决定次调和解的个数的方法 ．
第三章 ：主要研究一般的高维自治系统与周期系统的小振幅

周期解 ，这些周期解在未扰动系统的给定解或奇点的小邻域内出

现 ，称之为局部分支 ．这一章介绍研究这种周期解分支的两种方

法 ，一是广为人知的 Liapunov唱Schmidt 方法 ，二是鲜为人知但却易

于接受的初等方法 ，用这两种方法不但可以研究经典的 Hopf 分支

问题 ，而且还可用于一些退化的 Hopf 分支 （即奇点余维数大于

１） ，同时第二种方法又可用于研究具非半单特征值的线性系统的

单参数闭轨族在自治扰动下的分支现象 ，这两种方法在建立决定

周期解个数的分支函数或分支方程时各具特色 ．
上述三章的内容主要是论述高维自治或周期系统的局部与非

局部周期解的分支理论 ，这些理论当然也适用于平面系统 ．然而 ，
由于平面系统的特殊性 ，可对这类系统进行更深入的研究 ，获得更

细致的成果 ，这就是在第四章与第五章所要做的工作 ．
第四章 ：引入了 Hopf 环性数 、含闭轨族的开集的环性数及同

宿轨 、异宿轨的环性数的概念 ，并给出了用 Melnikov 函数及其他

的附加条件来决定这几类环性数的一般方法 ．本书所考虑的扰动

系统一般都含有多个参数 ，这与单参数扰动有本质的不同 ，例如 ，
对方程
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痹x ＝ y － ε（ a１ x ＋ a２ x３ － a２
３ x５ ＋ εa３ x７ ） ，　 痹y ＝ － x

来说 ，当 a ＝ （ a１ ，a２ ，a３ ） ＝ ０ 时 ，出现全局中心 ，而当 a ≠ ０ 且作为

常量时 ，必存在 ε倡 （ a） ＞ ０ ，使当 ０ ＜ ｜ ε｜ ＜ ε倡
时 ，原点的环性数为

２ ．然而 ，把 a 当作参数 ，则当｜ ε｜ ＋ ｜ a｜充分小时 ，原点的环性数是

３ ．同 、异宿分支是第四章的难点 ，这一章给出决定同 、异宿环稳定

性的前三个量的计算公式 ．讨论了这些奇闭轨在扰动下产生一个 、
二个或三个极限环的条件 ．作为应用 ，讨论了出现于三维与四维系

统余维二分支中两类含双参数的多项式系统极限环的全局惟一性

问题 ．
第五章 ：继续研究平面系统的极限环 ．首先介绍了旋转向量场

理论 ，引入了新的成果 ，对一般的平面系统给出了极限环存在 、不
存在及惟一存在的判定条件 ，进一步研究了 Lié nard 系统的 Hopf
分支 、Poincaré 分支 ，以及给出了决定这类系统在整个平面上环性

数的方法 ，例如 ，证明了五次系统

痹x ＝ y（ Ny２ ＋ １） － ε x５ ＋ ∑
４

i ＝ １
ai xi ，　 痹y ＝ － x（１ ＋ bx２ ）

（其中 N ≥ ０ ，b ≥ ０ 为常数 ，ε ≥ ０ 充分小 ，ai 为有界参数）的环性数

为 ２ ；n 次系统

痹x ＝ y － ε ∑
n

i ＝ １
ai x i ，　 痹y ＝ － （ x ＋ x２ ）

的环性数为 ２ n － １
３ ，而当 ε ＝ １ ，（ a１ ，a２ ，… ，an ）为任意参数时 ，

量
２ n － １

３ 也是上述 n 次系统在原点的 Hopf 环性数 ．

限于作者的知识水平 ，与弱化 Hilbert 第 １６ 问题有关的二次

系统极限环的分支 、平面上含三个或更多个点的异宿环的扰动分

支 ，以及空间同异宿分支等都没能在书中介绍 ．
作者从 １９８２ 年以来一直得到叶彦谦教授的不断指导和帮助 ，

作者也得到罗定军教授经常的帮助 ，本人也从主要合作者朱德明
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教授那里得到不少帮助 ；自从作者于 １９９６ 年参加国家自然科学基

金重点项目以来 ，曾多次得到张芷芬教授和李承治教授的指导和

关心 ，并就各种分支问题的难点和解决方法进行过多次有益的讨

论 ．作者于 １９９８ ～ １９９９ 年在美国 Georgia Institu te of Technolo gy
访问期间 ，在科研和生活上都得到过 Jack K ．Hale 教授的许多帮

助 ；本书的初稿曾在动力系统研讨班及相关课程的教学中试用过

多次 ，我的同事顾圣士 、章仰文 、汪静 、向光辉 、陈贤峰及研究生孟

争 、吴玉海 、陈华 、林鹰等曾研读过该书的部分章节并提出了许多

修改建议 ，作者借此书出版之际一并向以上各位师长 、挚友 、同事

及研究生们表示衷心的感谢 ．谢谢我的研究生孟争 、吴玉海 、陈华 、
林鹰 、王宗勇 、金雷 ，他们在紧张的学习之余帮我打出了全部书稿 ．
感谢上海交通大学校领导和应用数学系领导给我提供良好的工作

环境 ．感谢国家自然科学基金委员会对作者研究工作的一贯支持 ．
感谢国家科学技术学术著作出现基金对本书出版的支持 ．感谢科

学出版社吕虹编辑对出版本书的辛勤工作 ．最后 ，感谢我的妻子林

国凤和儿子韩通对我一贯的支持和帮助 ，他们最知我感恩的心 ．

作 　 者

于上海交通大学
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第一章 　奇点及其局部性质

微分方程最基本的解是定常解 ，对自治系统而言 ，定常解对应

着微分方程在相空间中的奇点 ．研究奇点的局部性质是微分方程

定性理论最基本的任务 ．本章主要讨论自治系统的局部性质 ，并给

出有关奇点定性分析的理论与方法 ．首先从线性系统开始 ．

§ １ 　 线性系统

1畅1 　 常系数线性系统

常系数齐次线性系统的一般形式是

痹x ＝ A x ，　 x ∈ Rn ， （１畅１）

其中 A 是 n 阶矩阵 ，其元素为实数 ．
定义 1畅1 　 如果 A 的行列式 det A ≠ ０ ，则称 x ＝ ０ 为（１畅１）的

初等奇点 ；如果 A 没有具零实部的特征根 ，则称 x ＝ ０ 为（１畅１）的
双曲奇点 ；如果 A 的特征值均有负（正）实部 ，则称 x ＝ ０ 为（１畅１）
的汇（源） ，如果 x ＝ ０ 为（１畅１）的双曲奇点且不是汇和源 ，则称其

为（１畅１）的鞍点 ．
易见双曲奇点必是初等的 ，反之未必 ．又对 n ＝ ２ 的情况 ，如

所周知 ，（１畅１）的汇（源）是稳定（不稳定）的焦点或结点 ，而此时非

双曲的初等奇点是中心奇点 ．
线性方程（１畅１）的通解具有形式 eA t x ，其中

eA t ＝ ∑
i ≥ ０

１
i ！A

i ti ．

每个解在 R × Rn
空间中表示一条曲线 ，该曲线在相空间 Rn

中的

投影为（１畅１）的轨线 ．

·１·



由矩阵理论 ，存在可逆矩阵 T ，使得线性变换

T ：y ＝ Tx ． （１畅２）

把（１畅１）化为标准型

痹y ＝ By ， （１畅３）

其中 B ＝ TA T － １
为 A 的实 Jordan 标准型 ，因此它可写成下述块

对角形 ：

B ＝ diag（ B ＋ ，B － ，B０ ） ， （１畅４）

其中 B ＋ （ B － ，B０ ）的特征值具有正实部（负实部 、零实部） ，于是

（１畅３）的基本解矩阵 eBt
可写为

eB t ＝ diag（ eB ＋
t ，　 eB －

t ，　 eB ０
t ） ． （１畅５）

　 　 如果 x ＝ ０ 为双曲奇点 ，则有

B ＝ diag（ B＋ ，B － ） ， 　 eB t ＝ diag（ eB ＋
t ，eB －

t ） ，

且 x ＝ ０ 为（１畅１）的汇（源）当且仅当 B ＝ B － （ B ＝ B ＋ ） ．由线性系

统解的结构或由指数矩阵的定义知

lim
t → ＋ ∞

eB
－

t
＝ ０ ，　 lim

t → － ∞
eB ＋

t
＝ ０ ，

且趋于零的方式是指数式的 ．若 B － 本身是一个 Jordan 块 ，则可设

B－ ＝

λ １

筹 １

筹 １

λ k × k

，　 λ ＜ ０ ，

或
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B－ ＝

C I

筹 I

筹 I

C ２ k × ２ k

，　 C ＝
a － b

b a
，I ＝

１ ０

０ １
，a ＜ ０ ，

此时有

eB －
t ＝

１ t … tk － １

（ k － １） ！

１ … 

筹 t

１

eλ t ，

或

eB
－

t ＝

D Dt … Dtk － １

（ k － １） ！

D … 

筹 Dt

D

ea t ，

D ＝ e

０ － b

b ０
t

＝
cos bt － sin bt

sin bt cos bt ．

同样 ，若 B ＋ 或 B０ 本身是一个 Jordan 块 ，则 eB ＋
t 与 eB ０

t 有与 eB
－

t 类

似的表达式 ．
对任意常向量 y ∈ Rn ，与（１畅４）的分块相应地可作分解 y ＝

（ y ＋ ，y － ，y０ ） T ，使 By ＝ （ B ＋ y ＋ ，B － y － ，B０ y０ ） T ，其中上标“ T”表
示转置 ．令 Eu ，Es

与 Ec
表示 Rn

的线性子空间 ，且满足

TEu ＝ ｛ y ∈ Rn | y － ＝ y０ ＝ ０｝ ，

·３·



TEs ＝ ｛ y ∈ Rn | y＋ ＝ y０ ＝ ０｝ ，

TEc ＝ ｛ y ∈ Rn | y－ ＝ y ＋ ＝ ０｝ ．

由（１畅５）易知集合 TEu ，TEs 与 TEc 是（１畅３）的不变集 ，换句话说 ，
这三个集合各由（１畅３）的整条轨线组成 ．不变集 TEu （ TEs ）的特征

是 ：对 （１畅３）的任一解 eB t y ，当且仅当 y ∈ TEu （ y ∈ TEs ）时有

lim
t → － ∞

eB t y ＝ ０（ lim
t → ＋ ∞

eB t y ＝ ０） ．分别称 TEu ，TEs 与 TEc 为（１畅３）的不

稳定集 、稳定集与中心集 ．注意到

eA t ＝ T － １ eBt T ，

可知不变集 TEu ，TEs
与 TEc

在变换（１畅２）下的原像 Eu ，Es
与 Ec

即为原系统（１畅１）的不稳定集 、稳定集 、中心集 ．
定义 1畅 2 　 如果存在同胚 h ：Rn → Rn ，使

h（ eA t x） ＝ eL t h（ x） ，

其中 L 为 n 阶实矩阵 ，则称 n 维线性系统（１畅１）与下述 n 维线性

系统

痹z ＝ L z ，　 z ∈ Rn （１畅６）

为拓扑共轭的 ．
可证（见［３］） ．
定理 1畅1 　 设原点为 （１畅１）与 （１畅６）的双曲奇点 ，则 （１畅１）与

（１畅６）为拓扑共轭的当且仅当矩阵 A 与 L 有相同个数的具正实部

的特征根 ．
例 1畅1 　 考虑三维线性系统

痹x ＝ ax － y ，　 痹y ＝ x ＋ ay ，　 痹z ＝ － z ， （１畅７）

易知其基本解矩阵为

eat cos t － eat sin t ０

eat sin t ea t cos t
０ ０ e－ t

．
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设 a ＞ ０ ，则 Eu
为（ x ，y）坐标面 ，Es

为 z 轴 ，（１畅７）的相图如图 １畅１
所示 ，图中箭头表示 t 增加时轨线上动点的运动方向 ．请读者画出

当 a ＜ ０ 或 a ＝ ０ 时（１畅７）的相图 ．

图 １畅１ 　 （１畅７）的相图（ a ＞ ０）

1畅2 　 周期线性系统

考虑非自治线性系统

痹x ＝ A（ t） x ，　 x ∈ Rn ， （１畅８）

其中 A（ t）为 n 阶连续实矩阵 ，且存在 T ＞ ０ 使 A（ t ＋ T） ＝ A（ t）
对一切 t ∈ R 成立 ．称（１畅８）为齐次周期线性系统 ．设 X（ t）表示

（１畅８）的基本解矩阵 ，且满足 X（０） ＝ In ，此处 In 为 n 阶单位矩阵 ．

利用解的存在惟一性知

X（ t ＋ T） ＝ X（ t） X（ T） ．

　 　 引理 1畅1 　 存在矩阵 B 与 S ，且 S 为实的 ，使

X（ T） ＝ eB T ，　 X２ （ T） ＝ e２ S T ．

　 　 证明 　 不妨设 X（ T）为 Jordan 标准型且只含一个 Jordan 块

C ，即设

X（ T） ＝ C ＝ λIn ＋ R ，R ＝
０ In － １

０ ０
，

·５·



其中 λ 为复数 ，由 R 的形式知存在自然数 m ，使对 k ＞ m 有 Rk ＝
０ ．令

BT ＝ （ln λ） In ＋ Q ，　 Q ＝ － ∑
m

j ＝ １

１
jλj （－ R） j ，

则 eB T ＝ λeQ ＝ λ ∑
k ≥ ０

Qk

k ！ ．由于对 x ∈ R ，｜ x｜ ＜ １ ，有

ln（１ ＋ x） ＝ ∑
j ≥ １

（ － １） j ＋ １ x j

j ≡ q（ x） ，

因此

∑
k ≥ ０

qk （ x）
k ！ ＝ eq （ x ） ＝ １ ＋ x ．

形式上利用上式 ，并注意到 q R
λ ＝ Q 且当 k ＞ m 时 Qk ＝ ０ ，可

得

In ＋ R
λ ＝ ∑

k ≥ ０

Qk

k ！ ＝ ∑
m

k ＝ ０

Qk

k ！ ，

故有 eB T ＝ λ In ＋ R
λ ＝ C ＝ X（ T） ．

由 eB T ＝ X （ T ） ，取共轭得 e
珚B T ＝ X （ T ） ，于是 eB T · e

珚B T ＝

e（ B ＋ 珚B ） T ＝ X２ （ T） ，令 S ＝ １
２ （ B ＋ 珚B） ，则 S 为实矩阵 ．证毕 ．

引理 1畅2（ Floquet 定理） 　 存在非奇异的连续 T 周期矩阵

P（ t）与 ２ T 周期实矩阵 R（ t）使

X（ t） ＝ P（ t） eB t ，　 X（ t） ＝ R（ t） eSt ．

此外 ，周期变换 x ＝ P（ t） y ，x ＝ R（ t） z 分别把（１畅８）化为常系数

系统 y ＝ By 与 z ＝ S z ．
证明 　 令 P（ t） ＝ X（ t） e－ B t ，R（ t） ＝ X （ t） e － S t ，由引理 １畅１

可知 P ，R 满足所述性质 ．证毕 ．
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矩阵 B 的特征值 λ 称为（１畅８）的特征指数 ，而矩阵 X（ T） ＝
eB T 的特征值 μ ＝ eλT 称为（１畅８）的特征乘数 ．如果（１畅８）的特征指数

均具有非零实部 ，则称 x ＝ ０ 为（１畅８）的双曲零解 ．
引理 1畅3 　 周期系统（１畅８）有 T 周期解 （２ T 周期解）当且仅

当（１畅８）以 μ ＝ １（ μ ＝ － １）为特征乘数 ．

证明 　 首先证明存在整数 k 使 λ ＋ ２ kπ
T i（其中 i ＝ － １）为

（１畅８）的特征指数当且仅当（１畅８）有形如 eλ t p（ t）的解 ，其中 p （ t）
≠ ０ 为 T 周期的向量函数 ．

事实上 ，若 eλ t p（ t）为（１畅８）的解 ，则由引理 １畅２ 存在 x０ ≠ ０ 使

eλ t p（ t） ＝ P（ t） eB t x０ ，将 t 换为 t ＋ T 并由周期性易知

P（ t） eB t ［ eB T
－ eλ T In ］ x０ ＝ ０ ，

故有 det（ eB T － eλ T I n ） ＝ ０ ，因此利用 B 的 Jordan 型易知必存在 B

的特征值 λ′ ，使 eλ T ＝ eλ′ T ，从而存在整数 k ，使 λ ＋ ２ kπ
T i ＝ λ′为 B

的特征值 ．反之 ，设 λ ＋ ２ kπ
T i 为 B 的特征值 ，仍利用 B 的 Jordan

型知存在 x０ ≠ ０ 使 eB t x０ ＝ e λ ＋
２ k π
T i t x０ ，故解 eλ t e

２ k π i
T t P（ t） x０ 具

有所需要的形式 ．
现在注意到 μ ＝ １（ μ ＝ － １）为（１畅８）的特征乘数当且仅当

（１畅８）以 λ ＝ ２ kπ
T i λ ＝ （２ k ＋ １）π

T i 为特征指数 ，其中 k 为某整数 ．

于是由前面所证结论知后者成立当且仅当（１畅８）有形如 p（ t）的 T
周期解（ eπ i t桙 T p（ t）的 ２ T 周期解） ．证毕 ．

引理 1畅4 　 设 μ１ ，… ，μn 为（１畅８）的特征乘数 ，则

μ１ μ２ … μ n ＝ exp∫
T

０
t r A（ t）d t ．

　 　 证明 　 由行列式的求导法则可证 det X（ t）满足一阶微分方程
痹u ＝ ［t r A（ t）］ u ，因此有（Liouville 公式）

·７·



det X（ t） ＝ exp∫
t

０
tr A（ s）d s ．

另一方面 ，μ１ μ２ … μn ＝ det X（ T） ．由此即得 ．证毕 ．

下面进一步考虑非齐次周期线性系统

痹x ＝ A（ t） x ＋ f（ t） ，　 x ∈ Rn ， （１畅９）

其中 A （ t）如前 ， f （ t）为连续周期向量函数 ．同前 ，设 X （ t）为

（１畅８）的基本解矩阵且 X（０） ＝ In ，则由常数变易公式 ，（１畅９）的通

解有下列形式 ：

x（ t ，x０ ） ＝ X（ t） x０ ＋ X（ t）∫
t

０
X － １ （ s） f（ s）d s ． （１畅１０）

令

P（ x０ ） ＝ x（ T ，x０ ） ＝ X（ T） x０ ＋∫
T

０
X － １ （ s） f（ s）d s ，

我们称由上式定义的映射 P ：Rn → Rn
为 （１畅９）的 Poincaré 映射 ．

由于（１畅９）为周期系统 ，由解的存在惟一性定理知 x （ t ， x０ ）为

（１畅９）的 T 周期解当且仅当 x０ 为 P 的不动点 ，即 P（ x０ ） ＝ x０ ，换

句话说 ，如果 x０ 满足

（ X － １ （ T） － In ） x０ ＝ ∫
T

０
X － １ （ s） f（ s）d s ， （１畅１１）

则 x（ t ，x０ ）为（１畅９）的 T 周期解 ，反之亦然 ．方程（１畅１１）关于 x０

为代数线性方程 ，而且当且仅当 X － １ （ T） － In 为非奇异时它有惟

一解

x 倡
０ ＝ （ X － １ （ T） － I n ）－ １∫

T

０
X － １ （ s） f（ s）d s ，

将上式代入（１畅１０）可得

x（ t ，x 倡
０ ） ＝ X（ t） （ X － １ （ T） － In ）－ １∫

T

０
X － １ （ s） f（ s）d s

·８·



＋∫
t

０
X － １ （ s） f（ s）d s ≡ （ K f）（ t） ． （１畅１２）

　 　 引入线性空间 PT 如下 ：

PT ＝ ｛ f ：R → Rn f 为连续的 T 周期向量函数｝ ，

规定 PT 中数乘为数与向量的乘法 ，加法为向量函数的加法 ，又定

义范数 f 如下 ：

f ＝ sup
t ∈ R

‖ f（ t） ‖ ≡ sup
t ∈ R

max
１ ≤ j ≤ n

f j （ t） ，

可证 PT 为 Banach 空间 ，于是由（１畅１２）知 ，如果 X － １ （ T） － I n 为

可逆矩阵 ，则 K ：PT → PT 为 PT 上的线性算子 ．进一步可证 ，K 为

有界的 ，即存在与 f 无关的常数 M ＞ ０ ，使

K f ≤ M f ． （１畅１３）

　 　 事实上 ，对（１畅９）作 Floquet 变换 x ＝ P（ t） y 可得

痹y ＝ By ＋ P － １ （ t） f（ t） ， （１畅１４）

由（１畅１２）知 ，（１畅１４）的惟一 T 周期解可表示为

y 倡 （ t） ＝ eB t （ e－ B T － In ）－ １∫
T

０
e－ Bs P－ １ （ s） f（ s）d s

　 ＋∫
t

０
e－ B s P－ １ （ s） f（ s）d s ．

注意到 e－ B T ＝ X － １ （ T） ，e － B s P － １ （ s） ＝ X － １ （ s） ，由上式知

y 倡 （ t ＋ T） ＝ eB T eB t X － １ （ T） － In － １∫
T

０
X － １ （ s） f（ s）d s

　 ＋∫
t ＋ T

０
X － １ （ s） f（ s）d s

＝ eB T y 倡 （ t） ＋ eB t∫
t ＋ T

t
X － １ （ s） f（ s）d s

·９·



＝ eB T y 倡 （ t） ＋ eB t∫
T

０
X － １ （ s ＋ t） f（ s ＋ t）d s ，

因为 y 倡 （ t ＋ T） ＝ y 倡 （ t） ，故有

y 倡 （ t） ＝ （ e－ B T － In ）－ １ · eB t∫
T

０
X － １ （ s ＋ t） f（ s ＋ t）d s ，

从而得到 Kf 的表达式 ：

（ K f）（ t） ＝ P（ t） y 倡 （ t） ＝ X（ t）（ X － １ （ T） － I n ）

　 ·∫
T

０
X － １ （ s ＋ t） f（ s ＋ t）d s ．

　 　 现取矩阵范数 · 与前面所取的向量范数相容 ，即对 n 阶矩

阵 Q（ qi j ） ，令

Q ＝ max
j ∑

n

i ＝ １
qi j ，

那么 ，若令

M ＝ max
０ ≤ t ≤ T∫

T

０
X（ t）（ X － １ （ T） － In ）－ １ X － １ （ s ＋ t） d s ，

则式（１畅１３）必成立 ．
可用类似方法来讨论含参数的线性系统 ：

痹x ＝ ε［ Ax ＋ f（ t）］ ，　 x ∈ Rn ， （１畅１５）

其中 ε ＞ ０ 为小参数 ，f ∈ PT ，A 为 n 阶常矩阵 ．我们断言 ，如果 A
可逆 ，则存在 ε０ ＞ ０ 及对 ０ ≤ ε ≤ ε０ 有定义的连续函数 M（ε） ＞ ０ ，

使对 ０ ＜ ε ＜ ε０ （１畅１５）有惟一的 T 周期解 Kε f ∈ PT ，且 Kε ：PT →

PT 为线性有界算子 ，并满足

Kε f ≤ M（ ε） f ，　 Kε f ＝ － １
T A － １∫

T

０
f（ t）d t ＋ O（ε） ．

（１畅１６）
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此外 ，可取

M（ ε） ＝ ε∫
T

０
（ e－ εA T － In ）－ １ e－ εA s d s ．

　 　 事实上 ，由（１畅１３）的推导法 ，（１畅１５）的 T 周期解 Kε f 惟一存

在 ，且有表达式

Kε f（ t） ＝ ε（ e－ ε A T － In ）－ １∫
T

０
e－ ε A s f（ t ＋ s）d s ． （１畅１７）

因此

Kε f ≤ ε∫
T

０
（ e－ ε A T － In ）－ １ e－ ε A s d s · f ≡ M（ε） f ．

由矩阵级数理论知

e－ εA T － In ＝ ∑
k ≥ １

（ － εA T） k

k ！ ＝ － εAT In ＋ ∑
k ≥ １

（ － εA T） k

（ k ＋ １） ！ ．

令

L ＝ ∑
k ≥ １

（ － εA T） k

（ k ＋ １） ！ ，

则由上式知

ε（ e－ ε A T － In ）－ １ ＝ － １
T （ In ＋ L）－ １ A － １ ． （１畅１８）

由于当 εT A ＜ １ 时

L ≤ ∑
k ≥ １

（ ε A T） k

（ k ＋ １） ！

＝ １
εT A （ eε T A － １ － εT A ） ＜ εT A ，

从而

∑
j ≥ ０

（ － １） j Lj ≤ ∑
j ≥ ０

L j ＜ ∑
j ≥ ０

（ εT A ） j ，

即

·１１·



（ In ＋ L）－ １ ＜ １
１ － εT A ．

因此由（１畅１８）知当 εT A ＜ １ 时有

ε（ e－ ε A － I n ）
－ １ ＜ A － １

T（１ － εT A ） ．

又由于当 εT A ＜ １ 时

∫
T

０
e－ εA s d s ≤∫

T

０
eε | A | s d s ＝ eεT | A | － １

ε A ＜ T（１ ＋ εT A ） ，

于是由 M（ε）的取法知 ，当 εT A ＜ １ 时有

M（ ε） ＜
A － １ （１ ＋ εT A ）

１ － εT A ． （１畅１９）

注意到当 ε ＝ ０ 时 L ＝ ０ ，由（１畅１７）与（１畅１８）即得（１畅１６） ．
以后我们将利用（１畅１３）与（１畅１６）及压缩映像原理等讨论非线

性周期系统的周期解的存在性 ．
最后 指出 ，如果 空 间 PT 中 的 范 数 · 另 取 为 f ＝

sup
t ∈ R ∑

n

i ＝ １
f ２i （ t）

１
２

或 f ＝ sup
t ∈ R ∑

n

i ＝ １
fi （ t） ，则相应的相容矩阵范

数可取为 Q ＝ ∑
n

i ， j ＝ １
q２

i j

１
２

或 Q ＝ max
j ∑

n

i ＝ １
qi j 畅

§ ２ 　 隐函数定理与解的分析性质

本节首先叙述微分方程初值解的存在惟一性及其关于初值与

参数的光滑依赖性定理 ，然后叙述描述隐函数性质的压缩映射原

理与隐函数定理等 ，这些定理是动力系统理论十分常用的工具 ．
2畅1 　 解的分析性质

定义 2畅1 　 设有映射 f ：U → Rn ，其中 U 为 Rm
中的开集 ，m ，

n ≥ １ ．设 x０ ∈ U ，r ≥ １ ，r 为自然数 ，如果 f 的各分量在 x０ 的邻域

内有直到 r 阶的各阶偏导数 ，且这些偏导数在点 x０ 处是连续的 ，
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则称 f 在 x０ 处为 Cr
的 ，且称

D f（ x０ ） ＝ 抄 f
抄 x（ x０ ） ≡

抄（ f１ ，… ，f n ）
抄（ x１ ，… ，x m ） ≡ fx （ x０ ）

为 f 在 x０ 处的导算子 ；如果 f 的各分量在 x０ 处为解析的（即在

x０ 附近可展成收敛的幂级数） ，则称 f 在 x０ 处为解析的 ．若 f 在

U 中每一点为 Cr （或解析）的 ，则称 f 在 U 上为 Cr （或解析）的 ，记
为 f ∈ Cr （ U ，Rn ）（或 f ∈ C ω （ U ，Rn ）） ，有时简记为 f ∈ Cr （ U）
（或 f ∈ C ω （ U）） ．

现考虑 n 维微分方程

痹x ＝ f（ t ，x） ， （２畅１）

其中 f ：R × U → Rn
为连续函数 ，U 炒 Rn

为开集 ．
定义 2畅2 　 如果对任意一点（ t０ ，x０ ） ∈ R × U ，存在 t０ 的邻域

I０ 与 x０ 的邻域 U０ 炒 U ，及常数 L ＝ L（ t０ ，x０ ） ＞ ０ ，使

‖ f（ t ，x） － f（ t ，y） ‖ ≤ L ‖ x － y ‖ ，　 x ，y ∈ U０ ，　 t ∈ I０ ，

则称 f 在 R × U 上关于 x ∈ U满足局部 Lipschitz 条件 ．
利用微分中值定理（见本节定理 ２畅４）可证 ，若 fx 在 R × U 上

存在且连续 ，则 f 在 R × U 上关于 x ∈ U 满足局部 Lipschitz 条件 ．
利用 Picard 逼近法可证（详见［１７］或［１１７］） ．
定理 2畅1（解的存在性与惟一性） 　 设 f 在 R × U 上关于

x ∈ U满足局部 Lipschitz 条件 ，则对任意点（ t０ ，x０ ） ∈ R × U ，存在

α ＞ ０ ，使方程（２畅１）有满足 x（ t０ ） ＝ x０ 的且定义在（ t０ － α ，t０ ＋ α）

上的解 x（ t） ．此外 ，如果 y（ t）也为（２畅１）的满足 y（ t０ ） ＝ x０ 且定

义在（ t０ － α ， t０ ＋ α）上的解 ，则在 （ t０ － α ， t０ ＋ α）上有 y （ t） ≡

x（ t） ．
由上述定理知解 x（ t）至少在区间（ t０ － α ，t０ ＋ α）上有定义 ．

进一步设 f 关于 x 在 U 内为 C１
的 ，则利用 Gronwall 不等式可证

若当 t → t０ ＋ α 时 x（ t）有界且不任意接近 U 的边界 ，则 x（ t）必
·３１·



趋于 U 中某有限点 x′０ ，此时令 t′０ ＝ t０ ＋ α ，利用定理 ２畅１ 可进一

步讨论（２畅１）的满足 x（ t′０ ） ＝ x′０ 的解 x１ （ t） ，设其定义在 （ t′０ －

α′ ，t′０ ＋ α′）上 ，则有下述 x（ t）的右向延拓

珘x（ t） ＝
x（ t） ， t０ － α ＜ t ＜ t０ ＋ α ，

x１ （ t） ， t０ ＋ α ≤ t ＜ t′０ ＋ α′ ．

若当 t → t′０ ＋ α′时 珘x （ t）趋于 U 中某点 ，又可讨论 珘x（ t）的右向延

拓 ．依此类推可获得 x （ t）的最大右行延拓 珔x （ t） ，使得 珔x （ t）在

［ t０ ，β）上有定义 ，且当 t → β － ０ 时 珔x （ t）或无界或任意趋近 U 的

边界 ．同样讨论可获得 x（ t）的最大左行延拓 ．将最大左 、右行延拓

拼接起来所得的函数 x 倡 （ t）称为 x（ t）的最大延拓 ，其定义域为

开区间（ t１ ，t２ ） ，且当 t → t１ ＋ ０ 或 t → t２ － ０ 时 x 倡 （ t）或无界或任

意趋近 U 的边界 ．我们称（ t１ ，t２ ）为 x 倡 （ t）的饱和区间 ，于是有下

述定理 ．
定理 2畅2（解的延拓） 　 设 f 在 R × U 上关于 x ∈ U 为 C１ 的 ，

则对任意点（ t０ ，x０ ） ∈ R × U ，方程（２畅１）有满足 x（ t０ ） ＝ x０ 的惟

一解 x（ t） ，其定义域为一开区间 I（ t０ ，x０ ） ．若该区间有一有限端

点 ，则当 t 趋于该两端点时 x（ t）无界或任意趋近 U 的边界 ．
再考虑含参量的微分方程

痹x ＝ f（ t ，y ，λ） ， （２畅２）

其中 f ：R × U × D → Rn
为连续函数 ，U 炒 Rn

为开集 ，D 炒 Rm
为

开集 ，m ，n ≥ １ ．对任意点（ t０ ，x０ ，λ） ∈ R × U × D ，方程 （２畅２）满

足 x（ t０ ） ＝ x０ 的解记为 x（ t ，t０ ，x０ ，λ） ，其饱和区间记为 I（ t０ ，

x０ ，λ） ，关于 x（ t ，t０ ，x０ ，λ）的分析性质 ，我们有下列定理（其证明

可见［１７］） ．
定理 2畅3（解对初值与参数的光滑依赖性） 　 设 f 在 R × U ×

D 上为 Cr － １
的 ，r ≥ １ ，且对每个 t ∈ R ，f （ t ，· ，·） ：U × R → Rn

为

Cr 的 ，则 x（ t ，t０ ，x ０ ，λ）在区域
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G ＝ ｛（ t ，t０ ，x０ ，λ） （ t０ ，x０ ，λ） ∈ R × U × D ，t ∈ I（ t０ ，x０ ，λ）｝

上为 Cr 的 ．如果 f 在 R × U × D 上为解析的 ，则 x（ t ，t０ ，x０ ，λ）

在 G 上也是解析的 ，如果 f 对（ x ，λ） ∈ U × D 为 Ck
的 ，k ≥ r（或

解析的） ，则 x（ t ，t０ ，x０ ，λ）关于（ x０ ，λ） ∈ U × D 为 Ck （或解析）

的 ．
现设（２畅１）中 f 不显含 t ，则（２畅１）成为自治系统

痹x ＝ f（ x） ， （２畅３）

其中 f ∈ C１ （ U） ，设 （２畅３）满足 x （０） ＝ x 的解为 φ（ t ， x） ， t ∈
I（ x） ，称 φ 为（２畅３）所确定的流 ，记 φ

t （ x） ＝ φ（ t ，x） ．易证在其定

义域上成立下列群性质 ：

φ
０ ＝ id ，　 φ

－ t ＝ （ φ
t ）－ １ ，　 φ

t ＋ s ＝ φ
t 礋 φ

s ．

对每点 x ∈ U ，称 U 中的曲线

γ（ x） ＝ ｛ φ（ t ，x） t ∈ I（ x）｝

为（２畅３）过点 x 的轨线 ．若 γ（ x） ≡ x ，则必有 f（ x） ＝ ０ ，此时 x 为

（２畅３）的奇点 ．如果 γ（ x） 厨 x ，且 γ（ x）为 U 中的闭曲线 ，则称

γ（ x）为（２畅３）闭轨线或周期轨线 ，此时必存在 T ＞ ０ 使 φ（ t ，x） ＝

φ（ t ＋ T ，x） ．如果 γ（ x）既不是一点也不是一条闭曲线 ，则由解的

存在惟一性定理易证 γ（ x）必不自交 ．又由解的延拓定理知 ，若
γ（ x）在 U 中有界 ，则相应的参数表示 φ（ t ，x）必对一切 t ∈ R 有

定义 ．
记

γ＋ （ x） ＝ ｛ φ（ t ，x） t ∈ I（ x） ，t ≥ ０｝ ，

γ－ （ x） ＝ ｛ φ（ t ，x） t ∈ I（ x） ，t ≤ ０｝ ，

分别称 γ ＋ （ x） ，γ － （ x）为 （２畅３）过 x 的正半轨线 、负半轨线 ．可
证 ，若 x 不是（２畅３）的奇点 ，则 γ（ x）为（２畅３）的周期轨线当且仅当

γ ＋ （ x） ＝ γ － （ x） ＝ γ（ x） ．
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2畅2 　 隐函数的存在性与光滑性

为了今后的需要 ，下面列出非线性分析中的几个定理 ，它们的

证明可见［１４０］ 、［１３］或［６５］ ．
定理 2畅4 （微分中值定理） 　 设 f ：U → Rn

连续 ，U 炒 Rn
为开

集 ，设 x０ ∈ U 且

L ＝ ｛ x | x ＝ x０ ＋ th ，０ ≤ t ≤ １｝ 炒 U ．

若 f 在 L 中每一点为 C１ 的 ，则

f（ x０ ＋ h） － f（ x０ ） ＝ ∫
１

０
D f（ x０ ＋ th） hd t ，

其中右端对向量的定积分等于对其各个分量的定积分 ．
定义 2畅3 　 设有映射 T ：珡U × D → 珡U ，其中 U 炒 Rm

为开集 ，珡U
为 U 的闭包 ，D 炒 Rk

为有界集 ．如果存在 θ ∈ （０ ，１）使对一切 x ，y
∈ 珡U ，λ ∈ D 有

‖ T（ x ，λ） － T（ y ，λ） ‖ ≤ θ ‖ x － y ‖ ，

则称 T 在 珡U 上关于 λ ∈ D 为一致压缩映射 ．
定理 2畅5 （一致压缩原理） 　 设有连续映射 T ：珡U × V × D →

珡U ，其中 U ∈ Rm 为开集 ，V ∈ Rn 为开集 ，D ∈ Rk 为有界集 ．如果

T 在 珡U 上关于（ y ，λ） ∈ V × D 为一致压缩映射 ，且对每个 λ ∈ D ，
T（· ，· ，λ） ∈ Cr （ 珡U × V）（或 ∈ Cω （ 珡U × V）） ，则存在惟一的连续

映射 g ：V × D → 珡U 使 T（ g（ y ，λ） ，y ，λ） ＝ g（ y ，λ）成立（即隐函数

g（ y ，λ）为 T（· ，y ，λ）的不动点） ，且对每个 λ ∈ D ，有 g（· ，λ） ∈
Cr （ V）（或 ∈ Cω （ V）） ．

注 2畅1 　 如果把定理 ２畅５ 中的集合 U 换成某 Banach 空间的

闭子集 ，则该定理仍成立 ．
如前 ，设 U ∈ Rm ，V ∈ Rn

为开集 ，又设 F ：U × V → Rk
为一

Cr
映射 ，r ≥ １ ，对点（ x０ ，y０ ） ∈ U × V ，定义偏导数 Fx （ x０ ，y０ ）（或

Fy （ x０ ，y０ ））为函数 F（ x ，y０ ）（或 F（ x０ ，y））在点 x ＝ x０ （或 y ＝
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y０ ）的导数 ．易见 Fx （ x０ ，y０ ）与 Fy （ x０ ，y０ ）分别为 k × m 阶与 k ×

n 阶矩阵 ．
定理 2畅6（隐函数定理） 　 设 Cr

映射 F ： U × V → Rm
满足

F（ x０ ，y０ ） ＝ ０ ，且 Fx （ x０ ，y０ ）为 m 阶可逆矩阵 ，则存在点（ x０ ，y０ ）

的邻域 U０ × V ０ 炒 U × V 及惟一的 Cr
函数 f ： V ０ → U０ 满足

f（ y０ ） ＝ x０ ，使对（ x ，y） ∈ U０ × V０ ，F（ x ，y） ＝ ０ 当且仅当 x ＝

f（ y） ．如果 F 在 U × V 上为解析的 ，则 f 在 V０ 上为解析的 ．

定理 2畅7 （Malgrange 预备定理） 　 设 U 炒 R × Rn 为一开集 ，
（０ ，０） ∈ U ，且存在函数 f ∈ C ∞ （ U ，R） ，满足 f（ t ，０） ＝ tk g（ t） ，

g（０） ≠ ０ ，则存在 ε ＞ ０ 及 Rn
中原点的邻域 V 以及 V 上的 C ∞

函

数 a０ （ x） ，… ，ak － １ （ x）与（ － ε ，ε） × V 上的 C ∞
函数 q（ t ，x） ，且

q（０ ，０） ≠ ０ ，使

q（ t ，x） f（ t ，x） ＝ tk ＋ ∑
k － １

j ＝ ０
aj （ x） tj ，　 t ∈ （－ ε ，ε） ，x ∈ V ．

　 　 推论 　 在定理 ２畅７ 的条件下函数 f（ t ，x）在（ t ，x） ∈ （ － ε ，ε）
× V 中关于 t 至多有 k 个根 ，且每个根在 x ＝ ０ 连续 ．

证明 　 令

F（ z ，x） ＝ zk ＋ ∑
k － １

j ＝ ０
aj （ x） z j ，　 x ∈ V ，

则 F 关于复变量 z 为多项式 ．因为 aj （０） ＝ ０ ，j ＝ ０ ，… ，k － １ ，于是

F（ z ，０） ＝ zk ，且对每个 η ＞ ０ 存在 δ（ η） ＞ ０ ，使当 x ＜ δ ， z ＝

η 时有

F（ z ，x） － F（ z ，０） ≤ ∑
k － １

j ＝ ０
aj （ x） η

j ≤ η
k ＝ F（ z ，０） ，

于是利用复变函数论中的 Ruche 定理知 ，当 x ＜ δ 时方程 F（ z ，
x） ＝ ０ 与 F（ z ，０） ＝ ０ 在闭圆盘 z ≤ η 中有相同个数的零点 ，从
而 F 在 z ≤ η 中恰有 k 个根（包括重根） z j （ x） ， j ＝ １ ，… ，k ，即有

当 x ＜ δ 时 　 z j （ x） ≤ η ，　 j ＝ １ ，… ，k ．
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由 η 的任意性可知 z j （ x）在 x ＝ ０ 连续 ．由于 f（ t ，x）关于 t 的实

根必是 F 关于 z 的根 ，即知结论成立 ．

§ ３ 　 等价性 、稳定流形与中心流形

在 § １ 中 ，我们对自治的线性系统提出了稳定 、不稳定集与中

心集的概念 ，它们都是不变集 ，且奇点的定性性质由这三个集合来

决定 ．本节我们对非线性系统给出类似的理论 ．首先讨论线性化问

题 ．
3畅1 　 等价性

考虑两个 n 维非线性系统

痹x ＝ f（ x） ，　 x ∈ Rn ， （３畅１）

痹y ＝ g（ y） ，　 y ∈ Rn ， （３畅２）

其中 f ，g ：Rn → Rn 为 Cr 映射 ，r ≥ １ ，且 f（０） ＝ g（０） ＝ ０ ．
定义 3畅1 　 如果存在 Ck

同胚 h ：Rn → Rn （ k ≥ ０）满足 h（０） ＝
０ 且 h 把（３畅１）在原点邻域 U 中的轨线映为 （３畅２）在邻域 V ≡
h（ U）中的轨线且保持轨线的定向 ，则称（３畅１）与（３畅２）在原点为

局部 Ck
等价的 ．C０

等价又称为拓扑等价 ．
设 φ

t 与 ψ
t 分别表示（３畅１）与（３畅２）的流 ，则（３畅１）与（３畅２）为

局部 Ck 等价意味着对每个 x ∈ U 及 t ∈ R 存在 τ ＝ τ（ t ，x） ，关于

t 为增加函数且

当 φ
t （ x） ∈ U 时 　 h（ φ

t （ x）） ＝ ψ
τ （ h（ x）） ． （３畅３）

　 　 如 果存 在 Cr
函 数 μ ＝ μ （ x ） ， μ （０） ＞ ０ 使 f （ x ） ＝

μ（ x） g（ x） ，则对任意 k ≥ １ ，方程（３畅１）与（３畅２）在原点必为 Ck
等

价的 ，且此时可取 h 为恒等映射 ．
定义 3畅2 　 如果存在 Ck

同胚 h ：Rn → Rn （ k ≥ ０）满足 h（０） ＝
０ ，及原点的邻域 U 使（３畅３）对 τ ≡ t 成立 ，则称（３畅１）与（３畅２）为局

部 Ck 共轭的 ．C０ 共轭又称为拓扑共轭 ．
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