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丛 　 书 　序

管理理论 、决策科学与信息系统技术在 ２０世纪获得了巨大的

发展 。在 ２０世纪 ８０年代 ，为了推动这三大领域在中国的发展以

及推动这些领域之间的学科交叉研究 ，中国科学院管理 、决策与信

息系统重点实验室在科学出版社的支持下编辑出版了这套“管理 、

决策与信息系统丛书” 。这套丛书不求全而求新 ，以反映最新的研

究成果为主 。经过编委会的各位专家 ，特别是前任主编许国志院

士的努力和作者们的辛勤劳动 ，这套丛书在社会上尤其是在科学

界得到了广泛的关注和好评 。

回顾管理理论的发展历史 ，我们不难发现一个趋势 ：系统的概

念和方法越来越多地应用到管理的各个方面 ，并成为管理理论发

展的第三阶段的重要特征 。管理理论的第一阶段形成于 ２０世纪

初 ，以 F ．W ．Taylor为代表 ，倡导科学的管理 ，为提高工厂劳动生

产率而提出了标准化原理 。 管理理论的第二阶段 ，从 ２０ 世纪

２０ ～ ３０年代开始 ，以行为科学为特点 ，主要代表有 A ．H ．Maslow ，

K ．Lewin ，R ．Jannenbaum和 D ．McGregor 等人 。他们研究人的需

要 、动机 、激励和定向发展 ；研究正式和非正式的团体的形成 、发展

和成熟 ；研究个人在团体中的地位 、作用 ，领导方式和领导行为等 。

管理理论的第三阶段出现在第二次世界大战后 ，这一阶段有各种

学派 ，例如社会系统学派 、决策理论学派 、系统管理学派 、管理科学

学派和经验主义学派等 。他们从不同角度强调系统的概念 、理论

和方法 。这三个发展阶段并非截然分开 ，而是相互交叉的 。

不论管理理论有多少学派 ，人们大致可以将它们分成三种模

式 ：机械模式 、生物模式和社会模式 。生物模式认为 ：组织像一个

生物 ，有头脑机构 ，有职能部门和分支机构 。一个企业的目标可以

分解 ，各部门完成其中的一部分 。在这种模式下 ，目标管理得以发
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展 。社会模式认为 ：各级组织都是一个交互的系统 ，它们有共同

的目标 、交互作用和信息联系 ，管理者是交互作用的中心 。其特点

是强调交互式管理（interactive management）和强调以系统方法来
管理 。这正是它不同于传统管理的地方 。而传统管理大致可分为

三类 ：回顾式（reactive）管理 、被动式（inactive）管理 、预测式（preac唱
tive）管理 。回顾式管理是在自下而上地总结过去经验的基础上 ，

去发现组织的弱点 ，找出克服其弱点的措施 ，并在条件允许下去逐

个地解决问题 。被动式管理的特点是危机管理 ，是“救火队” ，领导

疲于处理当前各种各样的问题 。而预测式管理的决策基于对今后

的经济 、技术 、顾客行为和环境等的预测 。这三类管理可以混合成

各种样式的管理方式 ，正像红 、黄 、蓝可以组成各种颜色一样 。交

互式管理强调系统的方法 ，认为某个企业出现的市场问题绝不仅

仅是一个市场问题 ，而与 R&D 、生产 、原材料供给和人事等有关 ，

是一个系统的问题 。回顾式管理的弱点是缺乏系统的观点 。交互

式管理强调要设计可见的未来 ，创造一条尽可能实现它的道路 ，

这是“救火队”所不能做到的 ，但它又不把一切都寄托于预测 。交

互式管理还强调“全员参与”和“不断改进” 。

决策理论学派以 E ．W ．Simon等人为代表 ，是从社会系统学

派中发展起来的 。它认为决策贯穿于管理的全过程 ，管理就是决

策 。决策的优劣在很大程度上依赖于决策者的智慧 、素养和经验 。

计算机技术的发展不仅使人们能够快速地解决决策中的复杂计算

问题 ，而且可以有效地进行决策过程中的信息处理 、分析等工作 ，

从而达到提高决策质量的效果 。今天正处在新的发展阶段的决策

支持系统（DSS）和管理信息系统（MIS）正是集管理理论 、系统理

论和信息技术三大领域的交叉学科方向 ，它们为解决许多复杂决

策问题提供了有力的工具 。粗略地说 ，决策问题大致可分为三个

层次 ：战略决策 、结构决策和运行决策 。战略决策是指与确定组织

发展方向和远景有关的重大问题的决策 。结构决策是指组织决

策 ，运行决策是指日常管理决策 。

从信息论的观点看 ，整个管理过程就是一个信息的接收 、传
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输 、处理 、增功与利用的过程 。计算机信息处理技术应用于管理走

过了三个阶段 ：数据处理（EDP） 、管理信息系统和决策支持系统 。

作为管理信息系统和决策支持系统的支持环境 ，相对独立于计算

机软件的开发 ，需要研究和建立各类管理信息系统独特的支持软

件系统和开发环境 ，例如分布式数据库管理系统和分布式知识库

管理系统 ，面向用户 、通用性较强和面向特殊用户的模型库 、方法

库管理系统 ，以及一些专门的用户接口语言 。

展望未来 ，管理 、决策与信息系统这个交叉学科的研究领域的

发展有以下几个趋势 ：

１畅 更加重视人的行为的研究 ，企业的管理将不仅强调竞争 ，

而且应在竞争的前提下注重合作与协调 ；

２畅 非线性建模与分析 ，将取得大的突破 ；

３畅 互联网的飞跃发展 ，将为管理与决策分析提供新的研究问

题以及支持平台 。

这些趋势有两个重要特点 ：（１）利用信息技术与数学中的最新

成就去研究管理与决策问题 ；（２）通过观察管理决策与信息系统发

现其规律 ，形成数学与信息科学中具有挑战性的研究课题 。

在这套丛书的编辑出版中 ，我们将不仅注重每本书的学术水

平 ，而且也关注丛书的实用价值 。因此 ，这套丛书有相当的适用

面 。丛书的作者们将竭尽全力把自己在有关领域中的最新研究成

果和国际研究动态写得尽可能地通俗易懂 ，以便使更多的读者能

运用有关的理论和方法去解决他们工作中遇到的实际问题 。

本丛书可供从事管理与决策工作的领导干部和管理人员 、大

专院校师生以及工程技术人员学习或参考 。

汪寿阳
２００２ 年 ３ 月
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第 1章 　绪 　 　论

１畅１ 　引 　 　言

阶层性是系统的六大特征之一 ，对于大系统和复杂系统 ，层次

性更是主要特性 。随着人类社会的发展 ，经济全球化的加剧 ，实际

问题的规模越来越大 ，层次性愈加明显 ，结构越来越复杂 。因此 ，

层次性的研究就具有非常重要的意义 。

多层规划正是为了研究系统层次性问题而产生的 ，而这类问

题的研究已经有了很久的历史 。

２０世纪 ５０年代提出来的 Stackelberg 对策 ，是一种多人非零

的对策 ，其中局中人有上 、下层关系并且各自有不同的目标 ，而各

自的策略集通常是彼此分离的 。多层规划问题与这类对策有些共

同点 ，但各个层次的决策者必须依次做出决策 ，各自的策略集不必

再是分离的 。

２０世纪 ６０年代 ，Dantzig 和 Wolfe提出了大规模线性规划的
分解算法 ，相当于承认有一个核心决策者 ，他的目标是高于一切

的 ，其他各层次的决策者实现自己的目标只不过是为实现核心决

策者的目标的一种分工 ，他们的目标必须与核心决策者的目标完

全一致 ，没有自己独立的利益 。多层规划承认有最高决策者 ，但不

是绝对的 ，他容许下层决策者有各自不同的利益 。

２０世纪 ７０年代发展起来的多目标规划通常是寻求一个决策

者的互相矛盾的多个目标的折衷解 ，有些技术 ，如分层优化技术 ，

也可用来求解层次问题 ，但下层的决策不影响上层的目标 ，因而可

以逐层独立求解 。而多层规划正是要强调下层决策对上层目标的

影响 ，因此多层规划问题通常不能逐层独立求解 。

２０世纪 ７０年代以来 ，人们在各种现实的层次分散系统优化
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决策问题的研究中 ，遇到用上述方法不能解决的实际问题 ，因而人

们寻找各种特定的方法并成功地解决了这些问题 ，并逐渐形成了

多层规划的概念和方法 。 如 ：Cassidy （１９７１）的政府政策效力分
析 ，Kyland（１９７５）的经济层次分析 ，Bracken等人（１９７３ ～ １９７７）的

战略武器配置研究 ，Candler和 Norton（１９７７）的奶制品工业模型和
墨西哥农业模型等 。多层规划（Multilevel Programming）一词就是
Candler和 Norton在上述论文中首先提出来的 ，它的原意是一集

嵌套着的数学规划问题 ，即在约束条件中含有优化问题的数学规

划 。

２０世纪 ８０年代至今 ，多层规划的数学模型更加明确和形式

化了 。文卫平 、Candler 和 Townsley ，Bialas 和 Karwan ，Bard等先
后提出了一般的二层规划或 n 层规划的数学模型 ；Benson ，阮国

桢把上述数学模型推广到容许集是无界的情形 ；汪寿阳等人深入

研究了二层非线性问题 ；王先甲 、冯尚友和盛昭瀚也分别出版了关

于二层规划理论与算法的专著 。

总之 ，在过去的 ２０年中 ，多层规划的理论 、方法及应用都有了

很大的发展 ，正在逐渐形成一个新的运筹学分支 。目前 ，很多国家

对多层规划的研究都非常重视 ，把它列为科学基金资助项目 ，并取

得了巨大成功 。

多层规划问题通常有如下特点 ：

（１）系统是分层管理的 ，各层决策者依次做出决策 ，下层服从

上层 ，但下层有相当的自主权 。

（２）各层决策者有各自不同的目标 ，这些目标往往是互相矛盾

的 。

（３）各层决策者各自控制一部分决策变量 ，以优化各自的目

标 。

（４）上层决策者优先做出决策 ，下层决策者在为优化自己的目

标而选择策略时 ，不能违背上层的决策 。

（５）上层的决策可能影响下层的策略集 ，因而部分地影响下层

目标的达成 ，但上层不能完全控制下层的决策 ，在上层决策允许范
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围内下层有自主决策权 。

（６）下层的决策不但决定着自身目标的达成 ，而且也影响上层

目标的达成 。因此 ，上层在选择策略以优化自己的目标达成时 ，必

须考虑到下层可能采取的策略对自己的不利影响 。

（７）各层决策者的容许策略集通常是不可分离的 ，他们往往形

成一个相关联的整体 。

在多层规划的应用中 ，以二层规划最为常见 ，这是因为现实的

决策系统大都可以看成二层决策 ，例如 ：中央和地方 ，公司和子公

司 ，工厂的厂部和车间 ，高校的校部和院所等 。实际上 ，任何多层

决策系统都是一系列二层决策系统的复合［１ ～ ３］
。

二层规划是二层决策问题的数学模型 ，它是一种具有二层递

阶结构的系统优化问题 ，上层问题和下层问题都有各自的目标函

数和约束条件 。上层问题的目标函数和约束条件不仅与上层决策

变量有关 ，而且还依赖于下层的问题的最优解 ，而下层问题的最优

解又受上层决策变量的影响 。

二层规划已经取得了一系列可喜的成果 ，下面我们对有关文

献进行一下综述 。

１畅２ 　文 献 综 述

二层系统的研究起源于经济问题 ，如稀有资源在各部门间的

分配问题研究［４ ～ ６］
，价格控制问题的研究［７］等 。应用的需要推动

了二层系统最优化研究的发展 。 １９７３ 年 ，在 J ．Bracken 和 J ．
McGill的文章［８］中 ，出现了二层规划的数学模型 。 １９７７年 ，在 W ．

Candler和 R ．Norton的科技报告［９］中 ，正式出现了二层规划和多

层规划这个名词 。 ２０世纪 ８０年代 ，二层规划引起大家的注意 ，受

到 H ．Stackelberg对策论［１０］的启发 ，一些学者开始集中研究 ，使

得二层规划在数学规划领域蓬勃兴起 。
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1畅2畅1 　理论性质

１畅 复杂性

即使二层规划上 、下层问题中的目标函数和约束函数都是线

性的 ，它也很可能是一个非凸问题 ，并且是非处处可微的 。 R ．

Jeroslow ［１１］指出二层线性规划是 NP唱Hard问题 。 J ．Bard［１２］和 O ．

Ben唱Ayed与 C ．Blair［１３］肯定了这一结论 ，并给出了简短的证明 。

最严格的复杂性结论是 P ．Hansen ，B ．Jaumard和 G ．Savard［１４］得
出的 ，他们证明二层线性规划是强 NP唱Hard问题 。后来 ，L ．Vi唱
cente ，G ．Savard和 J ．Judice［１５］指出 ，寻找二层线性规划的局部最

优点也是 NP唱Hard问题 。

２畅 最优性

所谓最优性条件就是数学规划问题最优解满足的条件 。最优

性条件在数学领域的研究中是十分重要的 ，它是寻找求解数学规

划问题最优解算法的理论基础 。最早进行二层线性规划最优性研

究的是 Bard［１６］ ，他应用一个带有约束集（有限维且带有参数）的等

价的单层规划 ，得到了一些最优性条件 。 P ．Clarke和 A ．Wester唱
berg［１７］ ，A ．Haurie ，G ．Savard和 D ．White［１８］也进行了相同的研
究 。对二层非线性规划最优性条件研究大多是在凸连续可微和其

他较强假定条件下进行的 ，见文献［３ ，１９ ～ ２１］ 。文献［２２］研究了

带有约束品格的二层规划问题的 Kuhn唱Tucker 必要条件 。 Y ．

Chen和 M ．Florian［２３］ ，S ．Dempe［２４ ，２５］
，J ．Outrata［２６］和 J ．Ye ，D ．

Zhu［２７］使用了非光滑分析 ，而 Z ．Bi和 P ．Calamai［２８］利用二层规
划与一个相关精确罚函数之间的联系 ，得到了其他一些充分必要

条件 。以上文献都要求下层以其惟一最优解为“最佳反应”反馈到

上层 ，这显然限制了二层规划的使用范围［２９ ～ ３１］
。用下层规划问

题的极值函数作为响应反馈到上层 ，克服了要求下层规划问题对

上层任何可能的决策有惟一解的局限性 。文献［３２］利用非光滑分

析 、极值映射和微分包含理论 ，分析了动态递阶决策问题的结构 、

性质 ，给出了解决这类问题的一个通用性结构化模型 ，并利用这一
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模型在非凸 、非光滑条件下导出了最优策略存在的必要条件 。以

上提到的这些最优性分析大部分都忽略了问题的几何特性 。 G ．

Savard和 J ．Gauvin［３３］提出了基于最速下降方向的最优性必要条
件 ，部分地填补了二层非线性规划方面的空白 。 L ．Vicente和 P ．

Calamai［３４］则基于二层规划的几何特性 ，直接提出了一类二层规

划的最优性充要条件 。王先甲 、冯尚友的著作枟二层系统最优化理

论枠
［３５］研究了二层线性规划 、二层凸规划 、二层李普希兹规划和二

层拟可微规划的基本概念 、性质 、各种微分表示和最优性条件等问

题 。

以上综述了单目标二层规划的最优性条件 ，下面讨论多目标

二层规划的最优性 。二层系统的上 、下层决策都以多个指标反映

决策的效果 ，并在各自的偏好下寻找效果最好的决策 ，这样的问题

就是多目标二层规划问题（BLMOP） 。
文献［３６］可能是研究多目标二层问题最早的文献 ，但它并没

有给出多目标二层规划问题的一般描述 ，只是对下层子系统有多

个目标的情况作了简单的讨论 ，用一个隐式形式的效用函数将其

转化成了一个单目标问题 。文献［３７］将多目标二层规划用于资源

分配 ，它也只是讨论了下层为多目标的情况 ，并且是在 Pareto 最
优意义下讨蜜的 ，在一系列较强的条件下 ，用求 Pareto 最优解的
ε 约束法将其转化成了一个与之等价的不可微非线性规划问题 ，

然后用可行方向法给出了最优解的判别条件 。文献［３８］和文献

［３９］则是把大系统分解 协调的两种算法推广到多目标二层规划

问题的研究 。文献［４０］讨论了下层子系统为单目标 、上层为多目

标的二层规划问题 ，对下层的单目标函数为二次函数 、线性约束的

二层规划问题作了具体的研究 ，用 ε 约束法和 Kuhn唱Tucker定理
给出了这种二层规划问题最优解的最优性条件 。文献［４１］提出了

“二层 Pareto有效解”和“带权数二层 Pareto 有效解”的概念 ，并建

立了对应的最优性条件 。文献［４２］讨论了下层变量不相关的多目

标二层规划 ，也给出了 Pareto 有效解的存在条件 ，同时具体研究

了多目标二层线性规划 。文献［３５］用代数和分析相结合的方法 ，
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深入探讨了多目标规划的几个理论问题和方法 ；提出了多目标二

层规划四种一般模型及其最优解的概念 ，并探讨了它的有关量的

凸性 ；得到了一种多目标二层规划的最优性必要条件 。文献［４３］

详细研究了具有协商型从者的多人递阶大系统的决策问题 。文中

给出了这类决策问题诱导策略设计的基本思想和方法 ，具体推导

了这类问题诱导策略的形式 ，并给出了诱导策略存在的充分条件 。

文献［４４］在极值分析的框架下 ，针对上 、下层均为多目标且上层问

题的极值函数是由下层问题的有效前沿隐性确定的这类多目标二

层规划问题 ，建立了一个通用性结构化模型 ；研究了模型中构成函

数的伴随导数 、锥凸性 、锥单调性和上局部 Lipschitz 性 ；利用参数

规划 、非光滑分析和非线性分析的理论和方法 ，获得了模型锥有效

解存在的最优性充要条件 。

３畅 独立性

加入不相关约束 ，问题最优解不变的性质叫 IIC（independence
of irrelevant constraints） ，文献［４５］研究了带有不相关约束的二层

规划的独立性问题 ，并给出了二层规划存在 IIC 的充分 、必要条

件 ，还给出了一种测试方法 。

４畅 相关问题

对偶理论是规划理论中重要的组成部分 ，由于二层规划理论

的深入研究 ，逐渐有文献探讨二层规划的对偶规划 。本书 ３畅３畅２

小节讨论了上层目标函数以下层子系统目标函数的最优值作为反

馈的一类二层凸规划的对偶规划问题 ，在构成函数满足凸连续可

微等条件的假设下 ，建立了二层凸规划的 Lagrange二层对偶规
划 ，并证明了基本对偶定理 。

1畅2畅2 　二层规划的求解

有多种多样的算法求解二层规划 ，很难进行分类 。为了更清

楚地进行文献综述 ，我们沿用文献［４６］中的结构 ，并加入近年来新

出现的文献 。
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　 　 １畅 极点算法

这类算法绝大部分是针对二层线性规划的 。 W ．Candler 和
R ．Townsley［４７］在研究上层无约束 、下层有惟一解的二层线性规

划时得到一个性质 ：如果二层线性规划最优解个数有限 ，那么 ，在

约束集的极点处 ，至少存在一个是最优解 。 后来 ，J ．Bard［４８］和
W ．Bialas和 M ．Karwan［４９］在约束集有界的假设下 ，证明这是二

层线性规划的一个共性 。基于这个性质 ，文献［４７ ，４９］提出通过枚

举约束集的极点来计算二层线性规划的全局最优解 。文献［１ ，５０］

提出的“K次最好法”也是一种枚举法 ，不过是基于松弛问题而不

是下层问题 。文献［５１］利用容许集的极点与下层问题可行集的极

点之间的关系 ，也给出了一种“K 次最好”算法 。文献［１５］研究了

二层二次规划的诱导域 ，引入了“诱导域极点” 和“诱导域集值方

向”的概念 ，同时提出了一种极点算法 ，根据上层目标函数的性质

计算局部极小点 。还有一些极点法 ，见文献［５２ ～ ５６］ 。

２畅 分枝定界法

分枝定界法尽管计算量很大 ，但还是能够求解全局最优解 ，因

此得到了广泛的应用 。文献［３ ，５７］提出了线性情况下的算法 ；而

文献［５８］中提出了线性 二次的解法 ；文献［５９ ，２０ ，６０］则提出了针

对二层二次规划的求解方法 。使用不同的分枝策略 ，文献［６１］找

到一种求解二层线性规划的方法 ，对求解中等规模问题非常有效 。

尽管对部分变量限定为整数的情况关注的比较少 ，但还是有

人做了一些研究 ，如 J ．Bard和 J ．Moore［６２ ，６３］
。文献［６４］提出求

解二层整数线性规划的分枝定界过程 ，文献［６５］介绍了求解二层

整数二次规划的分枝定界算法 。文献［６６］中 ，还提出了一种割平

面法 。文献［６７］引入代理约束 ，构造一个计算简单的定界函数 ，也

提出一个分枝定界算法 。文献［６８］提出一种有效的分枝定界算法

来求解上层 ０ ～ １变量 、下层多目标的二层规划问题 。

３畅 互补旋转算法

首先提出使用互补旋转算法求解二层线性规划的是 W ．

Bialas ，M ．Karwan和 J ．Shaw ［６９］
。这种方法 ，在文献［４９］中提到 ，
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不能求得二层线性规划的全局最优解（见文献［１３］和文献［７０］的

例子） 。 J ．Judice和 A ．Faustino 提出了 SLCP（连续线性互补旋
转）算法 ，来求解二层线性规划［７０ ，７１］

、二层线性 ———二次规划［７２］

的 ε全局最优解 。另一种互补旋转算法可以看成是改良的单纯形

法 ，见 H ．湣nal［７３］ 。
４畅 下降算法

这种算法引入了下降方向 ，来计算静态点和局部极小点 。第

一类典型算法是最速下降方向法 ，这是非线性规划中常用的方法 ，

G ．Savard 和 J ．Gauvin［３３］把它拓展到了二层非线性规划领域 。

L ．Vicente ，G ．Savard和 J ．Judice［１５］针对下层问题是严格凸二次
的二层凸规划提出了两种下降方法 ：一种是基于旋转尺度的方法 ，

但它不能保证局部最优 ；另一种是改良的最速下降法 ，克服了这个

缺陷 。另一种典型算法是 C ．Kolstad和 L ．Lasdon［２１］提出的 ，求

解二层非线性规划 。这种方法应用梯度信息求解隐含的规划问

题 ：

min
x
F（x ，y（ x））

s ．t ．　 g（ x ，y（ x）） ≤ ０

其中 ，｛ y（ x）｝是给定 x 后 ，下层的反应集 ，作者对 y 的梯度进行
局部估计 ，应用 BFGS 拟牛顿法来求解这个问题的无约束形式 。

文献［２９］给出一种下层以最优目标值反应到上层的一类二层凸规

划的下降方向算法 。

５畅 罚函数法

这类方法的一部分仍可视为下降算法 ，但它们通常指使用严

格的罚函数并且局限于求解静态点和局部极小点 ，见文献［７４ ～

７９］ 。他们只是将下层目标惩罚 ，化为单层规划 。而文献［８０］中两

个目标均被惩罚 。文献［８１］研究了严格罚函数的可导性 ，在把下

层问题作为惩罚项时 ，只使用平方根附加项 。文献［８２］利用内部

罚函数法将下层规划问题化为无约束问题 。 在文献 ［８３］中 ，D ．

White和 G ．Anandalingam提出了一个严格的罚函数算法 ，把二层

规划转化为双线性规划 ，通过求解双线性规划 ，得到了二层线性规
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划的全局最优解 。文献［８４］应用内点法 ，使二层线性规划等价于

一序列非线性规划问题 。文献［８５］给出了价格控制问题的罚函数

法 。文献［８６］给出了一般的二层规划问题的严格和松弛惩罚方

法 。文献［８７］用罚函数将二层规划问题化为约束区域为凸集的凹

规划 ，然后用渐进外逼算法求全局最优解 。

６畅 模糊数学方法

文献［８８］针对上层有约束条件 ，下层有 N个独立决策单元的
二层线性规划问题 ，提出了一种模糊数学解法 。首先 ，把这种规划

分解为若干单层规划 ；然后引入隶属函数 ，用 ３个定理对各单层规

划的解进行讨论 ，最终把这种二层线性规划转化为求解一个单层

线性规划问题 。文献［８９］就多人递阶资源分配问题提出了对决策

者模糊满意度进行两步折衷的求解方法 ，先用下层各部门目标对

于资源之影子价格所构成的非冲突函数为权 ，对下层决策者进行

折衷 ；然后将折衷后的下层视为一个整体 ，用依据上 、下层决策权

力所分配的权进行上 、下层的折衷 ，以此得到各个决策者都满意的

折衷解 。文献［９０］给出了多目标多人两层规划问题的 L唱U 模糊
目标规划算法 。

７畅 智能优化算法

文献［９１］把递阶系统上层“yes唱no”决策看作是“０唱１”整数变

量 ，给出一种二层混合整数线性规划模型 ，采取的算法是简单禁忌

搜索算法 。文献［９２］对二层线性规划给出了一种禁忌 ———上升混

合算法 ；文献［９３］提出一种遗传算法 ，产生的初始种群经过处理 ，

以满足上层约束 ，这样就避免了使用罚函数处理上层约束 。文献

［９４］中应用了基于遗传算法的方法来求解交通系统计划与管理中

的二层规划模型 ，并与原来的基于灵敏度分析的方法进行了比较 。

文献［９５］根据随机人工神经网络 ———波尔兹曼机的基本原理 ，提

出了求解两层规划问题的波尔兹曼机方法 。文献［９６］应用神经网

络和遗传算法结合的方法求解一类二层递阶系统规划的全局最优

解 。其中神经网络模型中加入了特定的放大的拉格朗日乘子来处

理等式和不等式约束 。文献［９７］提出一种基于递阶的遗传算法与
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动态规划方法结合的混合算法 。文献［９８］提出的模拟退火算法中

引入了一个辅助规划问题 ，通过求解该辅助规划问题产生满足上

层约束的试探点 ，避免了使用罚函数处理上层约束 。文献［９９］提

出一种对偶温度下的模拟退火算法 ，此法可求解二层线性 、非线

性 、混合整数非线性规划 。

８畅 其他算法

文献［１００］用网格搜索法解二层线性规划 ，文献［１９］用网格搜

索算法解一般的二层规划 ，它是建立在二层非线性规划问题的最

优性条件的基础上 ，需要求解一系列非凸的非线性规划问题 。文

献［１０１］使用拟凸极小法求解二层线性规划 ，文献［１０２］用动态规

划求解递阶线性规划 ，文献［１０３］基于无约束非光滑问题的信赖域

算法 ，给出了一种求解下层为线性约束的强凸优化问题的二层规

划问题的信赖域算法 。文献［１０４］对于一类二层一主多从非光滑

优化问题 ，提出了将置信域束法（它是一种改进的束法 ，本质上可

以看成是解非可微优化问题的共轭梯度法的扩展）和变尺度法结

合起来的一种集成算法 。该算法能自适应地将变尺度法嵌入到束

法的内部迭代中去 ，从而能够充分利用束法的全局收敛性和变尺

度法的快速收敛速度 ，研究了模型构成函数的 Lipschitzian性 ，给

出了计算目标函数次梯度的方法 ，分析了算法思想 、步骤 ，最后讨

论了算法的收敛性 。文献［１０５］ ，［１０６］给出了一类逼近法 。文献

［１０７］给出了具有极小风险解的二层规划的近似分解算法 。文献

［１０８］提出一种基于参数分析的算法来求解带有参数的可分离整

数单调二层规划问题 。文献［１０９］提出一种基于 Frank唱Wolfe的
算法 ，它具有全局收敛性 ，且算法简单 。

９畅 多目标二层算法

文献［１１０ ～ １１３］求解的基本思路相同 ，就是利用加权法 、辅助

模型 、满意度概念或 Kuhn唱Tucker条件 ，将多目标二层规划化为多

目标单层规划 ，然后使用交互式决策法或外部逼近法求得最优解 。

不同的是 ，文献［１１０］研究了上层多目标 ，下层单目标问题 ，文献

［１１１］研究上层单目标 ，下层多目标问题 ；文献［１１２］研究关于上层
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单目标 ，下层多人无关联多目标问题 ；文献 ［１１３］研究的是基于

Stackelberg主从策略的多人有关联的多目标二层规划问题 。文献

［１１４］提出基于主从策略的二层约束变尺度法求解上层多目标 ，下

层多人多目标的二层规划问题 。文献［１１５］ ，［１１６］基于模糊集理

论 ，分别针对上层多目标 ，下层多人无关联单目标和一主多从 ，从

者间有关联的多目标二层规划问题 ，提出了模糊决策方法 。文献

［１１７］针对多目标二层规划问题 ，提出一种上层转化为极大熵问

题 ，下层进行有效检验的算法 。文献［１１８］基于非线性规划灵敏度

分析和 Geoffrion关联法 ，提出一种新的多目标二层关联算法 。文

献［１１９］采用罚函数法 ，解决了目标函数严格凸 ，决策变量约束集

凸的多目标二层规划 ，并证明了方法的收敛性 。文献［１２０］针对二

层多目标问题 ，对相关算法进行了系统的阐述 。

1畅2畅3 　多层规划与应用

正如前面提到的 ，二层规划是多层规划的特例 。但是 ，像 C ．

Blair描述的 ，当层数多于二层时 ，问题的复杂性明显加大［１２１］
。尽

管如此 ，还是有许多著作研究三层和多层规划 ，例如 J ．Bard［４８］ ，

J ．Bard 和 J ．Falk［３］ ，H ．Benson［２］ ，R ．Jan 和 M ．Chen［１２２］ ，U ．

Wen和W ．Bialas［１２３］ 。二层 、多层规划特有的结果促进了那些涉

及递阶决策过程的实际问题的公式化 。以下是值得注意的二层 、

多层规划的几个应用 ：

１畅 交通

已有大量的文献将二层规划应用于交通领域 。

礄 网络设计问题（NDP） 。 LeBlanc 和 Boyce［１２４］首先把 NDP
作为二层规划问题 ，并给出了明确的公式 ，但是他们的模型假定成

本函数线性增加 ，这显然是不切合实际的 。 Ben唱Ayed等人［１２５］给

出了一个类似的但更普遍的公式 ，它允许成本函数线性和非线性

提高 。文献［１２６］根据发展中国家（以突尼斯为例）区域间公路网

规划问题 ，具体地论述了如何建立一个更接近实际的二层线性规

划模型 。高速公路的修建 ，本质上也是一个网络设计问题 ，文献
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［１２７］建立了相应的二层多阶段 、多目标模型 。文献［１２８］根据城

市公交网络的具体特点 ，建立了上层为标准公交网络设计模型 ，下

层为平衡配流模型的二层规划模型 。 还有关于连续 NDP 、平衡
NDP等问题的文献 ，见［１２９ ～ １３４］ 。

礄 O唱D 旅行需求估计问题 。 文献 ［１３５］的第 １ 章中 ，Yang
Chen 和 Michael Florian 对该问题作了详尽的叙述 ：对问题的开

端 、发展作了回顾 ，讨论了问题的重要意义与应用 ，并在边际函数

梯度信息的基础上 ，导出了问题的最优性必要条件 。其他文献见

［１３６ ～ １３９］ 。

礄 交通控制 。如何进行信号控制 ，使车辆使用者做出合理反

应 ，减少交通堵塞和延迟 ，也可作为二层规划问题来进行优化解

决 ，相关文献见［１４０ ～ １４５］ 。

２畅 管理

只顾自己的局部利益 ，而忽略了整体利益 ，是目前管理中存在

的一个比较普遍的问题 。二层规划的特点恰恰是从整体的角度出

发 ，兼顾全局 ，希望达到整体最优 。因此 ，在管理问题中应用二层

规划方法 ，将会取得很好的效果 。这方面已经出现一些文献 ，具体

的有 ：

礄 资源分配 。资源分配是一类比较复杂的管理问题 。上层

部门将资源分配给多个下层部门 ，下层部门根据分配的资源和自

己已有的资源组织生产 ，使自己的效益最大 。这里存在一个矛盾 ，

上层拥有的资源是有限的 ，各部门的效益不同 ，如何使有限的资源

产生最大的效益是上层面临的最大问题 。这种问题可以用二层规

划模型来描述 。其实 ，这也是二层规划产生的背景之一［６］
。还可

参考文献［１４６ ，１４７］ 。一些公共设施建设 ，如电站 、水库 、污物处理

站的建设等 ，实质上也是资源分配问题 。只不过下层不是部门的

效益最大 ，而是公共设施产生的社会效益最大［１４８ ～ １５１］
。

礄 价格问题 。这是一类典型的二层规划问题 ，也是二层规划

产生的原因之一 ，较早的见文献［７］ 。后来又出现较多文献研究价

格问题 ，见文献［１５２ ～ １５５］ 。文献［１５６］利用二层规划模型 ，研究
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了钢铁企业价格与产品结构的综合决策问题 ，在价格不确定的情

况下 ，采用模糊数表示价格的可能分布 ，具有一定的借鉴意义 。

礄 供应链管理 。目前随着市场全球化进程的快速推进和竞

争环境的急剧变化 ，越来越多的企业认识到供应连管理的重要性 。

过去 ，厂商与其供应商持敌对态度 ，都想从对方那里获得利润 ，导

致产品开发周期过长 、产品质量无法提高 、成本居高不下等问题 。

如何使厂商与供应商紧密合作 ，达到双赢的目的 ，成为一个热点研

究问题 。建立二层规划模型 ，以各成员利润最大化为下层目标 ，以

供应链的综合绩效为上层目标 ，来进行优化研究 ，具有重要的应用

价值和现实意义 。这方面的文献比较少 ，有［１５７ ，１５８］ ，相信这也

是二层规划未来的应用方向之一 。

礄 生产计划 。 这个领域也是今后应该加强的 。 Nicholls ，
Miles G ．连续发表了关于铝生产企业生产规划问题的文

章［１５９ ～ １６１］
。文献［１６２ ，１６３］是关于生产调度问题的 。

礄 其他方面 ，如兵力部署［１６４］
、设施定位［１６５ ～ １６７］

、政策规

划［１６８ ～ １７０］等 。

３畅 工程设计问题 。近些年有大量的文献将二层规划应用于

工程设计问题 ，取得了良好的效果 。由于需要较强的工程专业知

识 ，这里不再展开 ，可参考文献［１７１ ～ １７５］ 。

二层规划在其他数学领域也将起到重要的作用 。例如 ，在非

线性等式约束规划的置信域算法中 ，对于步长选择子问题的分析

中 ，二层规划提供了一种新颖的方法［１７６］
，并且已经用于判别式问

题［１７７］
。二层规划还被用于拓扑领域［１７８ ，１７９］

；同时在目标函数系

数不确定的线性规划问题的 min唱max regret 解的求解中 ，也可以

使用二层规划方法［１８０］
。

１畅３ 　本书研究的问题

本书第 ２章讨论了二层线性规划问题 ，主要研究了解的基本

性质和最优性条件 ，并且是针对下层以最优解作为最佳反映反馈
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到上层的二层规划问题 。价格控制问题虽然本质上是非线性的 ，

但人们常把它当成线性问题来处理 ，所以我们也把它放在第 ２章 。

同时这一章也给出了几种算法 ：隐式搜索法 、K次最好法和隐枚举
法等 。隐枚举法是针对二层整数线性规划的 。第 ３章主要分为两

大部分 ：第一部分介绍了二层凸规划的模型 、最优性条件 ，重点讨

论了其二层对偶规划问题 ，及二层二次规划问题的几何特性和最

优性条件 ；第二部分介绍了求解二层规划的有关算法 ，并给出应用

二层非线性规划的实际案例 。第 ４章先介绍了多目标单层规划问

题的最优性条件 ，而后研究了一类多目标二层规划问题的最优性

条件和线性 分式多目标二层规划问题的有关理论 ；后半部分给出

了多目标二层非线性规划问题的几种算法 。第 ５ 章是附录部分 ，

主要介绍了多目标规划的一些概念 、性质 ，也给出了多目标二层规

划的几种模型和最优性条件 。
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第 2章 　二层线性规划

２畅１ 　二层线性规划问题

对于二层线性规划问题（BLP） ：

（P１ ）maxx f１ （x ，y） ＝ aT x ＋ bT y
其中 y解

（P２ ）max
y

f２ （x ，y） ＝ cT x ＋ dT y

　 　 s ．t ．　 A x ＋ By ≤ r
其中 a ，c ，x ∈ Rn

１ ，b ，d ，y ∈ Rn
２ ，r ∈ Rm

１分别表示相应维数的列

向量 ，A ∈ Rm × n
１ ，B ∈ Rm × n

２ 。我们总是假定约束条件 A x ＋ By
≤ r已经包含了 x ≥ ０和 y ≥ ０这样非负的约束 ，并且假定给定 x
以后问题（P２ ）仅有惟一解 。以下我们给出（BLP）问题的有关理
论 。

2畅1畅1 　解的概念

对于二层线性规划问题（BLP） ，集合

S ＝ ｛（ x ，y） | A x ＋ By ≤ r｝
叫做它的容许集 。 S 显然是闭凸集 。我们这里还假设 S 是有界
的 。每一（x ，y） ∈ S 叫做（BLP）的一个容许解 。今后我们将称 x
∈ Rn

１是容许的 ，如果存在 y ∈ Rn
２ ，使得（ x ，y） ∈ S 。

对于固定容许的 x ，下层决策者将选择 y的值 ，以极大化它的

目标函数 f２ （ x ，y） 。因此对于每一个容许的 x ，下层决策者将反

馈一个对应的 y的值 。暂且我们假定对于每一个容许的 x ，对应

的 y值存在而且是惟一的 ，于是这样的 y 是 x 的函数 ，记作 y ＝
ψ（x） ，并称它为反馈函数 。显然 ，如果上层决策者完全知道它的

反馈函数 ，它的优化问题（P１ ）就等价于求解下面的数学规划问题
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（MP） 　 max
x f１ （ x ，ψ（x）） ＝ aT x ＋ bT ψ（x）

s ．t ．　 A x ＋ By ≤ r
　 　 y ＝ ψ（ x）

　 　这是一个数学规划问题 。记

S１
＝ ｛（x ，y） | A x ＋ By ≤ r ，　 y ＝ ψ（ x）｝

S１ 称为（BLP）的可行集或一层可行集 ，容许集 S 称为（BLP）的二
层可行集 。

例 2畅1畅1 　设 x 和 y都是实变量
（P１ ）maxx f１ （ x ，y） ＝ － ２ x ＋ １１ y

其中 y解
（P２ ）max

y
f２ （ x ，y） ＝ － x － ２ y

s ．t ．　 x － ２ y ≤ ４

２ x － y ≤ ２４

３ x ＋ ４ y ≤ ９６

x ＋ ７ y ≤ １２６

－ ４ x ＋ ５ y ≤ ６５

x ＋ ４ y ≥ ８

x ≥ ０ ，y ≥ ０

图 ２畅１畅１ 　例 ２畅１畅１的容许集

S ，可行集 S１ 和反馈函数

结合图 ２畅１畅１不难看出 ，反馈函数为

y ＝

－
x
４

＋ ２ ， 当 ０ ≤ x ≤
１６
３

x
２

－ ２ ， 当１６
３

＜ x ≤
４４
３

２ x － ２４ ， 当４４
３

＜ x ≤
１９２
１１

而可行集 S１ 就是折线 ABCD ，S１ 就

是反馈函数 y ＝ ψ（ x）的图形 。

我们看出 ，一层可行集 S１ 不再
是凸集 ，因此上层决策者要解的数学

规划问题（MP）不再是线性规划问题 ，（BLP）问题求解的困难正在
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于此 。

定义 2畅1畅1 　 （ x 倡
，y 倡

） ∈ S１ 称为（BLP）问题的最优解（简称

解） ，如果对于每个（x ，y） ∈ S１
，有 f１ （ x 倡

，y 倡
） ≥ f１ （ x ，y） 。

简单地说 ，（BLP）问题的最优解（ x 倡
，y 倡

）就是数学规划问题

（MP）的最优解 。

对于例 ２畅１畅１ ，平移函数 f１ （x ，y）＝ － ２ x ＋ １１ y的等高线 ，也

可以得到其最优解为 x 倡
＝
１９２
１１

，y 倡
＝
１２０
１１

，它对应于 D 点 。相应

的最优值是 f 倡
１ ＝

９３６
１１

，f 倡２ ＝ －
４３２
１１

。

2畅1畅2 　解的性质

１畅 解的几何性质

定义 2畅1畅2 　设 X ，Y 炒 Rn
，x１ ，⋯ ，xr ∈ X ，λi ≥ ０ ，i ＝ １ ，⋯ ，

r ， ∑
r

i ＝ １

λi ＝ １ ，如果 ∑
r

i ＝ １

λi xi ∈ Y ，有 xi ∈ Y ，i ＝ １ ，⋯ ，r ，称 Y 对

X 是弱凸的 ；如果 ∑
r

i ＝ １

λi xi ∈ Y ，且 λi ＞ ０ ，有 xi ∈ Y ，称 Y 对 X 是

严格弱凸的（弱拟凸子集） 。

定义 2畅1畅3 　如果凸集 S 的一个子集 F是 S的一个凸子集 ，

并且使得 S中每个闭线段只要有一个相对内点在 F中 ，这个线段

的两个端点也在 F中 ，则称 F为 S的一个面 。

四面体的每个面或每条棱边或每个顶点我们都看作是四面体

的一个面 。

可见凸集 S的严格弱凸子集 ，是由 S 的若干个面组成的 。

（BLP）问题的二层可行集 S ＝ ｛（ x ，y）∶ A x ＋ By ≤ r｝ ，而一层

可行集 S１ 可写成

S１ ＝ ｛（x ，y） ∈ S | 存在 w ≥ ０ ，w ∈ Rm 满足（ 倡 ）｝

（ 倡 ） 　
w T B ＝ d
w T

（A x ＋ By － r） ＝ ０

（BLP）问题的最优解集可写成
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S０
＝ ｛（ x ，y） ∈ S１ | 存在 珡w ≥ ０ ，α ＞ ０ ，满足（ 倡 倡 ）｝

（ 倡 倡 ） 　

（ 珡w － αw ）
T A ＝ a

（ 珡w － αw ）
T B ＝ b

珡w T
（A x ＋ By － r） ＝ ０

并且对于每个（x ，y） ∈ S１
，有

（ 珡w － αw ）
T
（A x ＋ By － r） ≤ ０

珡w ∈ Rm
，α ＞ ０ ，α ∈ R

其中 w ≥ ０（w ∈ Rm
）是由（ 倡 ）式确定的 。

定理 2畅1畅1 　设 S ＝ ｛（ x ，y）｜A x ＋ By ≤ r｝是有界的 ，S１ 非

空 ，则一层可行集 S１ 对二层可行集 S 是严格弱凸的 ，即 S１ 是 S
的有限个面的并 ；如果 S０ 非空 ，则 S０ 是 S 的一个面 。

显然 S０
，S１ 都是闭集 。

推论 2畅1畅1 　若函数 f１ （ x ，y） ＝ aT x ＋ bT y 在 S 上有界 ，则

（BLP）问题有最优解（ x 倡
，y 倡

） ∈ S１
。

定理 ２畅１畅１的一个稍微推广的形式是

推论 2畅1畅2 　设 S 有界 ，（ xi ，yi ） ∈ S ，i ＝ １ ，⋯ ，k ，如果存在

λi ＞ ０ ， ∑
k

i ＝ １

λi ＝ １ ，使得（ x ，y） ＝ ∑
k

i ＝ １

λi（ xi ，yi） ∈ S１
，那么（ xi ，

yi） ∈ S１
，i ＝ １ ，⋯ ，k 。

定理 ２畅１畅１和推论 ２畅１畅２说明 ，S 的点的严格凸组合若形成
S１ 的一个点 ，则 S 的这些点必须都是 S１ 的点 。因此若 S１ 的某个

点不能由 S１ 的点的严格凸组合形成 ，则它也不能由 S 的点的严
格凸组合形成 。于是有

推论 2畅1畅3 　 S１ 的极点必是 S的极点 。

推论 2畅1畅4 　如果（BLP）问题存在最优解 ，那么一定有 S 的
一个极点是最优解 。

以上我们不加证明地给出一些重要的定理 ，它们是算法的理

论依据 。

２畅 可行性检验

给定（BLP）问题的容许的 x ，求解下列线性规划问题
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（LP）maxy f２ （ x 倡
，y） ＝ cT x 倡

＋ dT y

s ．t ．　 By ≤ r － A x 倡

若最优解为 y 倡
，则（ x 倡

，y 倡
） ∈ S１

，否则（ x 倡
，y 倡

）不是（BLP）问题
的可行解 。

这是因为（LP）就是给定 x ＝ x 倡时（BLP）中的下层规划问题 ，

而且我们假定给定 x 以后 ，下层规划的解是惟一的 。

定理 ２畅１畅１及推论 ２畅１畅１ ～ ２畅１畅４告诉我们 ，（BLP）问题存在
最优解 ，而且线性不等式组给出的凸集 S 只有有限个极点 ，因此 ，

从理论上说 ，只要对这有限个极点逐个进行可行性检验并比较 f１
在各可行极点的值的大小 ，总可以找出（BLP）问题的极最优解 。

问题是如何生成待检验点以及如何减少计算量 ，以尽快而且正确

地求得极最优解 。

３畅 局部最优解

由于可行集 S１ 不一定是凸的 ，使上层规划问题（它等价于问

题（MP））有可能存在局部最优解而非全局最优解 。例 ２畅１畅１中点

A（０ ，２）就是一个局部最优解 ，但 A 不是全局最优解 。 只有点

D １９２
１１

，
１２０
１１
才是全局最优解 ，当然 D也是一个局部最优解 。

４畅 连通性

应用拓扑学理论 ，我们可以证明下述重要定理 ：

定理 2畅1畅2 　 （BLP）问题的可行集 S１ 是连通的 。

S１ 的连通性告诉我们 ，当使用搜索法寻求（BLP）问题的极最
优解时 ，只需沿着 S１ 的相邻的极点进行搜索就够了 。

５畅 最优性条件

我们讨论二层线性规划问题

（P１ ）maxx f１ （x ，y） ＝ aT x ＋ bT y
其中 y解

（P２ ）max
y

f２ （x ，y） ＝ cT x ＋ dT y

　 s ．t ．　 A x ＋ By ≤ r
　 　 Bard于 １９８４年已经用 Kuhn唱Tucker定理推导了在等式约束
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下二层线性规划解的最优性条件 ，这涉及到约束规格 ，例如需假定

B是满秩的 。为了避免约束规格的假设 ，我们将采用 Farkas引理
讨论解的最优性条件 。自此处起 ，除非特殊声明 ，我们不再假设 S
是有界的 。

Farkas引理 　设 A 是 m × n 实矩阵 ，b是 n维实向量 ，那么

方程 A T
ρ ＝ b 有非负解 ，ρ ＞ ０（ρ ∈ Rm

） ，当且仅当不等式 Ay ≥ ０

的每个解 y ∈ Rn 满足不等式 bT y ≥ ０ 。
问题（BLP）的容许集仍记作 S ，可行集记作 S１

，并假设对于

每个容许的 x ，下层的优化问题

max
y

f２ （ x ，y） ＝ cT x ＋ dT y （２畅１畅１）

s ．t ．　 By ≤ r － A x （２畅１畅２）

有惟一解 。

定理 2畅1畅3 　设（珔x ，珔y） ∈ S ，那么（珔x ，珔y） ∈ S１ 当且仅当存在

w ≥ ０（w ∈ Rm
） ，使得

w T B ＝ dT （２畅１畅３）

w T
（A珔x ＋ B珔y － r） ＝ ０ （２畅１畅４）

　 　证明 　必要性 　对于（珔x ，珔y） ∈ S′ ，这就是说 ，对于任何（ x ，y）
∈ S ，有 dT 珔y ≥ dT y 。

记 D ＝ （B ，A珔x ＋ B珔y － r） ，E ＝
d
０

，设 u ＝ u１
u２ （其中 ，u１ ∈

Rn
２ ，u２ ∈ R）是不等式 Du ≥ ０的解 ，即

Du ＝ Bu１ ＋ （A珔x ＋ B珔y － r）u２ ≥ ０ （２畅１畅５）

不失一般性 ，可设 u２ ≤ １ （否则 ，可用 u２
u２ 代替 u２ ） 。 令 y ＝

珔y － u１ ，即 u１ ＝ 珔y － y ，由式（２畅１畅５）有

A珔x ＋ By － r ≤ （A珔x ＋ B珔y － r）（１ ＋ u２ ） ≤ ０

因而（珔x ，y） ∈ S 。但（珔x ，珔y） ≤ S１
，所以

ET u ＝ dT u１ ＝ dT （珔y － y） ≥ ０

由 Farkas引理 ，存在 w ∈ Rm
，w ≥ ０ ，使得 DT w ＝ E ，这就是式

（２畅１畅３）和式（２畅１畅４） 。
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充分性 　如果（珔x ，珔y） ∈ S ，而且存在 w ≥ ０满足式（２畅１畅３）和

式（２畅１畅４） ，那么对于任意（珔x ，y） ∈ S ，有

dT （珔y － y）＝ w T B（珔y － y）
＝ w T

｛（A珔x ＋ B珔y － r） － （A珔x ＋ By － r）｝
＝ － w T

（A珔x ＋ By － r） ≥ ０

因此（珔x ，珔y） ∈ S１
。

定理 ２畅１畅３给出了解的可行性充要条件 。根据这个原理 ，我

们只要首先求出式（２畅１畅３）的非负基础解系 w １
，w２

，⋯ ，wk
，然后

对于每个这样的 wi
（ i ＝ １ ，２ ，⋯ ，k） ，求出式（２畅１畅４）的基可行解

（ xl１ ，yl１ ） ，⋯ ，（ xlk ，ylk） ，这些基可行解就是可行极点 。

定理 2畅1畅4 　设（珔x ，珔y） ∈ S１
，那么（珔x ，珔y）是问题（BLP）的最

优解 ，当且仅当存在 珡w ≥ ０（ 珡w ∈ Rm
）和 α ≥ ０（α ∈ R） ，使得

（ 珡w － αw ）
T A ＝ a （２畅１畅６）

（ 珡w － αw ）
T B ＝ b （２畅１畅７）

珡w T
（A珔x ＋ B珔y － r） ＝ ０ （２畅１畅８）

并且对于每个（x ，y） ∈ S１
，有

（ 珡w － αw ）（A x ＋ By － r） ≤ ０ （２畅１畅９）

其中 w ≥ ０（w ∈ Rm
）是由定理 ２畅１畅３在点（珔x ，珔y）确定的 。

证明 　必要性 　记

DT
＝

A T
－ A T w

BT
－ BT w

（A珔x ＋ B珔y － r）T ０

　 E ＝

a
b
０

　 　设 u ＝ （（珔x － x）T ，（珔y － y）T ，μ）
T 是方程 Du ≥ ０ 的解 ，其中

μ ∈ R ，｜μ｜≤ １ ，那么

A （珔x － x） ＋ B（珔y － y） ＋ μ（A珔x ＋ B珔y － r） ≥ ０

w T
（A （珔x － x） ＋ B（珔y － y）） ≤ ０

因而

A x ＋ By － r ≤ （１ ＋ μ）（A珔x ＋ B珔y － r） ≤ ０

w T
（A x ＋ By － r） ≥ w T

（A珔x ＋ B珔y － r）
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于是 w T
（A x ＋ By － r）＝ ０ ，（ x ，y） ∈ S１

。但（珔x ，珔y）是问题（BLP）
的最优解 ，因而

ET u ＝ aT （珔x － x） ＋ bT （珔y － y） ≥ ０

　 　根据 Farkas引理 ，方程 DT
ρ ＝ E存在非负解 ρ（ 珡w T

，α）
T
≥ ０ ，

这就是式（２畅１畅６） ，（２畅１畅７） ，（２畅１畅８） 。

由于 （ 珔x ，珔y ）是问题 （BLP ）的最优解 ，利用式 （２畅１畅６ ） ，

（２畅１畅７） ，（２畅１畅８）可得 ：对于每个（ x ，y） ∈ S１ 有

０ ≤ aT （珔x － x） ＋ bT （珔y － y）
＝ （ 珡w － αw ）

T A （珔x － x） ＋ （ 珡w － αw ）
T B（珔y － y）

＝ （ 珡w － αw ）
T
［（A珔x ＋ B珔y － r） － （A x ＋ By － r）］

＝ － （ 珡w － αw ）
T
（A x ＋ By － r）

这就是式（２畅１畅９） 。

充分性可由上式立即看出 。

我们已经给问题（BLP）定义了各种解集 。容许集即二层可行

集是

S ＝ ｛（ x ，y） | A x ＋ By － r ≤ ０｝

S是一个闭凸集 。可行集（一层可行集 S１
）按定理 ２畅１畅３可写成

S１
＝ ｛（ x ，y） ∈ S | 存在 w ≥ ０满足式（２畅１畅３） ，（２畅１畅４）｝

最优解集或简称解集 S０ 按定理 ２畅１畅４可写成

S０
＝ ｛（x ，y） ∈ S１

｜存在 珡w ≥ ０ ，α ＞ ０ 满足式（２畅１畅６） ，（２畅１畅７） ，

（２畅１畅８） ，（２畅１畅９）｝

显然 S０
炒 S１

炒 S 。

２畅２ 　价格控制问题

二层规划有不同的描述形式 ，实际中经常用到价格控制问题

的二层规划模型 。本质上 ，价格控制问题是非线性的 ，但人们常把

它当成线性问题来处理 。对于价格控制问题 ，设想有两个决策者 ：

一个是价格控制者（上层） ；一个是生产者（下层） 。在不同的价格

下 ，生产者企图寻找对它“最好”的生产规模 ，设控制价格变量为
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