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内 　容 　简 　介

　 　 正交试验设计是因子设计中流行最广的方法 ．均匀设计是一种新的因
子设计 ，和正交设计相比具有更多的选择和灵活性 ．均匀设计又是用于大系
统的电脑仿真试验设计方法之一 ，是能充满设计空间的设计 ，并且对探索试
验结果（响应）和因素之间的模型有稳健性 ．本书介绍了上述两种试验设计
的理论 、模型 、方法和应用 ．综述了近 ２０ 年来均匀设计理论的发展 ．均匀性
在正交设计 、区组设计和超饱和设计中的重要应用 ．

本书可供实验工作者 ，数学和统计专业的大学生 、研究生 、教师参考 ．也
可供从事市场 、金融 、社会科学及政策决策的问卷调查设计人员参考 ．
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总 　 　序

应用数学的发展与自然科学和社会科学广泛的交叉和渗透密

切相关 ．一方面 ，它为形形色色的物理 、化学 、生物 、社会等现
象提供描述和分析的数学工具 ．另一方面 ，这些实际问题的解决
又为数学学科的发展提供了动力和永不枯竭的源泉 ．许多成功的
应用数学方法 ，如解非线性方程的牛顿 高斯法 、 曲线拟合的最
小二乘法 、线性规划的单纯形法等 ，成了当今应用数学工作者手
中不可缺少的工具 ．它们之所以有如此强大的生命力 ，原因在于
方法本身有坚实的理论基础 ，同时又有鲜明的应用背景 ，能用于
不同的领域 ．因此 ，成功的应用数学方法是理论联系实际的桥梁
和纽带 ．

我国的数学要达到世界先进水平 ，要对人类有所贡献 ，重要
的一点是要有一批独创的应用数学方法 ． 枟现代应用数学方法枠
丛书的出版 ，希望能为鼓励和促进我国的数学工作者创造或介绍
更多的现代应用数学方法增加一个舞台 ．

这套丛书的宗旨是介绍现代应用数学方法 ．这些方法应该是
目前世界上最先进的 ，或者是我国独创的 ，或者是国外已经普遍
使用但国内知之甚少的方法 ．丛书着重阐明所介绍方法的应用背
景和思想 ，避开深奥的数学论证 ，力求深入浅出 、图文并茂 ．有
数值及应用性的例子 ，使读者易于理解和使用 ，丛书要求短小精
练 ，突出新的方法 ，不求齐全 ．书末所附的文献将指出方法的理
论背景以及最近的进展 ，以便读者进一步深入研究 ．

本丛书的出版得到国家 “天元” 项目的资助 ，得到科学出版
社的大力支持 ，是全体编委努力的成果 ．我们要特别感谢许多作
者在百忙中为丛书撰写文稿 ，付出了辛勤的劳动 ．我们希望这套
丛书的出版对我国应用数学的发展起到促进作用 ，衷心地希望丛
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书成为广大读者的良师益友 ．

胡国定 （南开大学）
方开泰 （中国科学院应用数学所）
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序 　 　言

在科学实验与工农业生产中 ，经常要做实验 ．如何科学地做
实验呢 ？解决这个问题有一个专门的学问 ，称为 “试验设计” ．

若一个实验中有 s个因素需要考虑 ， 每个因素取 q 个水平 ，
则共有 qs 个水平组合 ． 若对每个水平组合做一次试验 ， 则共需
做 qs 次试验 ．当 qs 较大时 ，就难于实现了 ．我们往往只要从中
选取一部分有代表性的试验来做 ，这种方法称为 “部分因子实验
法” ．通常用的正交试验设计就是一种有效的部分因子实验法 ．

２０世纪 ７０年代末 ，由于导弹设计的要求 ，提出了一个五因
素的实验 ，其中每个因素的水平个数均要多于 １０ ， 而实验次数
又要求不超过 ５０ ．方开泰与我一起研究了这个问题 ， 我们将 ５０
年代末发展起来的 “伪蒙特卡罗方法” 移植来处理这个问题 ，取
得了较好的效果 ，这样既解决了实验问题 ，也启发了一种新的试
验设计途径 ，这就是所谓 “均匀试验设计” 的起源 ．方开泰与我
长达 １０多年愉快而富有成效的合作从此开始了 ． 我们的成果总
结在我们的书 “ Number唱theoretic metods in statistics” （Chapman
& Hall ， １９９４） 之中 ，均匀试验设计也是一种部分因子设计 ．
往后的主要工作为这些方法进行深入的比较与分析 ．特别进

行统计学的研究 ．方开泰与其合作者从多个角度进行了研究 ，取
得了丰硕的成果 ．他们的成果总结在这本书里 ．

他们对正交设计进行了深入研究 ．实际上 ，正交试验设计的
基点是以方差分析为统计模型 ， 所以选出的代表点具有 “均匀”
与 “整齐” 的特点 ，其实质的优点就是试验点散布的均匀性 ．方
开泰等证明了 “任一正交设计一定是某一多项式回归模型的 D
最优设计” ．

与正交设计相比 ，均匀设计给试验者更多的选择 ，从而可以
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用更少的试验 ，即可获得所期望的结果 ．而且均匀设计是一种稳
健试验设计 ，也是电脑仿真试验设计的重要方法之一 ．

首先的问题是如何度量一个有限集合的均匀度 ？通常都是用
外尔 （H ． Wegl） 意义下的偏差 ．但这一度量对试验设计所需的
小样本不够灵敏 ． 叶扶德 （F ． Hickernell） 等人做了很好的工
作 ．他们引进了一些更灵敏及便于计算的度量 ， 特别是中心化
L２ 偏差 CD２ ．方开泰与温克尔 （P ． Winker） 等用 CD２ 作为度

量 ，将以往的均匀设计表作了重新计算 ．得到了散布更为均匀的
小样本 ．方开泰又与穆克剂 （R ． Mukerjee） 一起求出了 CD２ 与

字长型之间对于 ２水平的因子设计的解析关系式 ．
方开泰等还从均匀性出发 ，得到了均匀设计与正交设计之间

的比较与内在联系 ，并将均匀性与正交性相结合 ，提出了均匀正
交设计 ．他们还考虑了均匀设计在区组设计与超饱和设计在质量
工程中的应用及均匀设计内表与外表的计算程序等 ．

上述只是列举了方开泰及其合作者的部分工作 ，供读者阅读
本书时注意 ．除此之外 ，本书附有详细的文献 ，可供需要了解工
作细节的读者查阅 ．

均匀设计已发展了 ２０ 多年 ， 已逐步被国内外学者与工程师
接受 ，并注意与重视 ．例如美国 枟统计百科全书枠 曾约请方开泰
与我写过一个长达 ６０００ 字的伪蒙特卡罗方法条目 ． 最近拉奥
（C ． R ． Rao） 还约请方开泰为他主编的 枟统计手册枠 撰写一章
介绍均匀设计及其在工业中的应用 ． 可以预料 ， 在今后的岁月
中 ，均匀设计的理论与应用还会更蓬勃地发展 ．

最后 ，我愿意借此机会 ， 对于多年与方开泰的合作与交往
中 ，从他那里学得了统计学的知识及处理实际工业问题的方法 ，
表示最衷心地感谢 ．我预祝本书的出版对我国在进一步开展试验
设计研究与普及中起到更好的推动作用 ．

王 　 　元
中国科学院数学研究所

２０００年 １２月 １２日
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前 　 　言

在工农业生产和科学试验中 ，特别是在高科技的发展中 ，试
验是必不可少的 ． 如何安排试验是一门大学问 ．试验安排得好 ，
会事半功倍 ．如何科学地组织试验 ，包括许多环节 ： 选题 、 精心
挑选要考察的因素及其变化范围 ，如何决定因素的水平以及做试
验的水平组合 ，试验中的技术细节和组织工作等等 ． 这些环节 ，
有的是属于管理科学 ，有的是需要数学和统计学的方法来设计试
验方案 ，后者称为统计试验设计 ．

统计试验设计的方法很多 ，如单因素试验 、双因素试验 、随
机区组试验 、不完全区组试验 、拉丁方试验 、正交试验设计 、最
优试验设计 、稳健试验设计 、均匀试验设计等 ．每一种方法 ， 有
其特定的统计模型 ，统计学家要论证该方法在该统计模型下的优
良性 ．这些内容形成了 “统计试验设计” 这个分支 ，迄今已有 ８０
年历史 ．

古典的试验设计方法 ，通常取的试验范围不很大 ，故可以用
比较简单的统计模型来描绘 ．在诸方法中 ， 正交试验设计是流行
最广的一个 ．正交试验建立于方差分析模型的基础上 ， 当因素的
水平不多 ， 试验范围不大时 ， 是非常有效的试验设计方法 ． ２０
世纪 ６０年代 ，田口玄一等日本统计学家将设计和数据分析表格
化 ，使正交设计大大易于应用者的理解和使用 ．我国于 ６０ 年代
引进了田口玄一的方法 ， 本书的第一作者于 １９７２ 年提出了 “直
观分析法” 将方差分析的思想体现于点图和极差计算之中 ，使正
交设计的统计分析大大简化 ，对正交设计在我国的普及起了促进
作用 ．在 “优选法” 普及的基础上 ，将正交设计法通过书籍 、 办
班 、成果展览会 、现场参观 、电视讲座等形式 ，使之在科学试验
中 “家喻户晓” ．
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随着系统工程和高科技的发展 ，电脑仿真试验成为统计试验
设计的一个崭新的方向 ，要求 “充满空间” （space filling） 的试验
设计方法 ．在 ７０ 年代末 ， 几乎是同时 ， 出现了两个最有影响的
方法 ：拉丁超立方体抽样 （Latin hypercube sampling） 和均匀设
计 （uniform design） ．前者在西方流行 ， 今年 ２ 月 ， 国际权威刊
物 “Technometrics” 庆祝该刊创办 ４０ 年出版了一期专辑 ， 其中
选了近 ４０ 年最有影响的三篇试验设计的论文 ， 其中一篇就是
M ． D ．McKay ，R ． J ．Beckman ，and W ． J ．Conover的第一次提
出拉丁超立方体抽样的经典论文 ． 均匀设计于 １９７８ 年由王元和
方开泰提出 ，目的是解决导弹弹道系统的指挥仪设计 ． ２０ 多年
来 ，均匀设计的理论发展迅速 ，应用十分广泛 ，国际同行对均匀
设计给予充分肯定和关注 ． 如近年来有关电脑仿真试验的综述
Bates ，Buck ，Riccomagno和 Wynn （１９９６） 以及 Koehler 和 Owen
（１９９６） 对均匀设计都给予肯定和好评 ．今年 Technometrics刊登
了本书第一作者和他的合作者介绍均匀设计的文章和近期的研究

成果 ．著名的统计学家 C ． R ．Rao主编的 枟统计手册枠 ， 邀请本
书第一作者撰写一章介绍均匀设计的理论和在工业中的应用 ．显
然 ，均匀设计已成为电脑仿真试验的主要方法之一 ．

有趣的是 ，均匀设计也可视为部分因子设计的方法之一 ．若
一个试验中有 s个因素 ， 每个因素取 q个水平 ， 共有 qs 个水平
组合 ．当 qs太大时 ，使用者从中取一部分有代表性的水平组合来
实施 （做试验） ，这种方法称为部分因子试验 ．正交试验法是利
用正交性来挑选部分的水平组合 ，而均匀设计是利用均匀性来挑
选 ．正交性是希望每个因素的水平之间分配均衡 ， 任两个因素的
全部水平组合也分配均衡 ，这种均衡性本质上也是均匀性 ，因此
正交设计和均匀设计应有许多共性 ，正交设计可视为均匀设计的
特例 ．这是我们将这两种试验放在一起介绍的主要原因 ．

本书着重介绍正交试验设计和均匀试验设计的理论 、方法和
应用 ，介绍这两种试验的联系和各自的特点 ．考虑到电脑软件的
发展和普及 ，有些方法的细节 （如回归分析中的筛选变量技术 ，
　 · vi ·



统计诊断方法等） 没有介绍 ．本书想兼顾非统计专业的读者和统
计专业的教师 、研究生和大学生 ．在方法介绍上 ， 尽量通俗 ， 希
望非统计专业的读者能够易于理解 ； 在理论和最近发展的部分 ，
希望统计专业的读者能够了解当前研究的前沿 ．非统计专业的读
者需要有统计学的基础知识 ，如回归分析 、方差分析等 ．对于想
在这方面作研究的专业人士 ，需要有统计专业硕士以上的水平 ．

本书共分四章 ．第一章介绍试验设计的基本概念 、模型 、 方
差分析和回归分析方法及回归诊断 ．第二章的前六节介绍正交试
验设计的方法 ，后两节综述正交设计的比较和 D 最优性 ．第三
章介绍均匀试验设计在部分因子设计及电脑仿真试验的应用 ，不
同的建模方法 ，如多项式回归 ， B样条和人工神经网络等 ． 该章
还介绍了均匀试验设计在质量工程 （即田口玄一的三次设计） 和
混料试验设计中的应用 ．本书的最后一章讨论了均匀设计的优良
性 ，指出均匀设计是一种对模型的变化稳健的试验设计方法 ，同
时又是在非参数回归模型下的允许 ， minimax 设计 ，和具有其他
许多优点的一种设计 ．该章还系统地介绍了均匀性在正交设计的
比较和分类中的应用 ，讨论了均匀性和正交性的关系和两种设计
的密切联系 ．进一步 ， 我们还介绍了均匀设计在构造超饱和设
计 、平衡不完全区组 （BIB） 等设计中的应用 ．

本书所附的均匀设计表都是以中心化 L２ 偏差为均匀性测度
的 ，用随机优化中的门限接受法算出的 ．我们非常感谢德国的
Peter Winker 博士为计算这些均匀设计表付出的精力和时间 ．均
匀设计表列出的有两类 ， 一类为 Un（ ns） ，另一类为 Un（ qs） ，
q ＝ ２ ，３ ，４ ，５ ．有关的表太多 ，我们精选了部分放在附录中 ， 更
多的表可以通过网页 http ：／／www ．math ．hkbu ．edu ．hk／Unifor唱
mDesign／获得 ，或从均匀设计软件 ４畅０ 版中获得 ．后者是中国均
匀设计学会与香港浸会大学统计学研究和咨询中心共同开发的 ．

本书的写作得到香港政府基金 RGC／９７唱９８／４７ 和 RC／９８唱９９／
Gen唱３０的资助 ，得到我国著名科学家钱学森和周光召院士的许
多鼓励和支持 ，同时也得到香港浸会大学校长谢志伟博士 、副校
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长曾宪博教授以及理学院院长吴清辉教授的关心 、鼓励和支持 ．
作者感谢中国科学院王元院士多年的合作 、鼓励和帮助 ，感谢香
港浸会大学数学系系主任叶扶德 （Fred J ．Hickernell） 教授和作
者的愉快合作和始终不渝的支持 ，特别是他在均匀性测度和均匀
设计的稳健性方面的贡献 ．作者感谢美洲统计学院院士 、美国宾
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第一章 　试验设计简介

本章扼要地介绍部分试验设计的方法 、思想和它们的数学模
型 ．介绍了线性模型（包括方差分析模型 、回归分析模型）和广义线
性模型的理论和方法 ，筛选变量的技术和回归诊断 ．这些方法对其
他几章是十分有用的 ．

§ １ ．１ 　统计试验设计

科学试验是人们认识自然 、了解自然的重要手段 ，许多重要的
科学规律都是通过科学试验发现和证实的 ．在工农业生产中 ，希
望通过试验达到优质 、高产和低消耗 ．所以 ，科学试验是人类赖以
生存和发展的重要手段 ．当试验比较简单时 ，人们凭经验就可以
进行 ．随着科学和技术的发展 ，试验涉及的因素众多 ，它们之间的
关系更加复杂 ，光凭经验已不能达到预期要求 ，于是产生了“试验
设计”这个分支 ．设计一个试验涉及到目的 、构思 、试验方案 、技术
保证 、分析数据以及组织管理等 ．本书只讨论与统计有关的方面 ，
所以本章更为恰当的标题应为“统计试验设计简介” ．

统计试验设计是统计学的重要分支 ，它能大量节省试验的次
数 ．能将试验数据从随机误差的烟幕中去伪存真 ，抓住事物的规
律 ．所以“一个精心设计的试验是认识世界的有效方法”（Atkinson
and Donev （１９９２）） ．统计试验设计有如下要素 ：

A ．试验的目的

试验的目的是因时因地而异 ，不同的研究项目有不同的目的 ．
在工农业生产中 ，高产 、优质和低消耗是经常追求的目标 ．在化
工 、材料科学及食品工业中追求最佳配方 ．在科学研究中则比较
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重视发现事物变化的规律 ．在高科技仿真试验中 ，追求用简单的
统计模型来近似系统的复杂模型 ．

B ．因素 、试验范围 、响应

在一项试验中 ，凡欲考察的变量称为因素 ，如反应温度 、压力 、
催化剂品种 、施化肥量 、水稻品种等 ．若因素的取值可以在某一区
间内连续变化时 ，称为定量因素 ，如反应温度 、压力 、施化肥量等 ；
若因素只能取有限个类别时 ，称为定性因素 ，如催化剂和水稻品种
等 ．因素被考察的范围称为试验范围 ．在试验中未被考察的变量
应当尽量固定 ，它们在该试验中不称为因素 ．在本书中 ，因素常用
A ，B ，C ， … 或 x１ ，x２ ，x３ ，… 表示 ．试验的结果称为响应 （re唱
sponse）或输出 （output） ，用 y表示 ．在试验范围内 ，因素被考察的
值称为水平 ．例如 ，若反应温度是因素 A ，它的试验范围取为
８０ ℃ ～ ２００ ℃ ．在此范围内若选择在 ８０ ℃ ，１２０ ℃ ，１６０ ℃ ，２００ ℃ 处
试验 ，则这些温度称为 A 的水平 ，并记为 A１ ＝ ８０ ℃ ，A２ ＝ １２０ ℃ ，
A３ ＝ １６０ ℃ ，A４ ＝ ２００ ℃ ．

试验的目的是研究因素以及因素间的交互作用对响应的影响

和它们之间的关系 ．一个好的试验设计 ，是用最少的试验来获取响
应和因素之间关系的最多信息 ．

C ．随机误差

在试验中总存在一些不可控制的因素 ，如气温 、湿度 、原材料
不够均匀 、操作人员的差异等 ，它们的综合作用称为随机误差 ．由
于随机误差的存在 ，在“相同的”条件下做的试验 ，其响应不尽相
同 ，它们的波动大小反映了随机误差的大小 ．随机误差有时会干
扰试验者的视线 ，甚至误导试验的结论 ．一个好的试验设计 ，可以
大大降低随机误差的干扰 ，体现统计试验设计的威力 ．而数理统
计提供的各种数据分析方法 ，可帮助试验者从错综复杂的数据中 ，
从随机误差的干扰中去伪存真 ，找到客观存在的规律 ，发现“庐山
真面目” ．
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D ．统计模型

统计试验设计的诸方法之所以能够高效率 ，其主要原因之一
是它们是在特定的数学模型下达到最优的方法 ．例如 ，“正交设
计”是在特定的方差分析模型下达到最优 ，“最优设计”是在特定的
回归模型下达到最优 ，而“均匀设计”是在特定的稳健回归模型下
达到最优 ，详细讨论请见下节 ．

§ １ ．２ 　试验设计的统计模型

试验设计是研究探索未知的方法 ，本世纪以来发展了丰富多
采的试验设计方法 ，每一种方法都基于特定的统计模型 ．让我们
用最简单的单因素试验来说明诸方法的思想和相应的模型 ．

图 １ ．１ 　威布尔生长曲线模型

例 1 ．1 　 　在一项生物试验中 ，
若响应 y与因素 x 之间有威布尔
生长曲线模型 （参见图 １ ．１）

y ＝ １ － e－ ２ x２ ，x ≥ ０ ．
（１ ．１）

而试验者对 y 和 x 之间的关系一
无所知 ，希望通过试验来揭示 y
与 x 之间的关系 ．下面是常见的
几种方法和模型 ．

A ．方差分析模型

试验者选择 x 的若干个水平 ，并在这些水平下进行重复试
验 ．例如取 ４个水平 x ＝ ０ ，２／３ ，４／３ ，２ ，并在每个水平下作三次
试验 ，其试验结果点在图 １ ．２中 ，该试验的模型为

yi j ＝ μj ＋ i j ， j ＝ １ ，２ ，３ ，４ ， i ＝ １ ，… ，nj ， （１ ．２）

式中
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yi j ：在水平 j 下的第 i次试验的响应值 ；

nj ：在水平 j 下的试验重复数（本例 nj ＝ ３） ；

μj ：响应 y在水平 j 下的真值 ；

i j ：在水平 j 下的第 i次试验的随机误差 ．

图 １ ．２ 　方差分析模型拟合

常设 E（ i j ） ＝ ０ ， Var（ i j ） ＝ σ２

（未知） ，｛ i j｝相互独立 ．通过试验
结果｛ yi j｝我们可以用最小二乘法
估计出所有的 μj 及 σ２ ．若已知随
机误差 i j的概率分布 ，也可用极

大似然估计法估计出 μj 及 σ２ ．令

μ ＝ １
４ （ μ１ ＋ μ２ ＋ μ３ ＋ μ４） ，

αj ＝ μj － μ ，　 j ＝ １ ，２ ，３ ，４ ，

则模型（１ ．２）又可表示为

yi j ＝ μ ＋ αj ＋ i j ，j ＝ １ ，２ ，３ ，４ ， i ＝ １ ，２ ，３ ， （１ ．３）

式中 αj 称为因素 x 在水平 j 时的主效应 ，μ 称为响应的总均值 ，
显而易见 ，

α１ ＋ α２ ＋ α３ ＋ α４ ＝ ０ ． （１ ．４）

当所有的 αj 都接近于 ０时 ，因素 x 对响应的影响不大 ；当 αj 的值
较大时 ，表明因素 x 对响应的影响大 ．由于随机试验误差的大小
会干扰试验的结果 ，所以 αj 值波动的大小必须与 σ的大小作相对
比较 ，方差分析及其 F检验就是进行这种相对比较 ，根据 F 检验
结果可给出关于因素对响应的影响是否显著的结论 ，详见下节 ．
一个好的试验设计就是用最少的试验对 αj 和 σ２ 获得精度最佳的
估计 ．

B ．回归模型

若试验者根据过去的经验 ，认为 y 与 x 之间有回归模型 ，例
如
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y ＝ β０ ＋ β１ x ＋ β２ x２ ＋ ， （１ ．５）

图 １ ．３ 　最优设计模型拟合

式中 β０ ，β１ ，β２ 为回归系数 ， 为
随机误差 ，E（ ） ＝ ０ ，Var（ ） ＝
σ２ ，β０ ，β１ ，β２ ， σ２ 未知 ．试验者希
望通过试验来最准确地建立模型

（１ ．５） ，即对 β０ ，β１ 和 β２ 作最准
确的估计 ，根据这一要求来设计因
素 x 的取值 ．基于这一思想产生
了“最优设计” ，这里“最优”是在一
定的统计意义下定义的 ．常见的
有 D 最优 ，A 最优 ，E 最优等 ．
若试验范围选为［０ ，２］ ，D 最优建议在 x ＝ ０ ，１ ，２ 各作 ４ 次试验 ，
图 １ ．３给出了试验结果和模型（１ ．５）的拟合情形 ，图中实线为真模
型 ，虚线为拟合模型 ．

C ．非参数回归模型

若试验者对模型没有太多的知识 ，这时只能假定
y ＝ g（ x） ＋ ， （１ ．６）

图 １ ．４ 　均匀设计模型拟合

式中函数 g 未知 ， 为随机误差 ，
常假定 E（ ） ＝ ０ ， Var（ ） ＝ σ２ ，
σ２ 未知 ．试验者希望通过试验来
建立模型（１ ．６） ．由于 g（ x）中未
包含未知参数 ，故（１ ．６）称为非参
数回归模型 ．一个好的试验设计能
求得一个精度较高的估计 g^（ x） ，
均匀设计就是这样一种试验 ，它将
试验点在试验范围内均匀分布 ．对
例１ ．１ ，若试验范围取为［０ ，２］并决

定做 １２次试验 ，则试验点取为 １
１２ ，３１２ ，… ，２３１２ ，试验结果及拟和情
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况见图１ ．４ ．图中实线为真模型 ，虚线为拟合模型 ．

D ．稳健回归模型

若试验者知道因素和响应之间为非线性回归模型 ，但具体的
形式未知 ，他还进一步知道 ，真模型与二次模型相近 ，于是他采用
模型

y ＝ β０ ＋ β１ x ＋ β２ x２ ＋ h（ x） ＋ ， （１ ．７）

式中 h（ x）为真模型与二次模型之差 ．更一般的稳健回归模型为
y ＝ f（ x） ＋ h（ x） ＋ ， （１ ．８）

式中函数 f 已知 ，例如多项式 ，h（ x）为模型偏差 ．稳健回归设计
是研究当模型偏差在某一确定范围时 ，如何给出试验点使之能最
精确地建立模型（１ ．８） ．可以证明 ，当 h（ x）满足一定条件时 ，上面
提到的均匀设计适用于这种模型 ．

§ １ ．３ 　回归分析和方差分析

回归分析和方差分析是试验设计分析的主要工具 ，它们是统
计线性模型的最重要组成成分 ．介绍线性模型的理论和方法的书
籍十分多 ，例如 Seber （１９７７） ， Myers （１９９０） ，Sen and Srivastava
（１９９０） ，方开泰等 （１９８８） ，周纪芗 （１９９０） 等 ．为了节省篇幅 ，本
节将扼要介绍与本书有关的线性模型的理论和公式 ，以便于以后
各章的叙述 ．读者可以从其他文献中找到上述理论和公式的详细
论证 ．统计软件 SAS和均匀设计软件提供了我们所需要的参数估
计和假设检验的数值计算 ．

若在一项试验中 ，有 s 个因素 x１ ，… ，xs ，其试验结果（响应）
与因素间有如下的关系

y ＝ β１ g１（ x１ ，… ，xs） ＋ … ＋ βmgm（ x１ ，… ，xs） ＋ ，（１ ．９）
式中函数 g１ ，… ，gm 已知 ，β１ ，… ，βm 为回归系数 ，未知 ， 为随机

误差 ，均值为 ０ ，方差均为 σ２ ． σ２ 代表了试验的精度 ，σ２ 大表示
试验误差大 ．由于 E（ ） ＝ ０ ，在文献中常将回归模型（１ ．９）表为
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E（ y） ＝ β１ g１（ x１ ，… ，xs） ＋ … ＋ βmgm（ x１ ，… ，xs） ．

通过试验设计和相应的试验 ，获得了一组数据｛ yi ， x i１ ，… ，x is ；
i ＝ １ ，… ， n｝ ，希望通过这组数据来最精确地估计回归系数 β１ ，

… ，βm 和 σ２ ．在统计中 ，有许多有效的参数估计方法 ，其中最小二
乘法一直在回归模型估计理论中占统治地位 ．将试验数据代入模
型（１ ．９）中 ，得

yi ＝ β１ g１（ x i１ ，… ，x is） ＋ … ＋ βmgm（ x i１ ，… ，x is） ＋ i ，

i ＝ １ ，… ，n ，
其中 i 独立同分布 ．上模型可以表示成矩阵形式

y ＝ Gβ ＋ ε ， （１ ．１０）
式中

G ＝

g１（ x１） … gm（ x１）
 

g１（ xn） … gm（ xn）
，β ＝

β１

βm

，

ε ＝
１


n

，x′i ＝

x i１

x is

，i ＝ １ ，… ，n ．

矩阵 G称为广义设计矩阵或结构矩阵 ，它既包含了试验设计的信
息（即试验点 x i ，i ＝ １ ，… ，n） ，又包含了拟合模型的信息 ．

模型（１ ．９）包含了最常见的各种模型 ，如线性回归模型
y ＝ β０ ＋ β１ x１ ＋ … ＋ βs xs ＋ ， （１ ．１１）

通过原点（不含截矩）的线性回归模型
y ＝ β１ x１ ＋ … ＋ βs xs ＋ ， （１ ．１２）

二次回归模型

y ＝ β０ ＋ ∑
s

k ＝ １
βk xk ＋ ∑

s

j ＝ １
∑
s

k ＝ j
βj k x j xk ＋ ， （１ ．１３）

当 g１（ x１ ，… ，xs） ＝ １时 ，模型（１ ．９）变为
y ＝ β１ ＋ β２ g２（ x１ ，… ，xs） ＋ … ＋ βmgm（ x１ ，… ，xs） ＋ ，

（１ ．１４）
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以及含有因素非线性项的回归模型 ，例如
y ＝ β０ ＋ β１ log（ x１） ＋ β２exp｛ － x２｝ ＋ β３ sin（ x３）cos（ x４） ＋ ．

模型（１ ．１０）的最小二乘估计为

β^ ＝ （ G′G）－ １ G′y ， （１ ．１５）
A － １表示矩阵 A的逆矩阵 ，这里要求矩阵 G′G非退化 ．这个估计

是无偏的 ，即 Eβ^ ＝ β ，它的协方差矩阵为

Cov（ β^） ＝ σ２（ G′G）－ １ ， （１ ．１６）
式中 σ２ 取决于试验设备的精度 、原材料的均匀性和试验环境的稳
定性等 ．而矩阵 M ≡ G′G包含了试验点和统计模型的信息 ，在文

献中称为信息矩阵 ．文献中 ，有的作者用 １
n G′G作为信息矩阵 ，以

取消 n的影响 ．我们希望选择试验点使信息矩阵 M越小越好 ．基
于这一思想就产生了最优设计 ，它是由 J ． Kiefer 于 １９５９ 年首先
提出来的 ．由于 M是一个矩阵 ，如何比较两个信息矩阵的大小 ，
可以有多种方法 ，这就产生了 ：

a） D 最优设计 ：取试验点使 M的行列式达到极大 ；
b） A 最优设计 ：取试验点使 tr（ M － １）达到极大 ，这里 tr（ A）

为 A的对角线元素之和 ；
c） E 最优设计 ：取试验点使 M － １的最大特征根达到极小 ；
d） G 最优设计 ：取试验点使响应预报值的最大方差达到极

小 ．
上述几个准则都有鲜明的统计意义 ，限于篇幅 ，我们不作详细介
绍 ，详见 Atkinson and Donev （１９９２） ，Silvey （１９８０） ，Pukelsheim
（１９９３）等 ．

误差方差 σ２ 的无偏估计为

s２ ＝ σ^２ ＝ （ y － Gβ^）′（ y － Gβ^）／（ n － m） ． （１ ．１７）
下面转入线性模型的假设检验 ．这些检验包括 ：

a）是否因素 x１ ，… ，xs 对 y的变化有显著影响 ？
b）是否某个特定因素 x j 或某个特定的项 gi（ x１ ，… ，xs）对 y
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的变化有显著影响 ？
c）是否 x１ ，… ，xs 的某个线性组合或 g１ ，… ，gm 的某个线性组

合对 y的变化有显著影响 ？
为叙述方便 ，以模型（１ ．１１）为例来介绍上述的检验 ．检验 a）

是检验假设

H０ ：β１ ＝ … ＝ βs ＝ ０ ，H１ ：βj … ，βs 不全为零 ， （１ ．１８）

检验 b）是要求检验假设
H０ ：β１ ＝ ０ ，H１ ：βj ≠ ０ ， （１ ．１９）

检验 c）可表为
H０ ：Cβ ＝ f ，H１ ：Cβ ≠ f ， （１ ．２０）

其中 C为秩为 l的 l × m 矩阵（这里 l ＜ m ，m ＝ s ＋ １） ，f 为 l × １
的向量 ．

检验（１ ．１８）式的常用方法是作方差分析 ，方差分析的主要思
想是将响应的总平方和

SST ＝ Syy ＝ ∑
n

i ＝ １
（ yi － －y ）２ （１ ．２１）

分解为回归平方和

SSR ＝ ∑
n

i ＝ １
（ y^i － －y ）２ （１ ．２２）

和残差平方和

SSE ＝ ∑
n

i ＝ １
（ yi － y^i）２ ， （１ ．２３）

式中 －y ＝ １
n ∑ n

i ＝ １ yi ，^yi ＝ β^０ ＋ β^１ x i１ ＋ … ＋ β^s x is为 yi 的估计值 ，这

个平方和分解可表为

SST ＝ SSR ＋ SSE ．
这三个平方和分别有自由度 n － １ ， s 和（ n － １ － s） ．用平方和除
以相应的自由度所得的商称为平均平方和 ，简称均方 ，记为

MST ＝
SST
n － １ ，MSR ＝

SSR
s ，MSE ＝

SSE
n － s － １ ．
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若假设（１ ．１８）式成立 ，MSR和 MSE的期望值相同 ，故

F ＝
MSR
MSE ＝

SSR／ s
SSE／（ n － s － １） （１ ．２４）

可用来作检验（１ ．１８）式 ．用统计学语言来讲 ，当假设（１ ．１８）式成
立时 ，上述 F 应该服从 F（ s ，n － s － １）分布 ．将上述计算和检验
的结果列入一张“方差分析表”（表 １ ．１） ，表中最后一列的 p 值为
大于（１ ．２４）式算出的 F值的概率 ．若取 α ＝ ０ ．０５ ，当 p ＜ ０ ．０５时 ，
检验显著 ，否则不显著 ．常取 α ＝ ０ ．０５ ，０ ．０１或 ０ ．００１ ．

全相关系数或确定性系数

R２ ＝
SSR
SST （１ ．２５）

常用来度量回归模型的拟合程度 ，R２ 接近于 １时 ，拟合效果好 ．

表 1 ．1 　方差分析表
方差来源 自由度 平方和 均方 F p 值

回归 s SS R MS R
MS R
M SE

误差 n － s － １ S SE M SE

总和 n － １ SS T

由于假设检验（１ ．１９）式是（１ ．２０）式的特例 ，我们只介绍检验
假设（１ ．２０）式的统计量 ，它也是用 F检验 ，统计量为

F ＝ （ Cβ^ － f）′［ C（ G′G）－ １ C′］－ １（ Cβ^ － f）
ls２ ， （１ ．２６）

式中 s２ 由（１ ．１７）式给出 ，

G ＝

１ x１１ … x１ s
１ x２１ … x２ s
  
１ xn１ … xns

当假设（１ ．２０）式成立时 ，F服从 F（ l ，n － s － １） ．
由统计量（１ ．２６）式不难获得检验（１ ．１９）式的统计量 ，令 C ＝
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（０ ， … ，０ ，１ ，０ ， … ，０） ，这里 １在第 j ＋ １维位置 ，f ＝ ０ ，代入（１ ．２６）
式得检验统计量

Fj ＝
β^２j

s２ cj ＋ １ ，j ＋ １
， （１ ．２７）

式中 β^j 为 βj 的最小二乘估计 ，cj ＋ １ ，j ＋ １是（G′G） － １的第 j ＋ １个对角元
素 ．该检验等价于用 t检验 ，统计量为

tj ＝
β^j

s cj ＋ １ ，j ＋ １
． （１ ．２８）

当假设（１ ．１９）成立时 ，tj 服从自由度为 n － s － １的 t分布 t（ n － s － １） ．
在统计软件中 ，一般都会对每个变量 x j 给出它的 Fj 值或 t j 值 ．

例 1 ．2 　单因素试验
上节曾介绍了单因素试验的方差分析模型（１ ．３） ，模型中 μ ，

α１ ， α２ ， α３ ， α４ ， σ２ 未知 ，需要通过试验数据来估计 ．

模型（１ ．３）可表为线性模型 y ＝ Gβ ＋ ε ，其中
y１１
y２１
y３１
y１２
y２２
y３２
y１３
y２３
y３３
y１４
y２４
y３４

＝

１ 　 １ ０ ０

１ 　 １ ０ ０

１ 　 １ ０ ０

１ 　 ０ １ ０

１ 　 ０ １ ０

１ 　 ０ １ ０

１ 　 ０ ０ １

１ 　 ０ ０ １

１ 　 ０ ０ １

１ 　 － １ － １ － １

１ 　 － １ － １ － １

１ 　 － １ － １ － １

μ
α１
α２
α３

＋

１１

２１

３１

１２

２２

３２

１３

２３

３３

１４

２４

３４

式中利用了 α４ ＝ － α１ － α２ － α３ 的关系 ．由（１ ．１５）式通过代数运

算 ，不难求得 μ ，α１ ， α２ ， α３ 和 α４ 的最小二乘估计为
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μ^ ＝ ＝y ＝ １
４ ∑

４

j ＝ １
－y j ，^αj ＝ y^ j － ＝y ，j ＝ １ ，２ ，３ ，４ ，

式中 －y j ＝ １
３ ∑ ３

i ＝ １ yi j ， j ＝ １ ，２ ，３ ，４ ．由（１ ．１６）式 ，估计值 μ^ ，α^１ ，

α^２ ，^α３ 的协方差矩阵为

Cov（ β^） ＝ σ２（ G′G）－ １ ＝ σ２

１
１２ ０ ０ ０

０ １
４ － １

１２ － １
１２

０ － １
１２

１
４ － １

１２

０ － １
１２ － １

１２
１
４

．

由此可得

Var（ μ^） ＝ σ２

１２ ，Var（ α^j） ＝ σ２

４ ，j ＝ １ ，２ ，３ ，

以及

Var（ α^４） ＝ Var（ α^１ ＋ α^２ ＋ α^３）

＝ Var（ α^１） ＋ Var（ α^２） ＋ Var（ α^３）
　 ＋ ２ Cov（ α^１ ，^α２） ＋ ２ Cov（ α^１ ，^α３） ＋ ２ Cov（ α^２ ，^α３）
＝ σ２

４ ．

由于 μj ＝ μ ＋ αj ，可用 μ^ j ＝ μ^ ＋ α^j ＝ －y j 作为 μj 的估计 ，它的方差

Var（ μ^ j） ＝ Var（ μ^ ＋ α^j） ＝ １
１２ σ

２ ＋ １
４ σ２ ＝ １

３ σ２ ，

与直观是一致的 ．进一步 ，我们希望检验因素对响应是否有显著的
影响 ，这就是检验
　 H ０ ：α１ ＝ α２ ＝ α３ ＝ α４ ＝ ０ ，H １ ：α１ ，α２ ，α３ ，α４ 不全为 ０ ．（１ ．２９）
这个检验与检验假设（１ ．１８）式本质上是一样的 ，通过公式（１ ．２１）
～ （１ ．２４）我们可以计算诸平方和和 F 统计量 ．为此 ，我们给出较
一般的公式 ．

设因素 A 取了 q个水平 ，在第 j 个水平重复做了 nj 次试验 ，
总共做了 n ＝ n１ ＋ … ＋ nq 个试验 ．该试验的方差分析模型为
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yi j ＝ μj ＋ i j ＝ μ ＋ αj ＋ i j ，j ＝ １ ，… ，q ，i ＝ １ ，… ，nj ，
（１ ．３０）

则 μ ，μj ， αj 和 σ２ 的估计为

　 　 　 　 μ^ ＝ ＝y ＝ １
n ∑

q

j ＝ １
∑
n j

i ＝ １
yi j （１ ．３１）

　 　 　 　 μ^ j ＝ －y j ＝ １
nj ∑

n j

i ＝ １
yi j （１ ．３２）

　 　 　 　 α^j ＝ μ^ j － μ^ ＝ －y j － ＝y ，j ＝ １ ，… ，q （１ ．３３）

　 　 　 　 σ^２ ＝ １
n － q ∑

q

j ＝ １
∑
n j

i ＝ １
（ yi j － －y j）２ ． （１ ．３４）

总平方和为

Syy ＝ ∑
q

j ＝ １
∑
n j

i ＝ １
（ yi j － ＝y ）２ ， （１ ．３５）

回归平方和现在成为因素 A 的平方和

SSA ＝ ∑
q

j ＝ １
n j（ －y j － ＝y ）２ ， （１ ．３６）

误差平方和的公式为

SSE ＝ ∑
q

j ＝ １
∑
n j

i ＝ １
（ yi j － －y j）２ ， （１ ．３７）

方差分析表１ ．１成为表１ ．２ ．

表 1 ．2 　方差分析表
方差来源 自由度 平方和 均方 F p 值

因素 A q － １ SS A M S A ＝ SS A／（ q － １）
M S A
M SE

误差 n － q S SE MS E ＝ S SE／（ n － q）

总和 n － １ S yy

§ １ ．４ 　因素间的交互作用

在一个试验中 ，若有 s（ s ＞ １）个因素且它们对响应的作用是
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各自独立的 ，则称因素间无交互作用 ，相应的模型称为可加模型 ．
例如二因素（记为 A 和 B）的试验 ，若其方差分析模型为

　 　 　 　 yi j k ＝ μ ＋ αi ＋ βj ＋ i jk ，

i ＝ １ ，… ，p ， j ＝ １ ，… ，q ， k ＝ １ ，… ，r ，
（１ ．３８）

其中 αi 为因素 A 的主效应 ，βj 为因素 B的主效应 ，yi j k为水平组合
A iBj 下第 k次试验的响应值 ， i jk为该次试验的随机误差 ．考虑

A 的两个不同的水平组合 i１ 和 i２ ，其响应值的差
yi

１
j k － yi

２
jk ＝ αi

１
－ αi

２
＋ i

１
jk － i

２
j k

由 A 的主效应和随机误差所决定 ，与 B取什么水平无关 ．
如果在一次试验中 ，不仅因素 A 和 B 对响应有影响 ，而且它

们联合起来对响应也产生影响 ，这时模型可表为
yi j k ＝ μ ＋ αi ＋ βj ＋ （ αβ） i j ＋ i j k ，

i ＝ １ ，… ，p ， j ＝ １ ，… ，q ， k ＝ １ ，… ，r ，
（１ ．３９）

式中（ αβ） i j表示水平组合 A iBj 对 y的交互作用 ．我们用 A × B 表
示 A 和 B的交互作用 ．

例如 ，下面是两因素（ A 和 B）二水平的两个试验 Ⅰ 和 Ⅱ 的响
应值

A １ A ２

B１ ５０ ５５

B２ ５３ ５８

A １ A ２

B１ ５０ ５５

B２ ５３ ６２

试验 Ⅰ 在左边 ，当 A 从 A１ 变到 A２ 时指标都增加 ５ ，与 B 的水平
无关 ；同样 ，当 B 从 B１ 变到 B２ 时指标都增加 ３ ，与 A 的水平无
关 ，即

A ２ － A １

B１ ５

B２ ５

B２ － B１

A １ ３

A ２ ３

而右边的试验 Ⅱ情况就不大一样 ，且看
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A ２ － A １

B１ ５

B２ ９

B２ － B１

A １ ３

A ２ ７

就是说 A 从 A１ 变到 A２ 引起响应变化的大小与 B取什么水平有
关 ，反之 ，B的变化对响应的影响与 A 取什么水平也有关 ，这时 A
和 B有交互作用 ．若将上述两个试验按图１ ．５方式作图 ，我们可以
看到试验 Ⅰ 的两条线相互平行 ，而试验 Ⅱ 的两条线明显地不平行 ，
前者表明 A 和 B之间没有交互作用 ，而后者有交互作用 ．由于有
试验误差 ，即使 A 和 B 之间没有交互作用 ，相应点图的两条线只
能近于平行 ，故我们需要对交互作用有一个定量的估计 ．

图 １ ．５ 　响应与因素的关系

让我们继续讨论模型（１ ．３９） ，主效应 αi 和 βj 应有的约束条
件（参见（１ ．４）式）

∑
p

i ＝ １
αi ＝ ∑

q

j ＝ １
βj ＝ ０ ，

令 μi j ， μi·和 μ· j为响应 yi j分别在水平组合 A iBj ，水平 A i 和 Bj 下
的均值 ．易见有
　 yi jk ＝ μi j ＋ i j k ，

　 μi j ＝ μ ＋ （ μi· － μ） ＋ （ μj· － μ） ＋ （ μi j － μi· － μj· ＋ μ） ．

由单因素试验的讨论知道 αi ＝ μi· － μ ， βj ＝ μj· － μ ，从而
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（ αβ） i j ＝ μi j － μi· － μj· ＋ μ ． （１ ．４０）

可以验证 ，它们满足关系

∑
p

i ＝ １
（ αβ） i j ＝ ∑

q

j ＝ １
（ αβ） i j ＝ ０ ， i ＝ １ ，… ，p ， j ＝ １ ，… ，q ，

（１ ．４１）
由（１ ．４０）式不难获得（ αβ） i j之估计

（ αβ^） i j ＝ －y i j· － －y i·· － －y · j· ＋ －y … ，

这里

－y i j· ＝ １
r ∑

r

k ＝ １
yi j k ， －y i·· ＝ １

qr ∑
q

j ＝ １
∑
r

k ＝ １
yi j k ，

－y · j· ＝ １
p r ∑

p

i ＝ １
∑
r

k ＝ １
yi j k ， －y … ＝ １

pqr ∑
p

i ＝ １
∑
q

j ＝ １
∑
r

k ＝ １
yi j k ．

如果所有的 （ αβ） i j均为 ０ ，则 A 和 B之间没有交互作用 ．当试验中
包括了更多的因素时 ，除了二个因素之间有交互作用 ，可能有三因
素之间的交互作用 ，四因素之间的交互作用 ，等等 ．例如 A × B × C表
示因素 A ，B ，C 之间的三阶交互作用 ，A × B × C × D 表示因素
A ，B ，C ，D之间的四阶交互作用 ．

大量的实践表明 ，高阶的交互作用常常不存在 ，或很小可以忽
略 ．在试验设计的统计推断中 ，普遍采用如下的原则 ：保证估计诸
因素主效应 ，尽量能估计两两因素之间的交互作用 ，如有余力 ，可
估计部分高阶交互作用 ．

如果因素为连续变量 x１ ， … ， xs ，且可用回归模型来拟合试
验的数据 ，如何来表达因素间的交互作用呢 ？ 如果真模型为可加
模型 ，即

y ＝ β０ ＋ β１ g１（ x１） ＋ … ＋ βsgs（ xs） ＋ ，

表明因素间没有交互作用 ，式中 g１ ， … ， gs 为一元函数 ．若真模型
不能表示成上述可加模型时 ，例如必须包含项 gi （ x i

１
， … ， x ik）

时 ，且函数 gi 不能表示 x i
１
， … ，x ik的可加模型时 ，这时因素间有

交互作用 ．由于因素间的交互作用可以有很复杂的结构 ，若试验

·６１·




