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内 　 容 　 简 　 介

　 　 信号的统计检测与估计理论是现代信息理论的重要组成部分 。 本书是
作者在多年讲授研究生课程的讲义基础上整理而成的 。 全书共分十五章 ，
系统地介绍了信号检测和信号参量估计的基本理论 ，并在第一版的基础上 ，
为适应通信 、雷达 、自动控制等技术的飞速发展增加了许多新内容 ，例如增

加了第十五章“多地址用户信号检测” 。 书中包括了作者多年的研究成果 。
书中每章还配有一定量的习题 ，供读者练习 。

本书可供高等院校通信 、雷达 、自动控制等专业的研究生 、高年级本科
生使用 ，也可供相关工程技术人员阅读 、参考 。
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第二版 　 前言

最近在国际航天史上发生了几件重大事件 ：我国成功地发射了载人航天飞船

“神舟五号” ，并启动了“探月工程” ；欧洲航天局 、美国宇航局先后向火星发射了“猎
兔犬”号 、“勇气”号与“机遇”号火星飞船 ；“卡西尼”号经过长达七年的飞行后又到

达了土星 。 人们不禁要问 ，在如此遥远的太空 ，电波信号的能量已经衰减到了极其

微弱的程度 ，怎样才能保证可靠的通信 、精密的测量与正确的控制呢 ？ 这中间所涉

及的基本理论 ，就正是本书所要介绍的“检测与估计理论” 。
信号的统计检测与估计理论是在第二次世界大战期间 ，即 ２０ 世纪 ４０ 年代 ，由

于战争对雷达与声纳技术的需求而逐步形成与发展起来的 。 目前已经成为现代信

息理论的一个重要组成部分 。 其理论基础是信息论 ，所采用的数学工具是概率论 、
随机过程以及数理统计 。 它是现代通信 、雷达 、声纳以及自动控制技术的理论基

础 。 不仅如此 ，它也在模式识别 、射电天文学 、遥感遥测 、资源探测 、天气预报 、精神

物理学 、生物物理学 、系统辨识乃至医学及社会学等领域中得到广泛的应用 。
检测与估计理论可以分为检测理论与估计理论两大部分 ，而估计理论则又可

分为参量估计与波形估计两部分 。 一般我们把波形估计称为滤波理论 ，即现代

Wiener 滤波理论及 Kalman 滤波理论 ，目前它已经发展成为一门独立的学科 。 英 、
美 、俄等国的高等学校里一般把检测与估计理论和滤波理论分成两门课程来讲授 。
作者同意这种观点 ，因此在本书的估计理论中将不介绍波形估计理论 。 有兴趣的

读者可以参阅有关的专著及文献 。
所谓检测 ，就是根据有限观测 ，“最佳”区分一个物理系统不同状态的理论 。
而所谓参量估计 ，则是根据有限观测 ，“最佳”找出一个物理系统不同参数的理

论 。
这里我们将特别强调有限观测 ，因为只有如此才有实际意义 。 若检测或估计

只能在无限观测后才能进行 ，这样的检测或估计还有什么用途呢 ？ 另外我们对“最
佳”二字加了引号 ，因为绝对或纯粹的最佳是不存在的 ，只能是特定含义下的“最
佳” ，也就是某种准则之下的“最佳” 。 例如在检测理论中常用的就有 Bayes 准则 、
最大后验概率（MAP）准则 、最大似然（ML）准则 、最小差错概率准则 、理想观察者

准则以及 Neyman唱Pearson 准则等 。 不同的准则 ，最佳的含义是不同的 。 在估计理

论中也有不同的最佳准则 ，对这些内容 ，读者在读到有关章节时自然会有所了解 。
我们还要特别强调的 ，是我们的检测或估计是在噪声或干扰环境下进行的 。

因为如果没有噪声或干扰的破坏或捣乱 ，检测或估计的使命也就不存在了 。 一般



人把噪声与干扰视为一种含义 ，而在本书中却是两个概念 。 噪声是指与有用信号

无关的一些破坏性因素 ，如通信中的各种工业噪声 、交流声 、脉冲噪声 、银河系噪

声 、大气噪声 、太阳噪声以及由元器件内部各种微观粒子的热骚动所产生的热噪声

等 。 而干扰则是指与有用信号有关的一些破坏性因素 ，如通信中的符号间干扰 、共
信道干扰 、邻近信道干扰以及各种人为的故意干扰（如军事或雷达系统中的瞄准干

扰）等 。 噪声与干扰可以用一个随机过程来描述 ，由于随机过程类型的不同 ，检测

与估计的类型也就相应有所不同 。
第一类是参量检测（估计） 。 这是指当噪声或干扰过程可以用有限个实参数所

描述时的检测（估计）问题 。 例如当噪声或干扰是一个已知功率谱密度（或协方差

函数）的平稳高斯过程（Gaussian process）时的检测（估计）问题就属于参量检测（估
计） 。 因为高斯随机过程完全可由一组有限数量的参数所描述 。

另外 ，当噪声或干扰的真正分布形式未知时 ，一组有限数量的参数就不足以确

定它们 ，在这样的噪声或干扰环境中的检测（估计）就属于非参量检测（估计） 。 需

要说明的是 ，即使是高斯噪声 ，如果它的自协方差函数或功率谱密度未知时 ，也属

于非参量检测（估计）问题 。 更一般的情况是只能定性地描述噪声 ，例如说只知道

噪声的概率分布是偶对称的 ，而其概率密度函数未知 。 这样一类随机过程 ，当然还

需要无穷多个参量值才能具体确定它们 。 这时的检测与估计就属于非参量型的 。
参量检测（估计）又称最佳检测（估计） 。 它是以噪声或干扰的统计特性完全确

知为基础的 。 检测（估计）者可以根据所选定的最佳准则来设计最佳检测（估计）
器 。 但在很多实际场合 ，噪声与干扰的统计特性并不是完全确知的 ，有时其统计特

性还会随空间 、频率或时间而变化 ，不能用一些一成不变的统计特性去描述它们 。
一旦噪声或干扰的统计特性偏离了理论的设计值 ，则最佳检测（估计）器的性能就

有可能恶化 ，有时甚至只是微小的变化 ，也会引起最佳检测（估计）器性能的严重恶

化 。
正是由于参量检测（估计）方式的上述缺陷 ，加上客观实际中有大量问题 ，参量

检测（估计）理论无法处理 ，于是从 ２０ 世纪 ６０ 年代开始 ，人们广泛地研究了非参量

检测（估计）方式 。 非参量检测（估计）并不需要完全了解噪声或干扰的统计特性 ，
只需要了解非常简单的基本特性 。 显然 ，由于这类检测（估计）器并未充分利用噪

声或干扰的统计特性 ，也就是说设计过于保守 ，其性能要劣于参量检测（估计）器 ，
但是其随遇性要优于参量检测（估计） 。

在许多实际问题中 ，人们一方面不像经典的参量检测（估计）那样对噪声或干

扰的统计特性有充分的了解 ，但又不像非参量检测（估计）那样对噪声的统计特性

只有很初步的了解 。 例如在通信 、雷达及声纳等许多实际场合 ，噪声基本上是高斯

型的 ，但也有一小部分随机脉冲性噪声 ，人们对这部分噪声的统计特性了解不多 。
其结果是噪声的概率密度分布基本上与高斯（正态）分布一致 ，特别是在原点及其
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附近 ，只是在远离原点的部分叠加上一个宽于高斯（正态）分布的“尾巴” ，人们称这

类噪声为类高斯噪声 。 针对这种情况 ，在 ２０ 世纪 ６０ 年代开始出现并逐步发展成

熟 ，目前在雷达 、声纳及部分通信领域已有应用 ，甚至在信号处理领域也有所应用 。
坚韧检测（估计）带有非参量检测（估计）的特征 ，对噪声统计特性的变化有一定的

随遇性 ，即允许噪声的统计特性在一定的范围内变化 ，但它克服了非参量检测（估
计）的保守性与盲目性 ，即它同时充分利用了已知的噪声统计特性 ，因此它具备了

参量检测（估计）的特征 ，但又克服了参量检测（估计）对噪声统计特性变化的敏感

性 。 因此坚韧检测既具备参量检测（估计）的准确性又具有非参量检测（估计）的随

遇性 。 但在噪声的统计特性充分已知时 ，其性能要劣于参量检测（估计） ，但又优于

非参量检测（估计） 。
如果针对信号的类型 ，检测问题又可分为以下三种类型 ：
第一类是对确知信号的检测 。 这是最基本 、最简单的情况 ，如在同步或相干数

字通信系统中 ，被检测的信号的类型 、波形 、频率 、相位乃至起始和终了时间完全确

知 ，人们只是不知道被噪声所淹没的信号到底是哪一个 。 另外如模式识别中的某

些问题也属于这种类型 。
第二类是对具有未知参量信号的检测 。 这种检测问题比上一类稍复杂一点 ，

未知参量本身又可分为随机参量与非随机参量两种 。 例如在非相干数字通信系统

中接收信号的相位就是未知的 ，又如在雷达及声纳系统中接收信号的相位 、频率甚

至到达时间都是未知的 。
第三类是对随机信号的检测 。 这类检测问题解决起来相对最困难 。 例如射电

天文学中对一个新的类星体的发现 ，用地震波找矿 ，无源雷达或声纳中的检测问题

等等 。 另外如随机时变信道中数字通信系统中的信号检测问题都属于这一类 。
最后一种分类方式是针对对观测值的处理方式而言的 。 它大体上可以分为两

大类 ，即固定观测样本值方式与非固定观测样本值方式 。 顾名思义 ，在固定观测样

本值方式中 ，观测样本值的总数或观测时间是固定的 。 目前大部分检测或估计的

处理方式均采用这种类型 。 例如固定传信率的数字通信系统 ，其传送每一个符号

的时间是固定的 ，这就要求检测者（接收机）也必须在同一时间内（允许适当延迟）
作出判决 。 这种固定样本值或观测时间的处理方式显然有缺陷 。 人们都有这样的

经验 ，在日常生活中对某些事物往往只经少量观测就可以作出很明确的判断与估

计 ，这时如果还按约定的固定样本值或观测时间处理 ，显然是一种浪费 ，而在另一

些场合 ，事先约定的固定样本值或观测时间又显得不够用 。 这样就提出了非固定

观测样本值的处理方式 ，在这种处理方式中不事先规定观测样本值的总数或观测

时间 ，而只是规定了检测或估计应该满足的性能指标 。 每观测一个新的样值 ，都要

计算一下能否在满足规定的性能指标下作出判断或估计 ，若能满足 ，则不再进行新

的观测 ；若不能满足 ，则再观测一个新的样本值 ，直至能作出满足规定性能指标的
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判断或估计为止 。 这种处理方式有时又称为序贯方式 ，对应的检测或估计则称为

序贯检测或序贯估计 。 序贯检测及估计目前已在雷达系统中得到应用 ，相对于非

序贯方式 ，其平均搜索时间要快得多 。 另外 ，本书第十三章中将介绍序列检测方

式 ，其判决时间也是随机的 ，但是其对每一个传送符号的时间却是固定的 ，因此它

仍然属于固定观测样本值的检测方式 ，只是它不再属于逐符号的检测方式 ，而是对

整个消息序列进行检测而已 。 详细内容将在第十三章中介绍 。
本书是作者多年来在北京邮电大学讲授本科生及研究生课程 ，在电信科学技

术研究院（原邮电科学研究院） 、中国科学院及中国科技大学研究生院讲授研究生

课程以及在台湾中山大学 、香港中文大学等处讲学的讲稿基础上整理而成的 ，其中

也含有作者多年来在该领域的研究心得及成果 。 本书在内容上兼顾了本科生及研

究生两个层次 ，相信对通信学科各专业的工程技术人员也会有一定的参考价值 。
当然检测与估计理论所涉及的范围非常之广 ，本书不可能面面俱到 。 本书的重点

放在了基础理论部分以及涉及通信领域的若干实际应用上 ，在讲授本课程时也应

区分不同对象而有所取舍 。 例如对 ６０ 学时的本科生教学可只讲授第一 、二 、三 、
四 、五章及第八章的单参量估计以及第九章的前半部分 ，其他各章内容可作简要介

绍一带而过 。 由于前四章是基础中的基础 ，故无论对本科生或是对研究生 ，一定要

讲解透彻 ，但其中的 Karhunan唱Loeve 展式解 、匹配滤波器解以及积分方程解等部

分可视学时及学生程度而决定取舍 。 画“ 倡 ”的部分 ，对本科教学时可以不选 。
本课程的先修课程是概率论与随机过程 ，另外线性代数与复变函数的基础知

识也是不可少的 。 因此作为本科生教材不宜在三年级以前讲授 。
本书自始至终采用信号的复表示 ，这对数学分析与计算带来了很大的方便 ，正

如大家所熟悉的用复频率 ej２ π f t
代替实频率 cos２π f t 后数学分析很方便一样 。 为此

本书补充了有关 Hilbert 变换以及复随机过程 ，特别是复高斯过程的内容 。 另外本

书对差错概率的计算 ，极少采用直接对概率分布进行积分的方式 。 因为一般而言 ，
计算一个比较复杂的概率分布密度是一项很困难的工作 ，甚至还需要造出一些新

的概率分布表 。 本书改在频率域即特征函数计算差错概率 ，虽然解的形式往往是

一些级数形式 ，但是使用的全是初等函数 ，不仅对理论分析而且对工程运用也带来

了方便 。
感谢国家教育部 、科技部 、信息产业部特别是国家自然科学基金委员会的支持

与帮助 ，使得作者能够长期从事有关的基础理论及应用基础的研究 。 另外也使得

作者有机会与当今世界上著名的学者有学术交流乃至较长时间合作的机会 ，从他

们那里汲取营养并了解最新动向 。 特别需要指出的是 C ．W ．Helst rom 与 H ． L ．
Van Trees 曾与作者交换过本课程的讲授安排方式及重点 ，以及本学科的发展方向

等问题 。 G ． D ．Forney ，T ．Berger 及 J ．G ．Proakis 与作者共同探讨过符号干扰信

道中的最佳检测问题 ，N ． T ． Garder 与作者共同探讨过齐次随机符号干扰信道中
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的潜在抗干扰性问题 ，J ． G ． Proakis 则与作者共同解决了最佳线性盲均衡中的最

小差错概率准则问题 ，J ．K ．Omura 与 K ．Yao 以及 J ．G ．Proakis 则对作者对齐次

随机符号干扰信道的研究提出过中肯的改进意见 。 这些内容在本书中都有不同程

度的反映 。
写完本书 ，作者如释重负 ，因为二十年来的教学与科研总算有了一个较系统的

总结与完善 ，但又立刻感到负担沉重与内疚 ，因为作者毕竟水平有限 ，尽管力图做

到理论与实际相结合 ，给读者以解决实际问题的能力 ，但恐怕是力不从心 。 另外本

书尽管有一些全新的内容 ，甚至有一些全新的见解 ，但毕竟属于经典检测与估计理

论 。 目前通信与雷达技术已经进入光频段了 ，再向上就是量子领域了 。 进入量子

领域后经典的检测与估计理论必须让位于量子检测与估计理论 。 这正如经典物理

学在处理宏观物理问题时卓有成效 ，但在处理微观世界的问题时它必须让位于量

子物理学一样 。 进入量子领域后 ，我们也必须改用一种新的观点 ——— 统计量子的

观点 ，即“量子检测与估值理论”去观察与处理问题 。 那时所谓“确知信号”早已消

失得无影无踪 ，而噪声 ——— 量子噪声的性质也变得截然不同 ，它甚至强烈地依附于

对信号的处理方式 。 量子检测与估计理论的应用范围将更加广泛 ，在物理学方面 ，
研究宇宙学 ，研究微观世界都需要它 ；即使在通信领域 ，在光频段以上还有 X 射

线 、γ 射线 、宇宙射线等 。 另外某些微观粒子如 β 射线 、中子束 、质子束 、介子束 、中
微子束以及目前还未被发现的粒子束都可以用来荷载信息 ，而这些单靠本书的理

论是无能为力的 ，科学是无止境的 。
本书第一版由北京邮电大学出版社于 １９９６ 年出版 ，这是第二版 。 在第二版

中 ，除了改正原版的错误并作了部分增补以外 ，本次再版特别增加了“多地址用户

信号检测”一章 ，这是近年来才发展起来的一个新理论 。 作者对这一理论进行了改

造 ，直接解出了最大似然解 ，并提出了一个可以不对随机矩阵求逆的算法 。
在本书编写过程中得到了北京邮电大学信息工程学院同行们的大力支持 。 恩

师周炯 院士 、已故蔡长年教授都为本书撰写提过不少中肯意见 。 方莉老师为本

书的打印 、组织 、校对等工作耗费了大量时间与精力 ，邹永忠博士耗费了数月精力

为本书提供了仿真曲线 ，还有我们 ２０ 多位研究生 ，为本书的打印 、校对做了大量工

作 ，在此一并表示衷心的感谢 。
本书差错疏漏在所难免 ，敬请读者批评指正 。

李道本

２００４ 年 ３ 月于 D ．B ．实验室
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第一章 　 信号的矢量与复数表示

１唱１ 　 确知信号集中信号的矢量表示

　 　 在检测与估计理论中 ，经常需要处理一个有 M 个确知 信号 ① 的集合

｛ sm（ t）｝ ， m ∈ ｛０ ，１ ， … ， M － １｝ ； t ∈ ［０ ， T］ 。 若所有的信号 sm（ t）都是平方可

积即能量有限的 ，则它们可以用 N ≤ M 个归一化正交函数的线性组合来描述 ，即

　 　 sm （ t） ＝ ∑
N － １

n ＝ ０
sm n fn（ t） 　 　 m ∈ ｛０ ，１ ，… ，M － １｝ 　 　 t ∈ ［０ ，T］ （１唱１唱１）

式中 ，｛ fn （ t）｝ ， n ∈ ｛０ ，１ ， … ， N － １｝ 是在［０ ， T］ 上的归一化正交函数集 ，我们

称之为基底或坐标函数 ，它们满足

∫
T

０
f n（ t） f l（ t）d t ＝ δn l ＝

１
０

n ＝ l
n ≠ l

n ，l ∈ ｛０ ，１ ，… ，N － １｝

（１唱１唱２）

sm n ＝∫
T

０
sm （ t） fn（ t）d t （１唱１唱３）

我们称 sm n 为 sm （ t） 在坐标函数 f n（ t） 上的投影或展开系数 。
显然 ，如果这 M 个信号是线性独立时 ，即没有一个信号可以表示为其他信号

的线性组合时 N ＝ M ，反之 N ＜ M 。 若基函数集及其顺序已经选定 ，则 sm （ t） 就

可用其展开式（１唱１唱１） 中的系数所唯一确定 ，即我们可以用矢量

Sm
def

［ sm０ ，sm１ ，… ，sm N － １］T 　 　 m ∈ ｛０ ，１ ，… ，M － １｝

来描述信号 sm （ t） ，此时 sm （ t） 的能量为

Em ＝∫
T

０ ∑
N － １

n ＝ ０
sm n fn（ t）

２ d t ＝ ∑
N － １

n ＝ ０
s２m n

def
Sm

２ （１ 唱１唱４）

我们称 Sm 为矢量 S 的模 。
采用信号集的矢量表示后 ，我们就可以很形象的用 N 维空间中的矢量或点来

描述信号集 。 例如 QPSK 信号的实函数形式为

Sm（ t） ＝
２ E
T cos ２π f０ t ＋

２ m ＋ １
４

π 　 　 t ∈ ０ ，T 　 　 m ∈ ０ ，１ ，２ ，３

（１唱１唱５）

① 所谓确知信号 ，就是对观测者来说它的各个参数都是完全已知的 。



则我们就可以用二维空间中的四个点来描述它们 ，见图 １唱１ 。

图 １唱１ 　 QPSK 信号 图 １ 唱２ 　 AWGN 信道

　 　 信号集的矢量表示也往往给数学处理带来方便 。 例如在加性白高斯噪声

（AWGN） ① 信道中 ，见图 １唱２ ，信道的输入为 sm （ t） ，m ∈ ｛０ ，１ ，… ，M － １｝ ，输出为

v（ t） ＝ sm （ t） ＋ n（ t） 　 　 m ∈ ｛０ ，１ ，… ，M － １｝ 　 　 t ∈ ［０ ，T］
（１唱１唱６）

式中 ，n（ t） 是一个平稳高斯随机过程（噪声） ，它的功率在一个远远宽于信号带宽

的范围之内是均匀分配的 ，因此我们可以把 n（ t） 看作是一个带宽为无限 ，功率谱

密度为常数的随机过程 。 通信 、雷达及其他众多系统中常遇到的热噪声就属于这

种类型 ，其概率分布服从高斯（正态） 分布 ，均值为零 ，协方差函数近似为

φ（ τ） ＝ E｛ n（ t） n（ t － τ）｝ ＝
N０

２
δ（ τ） （１唱１唱７）

式中 ，δ（ 瞯 ） 是冲激函数 ，N０ 是噪声的单边功率谱密度 ，即单位带宽（１Hz） 内的噪

声功率为 N０ 瓦 。
显然 ，由于 n（ t） 的带宽为无限 ，v（ t） 的带宽也为无限 ，用一个有限数量的基

函数集｛ fn（ t）｝ 很难精确描述它 。 不过 ，我们仍然可以先研究一下随机过程 v（ t）
在每个基函数上的映射 ，即计算下述 N 个内积积分

vn ＝∫
T

０
v（ t） f n（ t）d t 　 　 n ＝ ０ ，１ ，… ，N － １ （１唱１唱８）

同时定义

nn
def∫

T

０
n（ t） fn（ t）d t 　 　 n ＝ ０ ，１ ，… ，N － １ （１唱１唱９）

则有

·２· 信号的统计检测与估计理论

① AWGN 是 Additive Whit e Gaussian N oise 的缩写 。



vn ＝ smn ＋ nn 　 　 n ＝ ０ ，１ ，… ，N － １ （１唱１唱１０）

现在让我们考虑随机过程

v１（ t） ＝ v（ t） － ∑
N － １

n ＝ ０
vn f n（ t） （１唱１唱１１）

若实际传输的信号是 sm （ t） ，则由式（１唱１唱６） 与式（１唱１唱１０） ，v １（ t） 又可表示为

v １（ t） ＝ sm（ t） ＋ n（ t） － ∑
N － １

n ＝ ０
（ sm n ＋ nn） f n（ t）

＝ n（ t） － ∑
N － １

n ＝ ０
nn f n（ t）

def
n１（ t） （１唱１唱１２）

它仅决定于噪声过程 。 这样 ，原始过程可表示为

v（ t） ＝ ∑
N － １

n ＝ ０
vn f n（ t） ＋ v１ （ t） ＝ ∑

N － １

n ＝ ０
vn f n（ t） ＋ n１ （ t） （１唱１唱１３）

在检测与估计中我们就是根据 v（ t） 做出判决与估计的 ，一般称 v（ t） 为观测

值 。 假定现在仅取由式（１唱１唱８） 所定义的 N 个映射｛ vn｝ 作为观测值 。 由于 v（ t）
是高斯随机过程 ，｛ vn｝ 将是一些高斯随机变量 ，其条件均值为

E｛ vn | Sm ｝ ＝ sm n 　 　 n ＝ ０ ，１ ，… ，N － １ （１唱１唱１４）

其方差为
N ０

２
，这是因为对所有 n 有

Var｛ vn | Sm ｝ ＝ E｛（ vn － smn）２ | Sm｝ ＝ E｛ n２
n｝ 　 　

＝ E ∫
T

０∫
T

０
n（ t） n（ s） fn（ t） fn（ s）d td s

＝
N ０

２∫
T

０ ∫
T

０
δ（ t － s） fn（ t） f n（ s）d td s

＝
N ０

２∫
T

０
f２n（ t）d t ＝

N０

２
（１唱１唱１５）

同理 ，可以证明各观测值之间又相互独立 ① ，这是因为当 n ≠ l 时
cov｛ vn ，v l | Sm｝ ＝ E｛ nn ，nl｝ 　 　 　 　 　 　 　 　 　

＝ E ∫
T

０ ∫
T

０
n（ t） n（ s） f n（ t） f l（ s）d td s

＝
N０

２∫
T

０
fn（ t） f l（ t）d t ＝ ０ （１唱１唱１６）

于是我们可以定义 N 维观测矢量为

v ＝ ［ v ０ ，v１ ，… ，vN － １］T

其各分量是相互独立的高斯随机变量 ，其均值由式（１唱１唱１４） 给出 ，方差为 N０／２ 。

·３·第一章 　 信号的矢量与复数表示

① 对于高斯随机变量互协方差为零即相互独立 。



这样一来 ，在信号矢量是 Sm 时 ，v 的条件概率密度函数为

p（ v | Sm） ＝ ∏
N － １

n ＝ ０
p（ vn | sm n） 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

＝ ∏
N

n ＝ ０

１

π N０

e－
１
N

０

（ v
n
－ s

m n
） ２

＝ （ π N０） －
N
２ exp －

１
N０

v － Sm
２

（１ 唱１唱１７）

由于 v（ t） 中还包含一项 n１ （ t） ，它与信号无关 ，只决定于噪声 ，是一个零均值

高斯随机过程 。
由于

E｛ n１ （ t） v l｝ ＝ E n（ t） － ∑
N － １

n ＝ ０
nn f n（ t） sml ＋ nl 　 　 　 　 　 　 　

＝ E ∫
T

０
n（ t） n（ s） f l（ s）d s － ∑

N － １

n ＝ ０
E｛ nn nl｝ fn （ t）

＝
N０

２
f l（ t） －

N０

２
f l（ t） ＝ ０ 　 　 l ＝ ０ ，１ ，… ，N － １ （１唱１唱１８）

所以 n１ （ t） 独立于所有观测值｛ vn｝ 。 若 n１（ t） 可以用一矢量 n１ 来表示 ，其维数为

N′（由于是白噪声 ，N′ 很可能为无穷大） ，则一定存在下述关系

p（ v ，n１ | Sm） ＝ p（ v | Sm ） p（ n１ ） （１唱１唱１９）

由于检测与估计一般由条件概率决定（我们后面会证明） 。 而 p（ n１） 对各个条件概

率的加权是相同的 ，所以 n１ 也就是 n１ （ t） 对检测与估值的结果不会有影响 ，可以

完全不考虑它 。 这样一来 ，当噪声是白噪声时 ，我们完全可以用一 N 维矢量 v 来

代表接收信号 v（ t） ，即 v 是 v（ t） 的充分统计量 。 当 n（ t） 不是白噪声时 ，矢量表示

就不是这样简单了 ，我们将在以后予以说明 。

１唱２ 　 Gram唱Schmidt 归一化正交程序与信号展开式

本节将介绍寻找第 １唱１ 节中归一化正交基底函数｛ fn （ t）｝ 的一种方法 。
定理 　 对一有限能量信号集｛ sm（ t）｝ ，m ∈ ｛０ ，１ ，… ，M － １｝ ，t ∈ ［０ ，T］ ，一

定存在一归一化正交函数集｛ fn（ t）｝ ，n ∈ ｛０ ，１ ，… ，N － １｝ ，N ≤ M ，使得

sm （ t） ＝ ∑
N － １

n ＝ ０
sm n fn （ t） （１唱２唱１）

式中

sm n ＝∫
T

０
sm （ t） fn（ t）d t （１唱２唱２）

N ＝ M 仅出现在集合｛ sm （ t）｝ 中各信号是线性独立时 。

·４· 信号的统计检测与估计理论



证明 　 令 Em ＝ ∫
T

０
s２m（ t）d t ，我们定义第一个归一化基底函数为

f０ （ t）
def １

E０

s０（ t） （１唱２唱３）

则显然有

s０ （ t） ＝ E０ f０ （ t） ＝ s００ f０ （ t） （１唱２唱４）

式中 ，s００ ＝ E０ ，而且 f０ （ t） 具有单位能量 ，这点正是我们所要求的 。 在定义第二

个基底函数之前 ，让我们先定义 s１（ t） 在 f０（ t） 上的投影 s１０ ，即

s１０ ＝∫
T

０
s１ （ t） f０（ t）d t （１唱２唱５）

现在定义

f１ （ t）
def s１ （ t） － s１０ f０ （ t）

s１１ （１ 唱２唱６）

式中

s１１（ t）
def ∫

T

０
s２１ （ t）d t － s２１０

１ ２

＝ E１ － s２１０ １ ２ （１ 唱２唱７）
从式（１唱２唱５） 及式（１唱２唱６） 可以看出

∫
T

０
f０（ t） f１ （ t）d t ＝ ０ （１唱２唱８）

而且从式（１唱２唱６） 及式（１唱２唱７） 可以看出 f１（ t） 也具有单位能量 ，这是因为

∫
T

０
f２１ （ t）d t ＝

E１ － s２１０
s２１１

＝ １ （１唱２唱９）

同样 ，由式（１唱２唱６） 有

s１ （ t） ＝ s１０ f０ （ t） ＋ s１１ f１ （ t） （１唱２唱１０）

而且从式（１唱２唱８） 与式（１唱２唱９） 可以看出

s１１ ＝∫
T

０
s１ （ t） f１（ t）d t

采用归纳法 ，假定对所有 k ＜ m ，下式成立

sk（ t） ＝ ∑
k

n ＝ ０
sk n fn（ t） 　 　 k ＝ ０ ，１ ，… ，m － １ （１唱２唱１１）

式中

sk n ＝∫
T

０
sk（ t） f n（ t）d t （１唱２唱１２）

而且｛ fn（ t） ， n ＝ ０ ，１ ，… ，k｝ 相互正交且每一基底函数都有单位能量 。 于是我们

定义
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smn ＝ ∫
T

０
sm（ t） f n（ t）d t 　 　 n ＝ １ ，２ ，… ，m － １ （１唱２唱１３）

及

f m（ t） ＝
sm （ t） － ∑

m － １

n ＝ ０
sm n fn（ t）

sm m
（１唱２唱１４）

式中

sm m ＝ Em － ∑
m － １

n ＝ ０
s２m n

１ ２
（１ 唱２唱１５）

则从式（１唱２唱１３） 及式（１唱２唱１４） 可以看出

∫
T

０
f m （ t） fn（ t）d t ＝ ０ 　 　 n ＜ m （１唱２唱１６）

而且从式（１唱２唱１４） 及式（１唱２唱１５） 可以看出 f m（ t） 具有单位能量 。 于是

sm （ t） ＝ ∑
m

n ＝ ０
sm n fn （ t） （１唱２唱１７）

而且从式（１唱２唱１６） 可得

sm n ＝∫
T

０
sm （ t） fn（ t）d t （１唱２唱１８）

因此我们发现对于一个有 M 个有限能量信号集｛ sm（ t）｝ ，表示式（１唱２唱１） 总

是成立的 ，且 N ≤ M 。
但是 ，如果该信号集中的某个子集中的信号间是线性相关时 ，即存在一非零的

实数集 a０ ，a１ ，… ，aj ，使得

a０ sm０ （ t） ＋ a１ sm１ （ t） ＋ … ＋ aj sm j（ t） ＝ ０

式中 ，m０ ＜ m１ ＜ … ＜ m j 。
在这样一个子集中 ，显然信号 sm j（ t）可以表示为其他信号的线性组合 ，当然也可

以表示为由以前各信号所产生基函数的线性组合 。 因此对 sm j（ t） 来说 ，就没有必要

产生新的基函数 fm j（ t） 了 。 用这种方法可以去掉若干个基函数 ，因此 N ＜ M 。

１唱３ 　 信号的复表示

为了分析和处理问题方便 ，我们不但需要在时间域而且需要在频率域去研究

信号 。 一个信号 s（ t） 与其频谱 S（ f） 的关系为

S（ f）
de f∫

∞

－ ∞
s（ t）e－ j２ π f td t

de f
F｛ s（ t）｝ （１唱３唱１）

s（ t）
def∫

∞

－ ∞
S （ f）e j２ π f td f

def
F－ １｛ S（ f）｝ （１唱３唱２）

·６· 信号的统计检测与估计理论



它们是一对傅里叶变换的关系 ，表示为

s（ t） 骋 S（ f） （１唱３唱３）
对于平方可积（即能量有限） 型信号 ，即

E ＝ ∫
∞

－ ∞
s（ t） ２ d t ＜ ∞ （１唱３唱４）

其傅里叶变换一定存在 ，且满足下述关系

E ＝ ∫
∞

－ ∞
s（ t） ２d t ＝∫

∞

－ ∞
S（ f） ２ d f （１唱３唱５）

关系式（１唱３唱５） 我们一般称之为 Parseval 定理 。
对于实信号 s（ t） ，由于其复数共轭是其自身

s 倡 （ t） ＝ s（ t）
这里 瞯 倡 表示 瞯 的复数共轭 ，一定有

S（ － f） ＝ S 倡 （ f）
及

S（ f） ＝ S 倡 （ － f）
即其频谱是复共轭对称的 。 所以我们只需要知道其频谱中的正频率分量（反之亦

真） 就足够了 。 事实上

s（ t） ＝∫
∞

０
S（ f）e j２ π f td f ＋∫

０

－ ∞
S（ f）e j２ π f t d f

＝∫
∞

０
S（ f）e j２ π f td f ＋∫

∞

０
［ S（ f）ej２π f t ］ 倡 d f

＝ Re∫
∞

－ ∞
２ S（ f） U（ f）e j２π f t d f （１唱３唱６）

式中 ，Re 瞯 表示 瞯 的实部 。

U（ f）
def

１ 　 f ＞ ０
１
２

　 f ＝ ０

０ 　 f ＜ ０
是单位阶跃函数 。

如果我们定义

珘S（ f） ＝ ２ S（ f） U（ f） （１唱３唱７）
及

珓s（ t） 骋 珘S（ f） （１唱３唱８）
则有

s（ t） ＝ Re珓s（ t） （１唱３唱９）
我们称 珓s（ t） 为 s（ t） 的复信号 ，它由去掉 s（ t） 的负频率分量且正频率分量加倍后
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形成 。 复信号 珓s（ t） 有时又称为 s（ t） 的解析 ① 信号或预包络 。
事实上一个实函数加上任意一个虚函数部分也可以构成一个复函数 ，该复函数

的实部也是原来的实函数 。 但我们决不这样作 ，因为一来这样的复函数不是唯一的 ，
二来引入这样的复函数后运算反而复杂了 。 我们的目的是简化运算且复函数应该是

唯一的 。 在我们的定义中一个函数的复数形式的傅里叶变换应该没有负宗量分量 。
我们称一个复信号的幅度是其对应实信号波形的包络 ，虽然这也是一个纯数

学定义 ，但对窄带信号而言 ，它确有实在的物理意义 。
同样 ，我们称一个复信号的相位是其对应实信号波形的相位 ，虽然这也是一个

纯数学定义 ，但对窄带信号而言 ，它也有实在的物理意义 。
让我们考查一个实窄带信号 ，其一般形式为

s（ t） ＝ a（ t）cos ２π f０ t ＋ ξ（ t） （１唱３唱１０）

根据经验 ，我们可以很容易写出其复指数形式为

珓s（ t） ＝ 珘a（ t）e j２π f
０
t （１唱３唱１１）

式中

珘a（ t） ＝ a（ t）e j ξ（ t）

珘a（ t） 骋 珟A（ f）
且

珟A（ f） ＝ ０ 　 　 当 f ＞ f０ 时

很易检验

s（ t） ＝ Re 珓s（ t） ＝
１
２

珓s（ t） ＋ 珓s 倡 （ t）

成立 。
由傅里叶变换理论 ，可以求出 珓s（ t） 的频谱为

珘S（ f） ＝ 珟A（ f） 磗 δ（ f － f０ ） ＝ 珟A（ f － f０ ） （１唱３唱１２）

式中 ， 磗 表示卷积运算 。 由于

珓s（ t） 骋 珘S（ f）
珓s 倡 （ t） 骋 珘S 倡 （ － f）

则实信号 s（ t） 的频谱可以表示为

　 S（ f） ＝
１
２
［ 珘S（ f） ＋ 珘S 倡 （ － f）］ ＝

１
２
［ 珟A（ f － f０） ＋ 珟A 倡 （ － f － f０）］ （１唱３唱１３）

它们之间的关系可见图 １唱３ 。

·８· 信号的统计检测与估计理论

① 在这里解析这个术语不一定意味着该函数是解析的 ，仅意味着在复变函数理论中它满足某些特定

的条件 。 这里我们仅强调该函数的傅里叶变换的负宗量为零 。



图 １ 唱３ 　 珘S（ f） 与 S（ f） 的关系

１唱４ 　 Hilbert 变换及其性质

下面让我们进一步研究复信号实部与虚部之间的关系 。 由于

珘S（ f） ＝ ２ S（ f） U（ f） ＝ S（ f）［１ ＋ sgn（ f）］ （１唱４唱１）
式中

sgn（ f） ＝
－ １
０
１

　 　
f ＜ ０
f ＝ ０
f ＞ ０

（１唱４唱２）

又因为

F－ １［１ ＋ sgn（ f）］ ＝ δ（ t） ＋ j １
π t （１唱４唱３）

所以有

珓s（ t） ＝ s（ t） 磗 δ（ t） ＋ j １
π t ＝ s（ t） ＋ j s^（ t） （１唱４唱４）

式中

s^ （ t） ＝ s（ t） 磗
１
π t ＝

１
π癅

∞

－ ∞

s（ τ）
t － τ

d τ 　 　 　

＝
１
π癅

∞

－ ∞

s（ t － τ）
τ

d τ ＝
１
π癅

∞

－ ∞

s（ t ＋ τ）
－ τ

d τ （１唱４唱５） ①

我们称 s^（ t） 为 s（ t） 的 Hilbert 变换 ，表示为

s^ （ t） ＝ H s（ t） （１唱４唱６）

下面研究一下 s^（ t） 的频谱 。 由于

s^ （ t） ＝ － j［珓s（ t） － s（ t）］ （１唱４唱７）

则 S^（ f） ＝ － j［２ S（ f） U（ f） － S（ f）］

·９·第一章 　 信号的矢量与复数表示

① 当 τ ＝ t 时的发散性可由取积分的 Cauchy 主值去消除 ，即对 ε ＞ ０

s^ （ t） ＝
１
π 癅

∞

－ ∞

s（ τ）
t － τd τ

de f lim
ε ＞ ０

１
π ∫

t－ ε

－ ∞

s（ τ）
（ t － τ）d τ ＋∫

∞

t ＋ ε

s（ τ）
（ t － τ） d τ



＝ S（ f） H（ f） （１唱４唱８）
式中

H（ f） ＝ － j［２ U（ f） － １］

＝
j
０
－ j

　
f ＜ ０
f ＝ ０
f ＞ ０

（１唱４唱９）

我们称 H（ f） 为 Hilber t 滤波器 。 它是一个全通型的 ９０° 相移网络 ，其冲激响应为

１
π t ，是一个物理不可实现网络 。 如图 １唱４ 所示 。

　 s（ t） 　 Hilbert 滤波器

h（ t） ＝ １
π t

H（ f） ＝
j 　 f ＜ ０

－ j 　 f ＞ ０

　 s^ （ t） 　

图 １唱４ 　 Hilbert 滤波器

下面给出 Hilbert 变换的主要性质 ，以便我们加深理解复信号的特点 。

１） s（ t） 与 s^（ t） 具有同样的能量 。
这是由于 H（ f） ２ ＝ １ ，而根据 Parseval 定理有

∫
∞

－ ∞
S（ f） ２ d f ＝∫

∞

－ ∞
S^（ f） ２ d f

显然 ，复信号的能量是其对应实信号的二倍 。

２） s^^ （ t） ＝ － s（ t） （１唱４唱１０）
这是由于 H２（ f） ＝ － １ 的缘故 ，推而广之可得高阶 Hilbert 变换 ，例如

H（ n） ｛ s（ t）｝ ＝

s（ t）

s^ （ t）
－ s（ t）

－ s^（ t）

n ＝ ４ k ＋ ０
n ＝ ４ k ＋ １
n ＝ ４ k ＋ ２
n ＝ ４ k ＋ ３

k ＝ ０ ，１ ，… （１唱４唱１１）

３） 如果 y（ t） ＝ v（ t） 磗 s（ t） 则

y^（ t） ＝ v^（ t） 磗 s（ t） ＝ v（ t） 磗 s^（ t） （１唱４唱１２）
这是由于

Y^（ f） ＝ V（ f） S（ f） H（ f） （１唱４唱１３）
而 H（ f） 可以任意与 V（ f） 或 S（ f） 结合而得其复数形式 。

４） 若 s（ t）是一个广义平稳随机过程信号 ，则其 Hilbert 变换 s^ （ t） 与 s（ t） 有同

样的自相关函数与功率谱 。

·０１· 信号的统计检测与估计理论



s（ t） 的自相关函数定义为

φ s（ τ）
def

E｛ s（ t） s（ t － τ）｝ ＝ lim
T → ∞

１
２ T∫

T

－ T
s（ t） s（ t － τ）d t （１唱４唱１４）

其功率谱 Φ s（ f） 与 φs（ τ） 是一对傅里叶变换的关系

Φ s（ f） 骋 φs（ τ） （１唱４唱１５）

证明 　 由图 １唱４ 可知 ，若 s（ t） 的功率谱为 Φ s（ f） ，s^ （ t） 的功率谱为 Φ s＾（ f） ，
则

Φ s^ （ f） ＝ H（ f） ２ Φ s（ f） （１唱４唱１６）

但是 H（ f） ２ ＝ １ ，所以上述结论成立 。

我们知道随机信号的功率谱与其相位无关 ，而 s（ t） 与 s^ （ t） 仅在相位谱上有

差别 。 当然它们的功率谱从而相关函数就没有区别了 。

５） φs^ s（ τ） ＝ φ^s（ τ） （１唱４唱１７）

φss^ （ τ） ＝ － φ^s（ τ） （１唱４唱１８）

这里 φs^ s（ τ） 表示 s^ （ t） 与 s（ t） 间的互相关函数 ，其定义为

φs^ s （ τ）
def

E｛ s^ （ t） s（ t － τ）｝ ＝ lim
T → ∞

１
２ T∫

T

－ T
s^ （ t） s（ t － τ）d t （１唱４唱１９）

证明 　 根据互相关函数的定义 ，有

φs^ s（ τ） ＝ E｛ s^（ t） s（ t － τ）｝ 　 　 　 　

＝
１
π

E 癅
∞

－ ∞

s（ t － ξ） s（ t － τ）
ξ

dξ

＝
１
π癅

∞

－ ∞

φs（ τ － ξ）
ξ

d ξ ＝ φ^s（ τ）

同理可证

φss^ （ τ） ＝ － φ^s（ τ）

６） φs^ s（ τ） 是一奇函数 ，即
φs^ s（－ τ） ＝ － φs^ s（ τ） ＝ φs s^ （ τ） （１唱４唱２０）

特别是 φs^ s（０） ＝ － φs^ s（０） ＝ ０
证明 　 由于任何实信号的自相关函数是偶函数 ，即

φs（－ τ） ＝ φs（ τ） （１唱４唱２１）

但是

φs^ s（ τ） ＝ φs（ τ） 磗
１
π τ

（１唱４唱２２）
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式中 ，
１
πτ

是一奇函数 ，所以 φs^ s（ τ） 必是一奇函数 。

７） 复信号 珓s（ t） 的自相关函数 珘φ珓s （ τ） 定义为

珘φ珓s （ τ）
def １

２
E｛珓s（ t）珓s 倡 （ t － τ）｝

＝ lim
T → ∞

１
４ T∫

T

－ T
珓s（ t）珓s 倡 （ t － τ）d t （１唱４唱２３） ①

它有下述性质

珘φ珓s （ τ） ＝ φs（ τ） ＋ j φ^s （ τ） （１唱４唱２４）

证明 　 根据定义

珘φ珓s（ τ） ＝
１
２

E｛［ s（ t） ＋ j s^ （ t）］［ s（ t － τ） － j s^ （ t － τ）］｝

＝
１
２
｛ E［ s（ t） s（ t － τ）］ ＋ E［ s^（ t） s^ （ t － τ）］｝

　 ＋
１
２
j｛ E［ s^ （ t） s（ t － τ）］ － E［ s（ t） s^ （ t － τ）］｝

＝ φs（ τ） ＋ j φ^s（ τ）
推导中我们应用了性质 １） 及 ５） 。

８） 若干重要的 Hilbert 变换

① H cos（２π f０ t ＋ ξ） ＝ sin（２π f０ t ＋ ξ） （１唱４唱２５）

② H sin（２π f０ t ＋ ξ） ＝ － cos（２π f０ t ＋ ξ） （１唱４唱２６）

③ H a（ t）cos（２π f０ t ＋ ξ（ t）） ＝ a（ t）sin（２π f０ t ＋ ξ（ t）） （１唱４唱２７）

④ H a（ t）sin（２π f０ t ＋ ξ（ t）） ＝ － a（ t）cos（２π f０ t ＋ ξ（ t）） （１唱４唱２８）
在 ③ 和 ④ 中我们假定

珘a（ t） ＝ a（ t）e j ξ（ t） 骋 珟A（ f）
且 珟A（ f） ＝ ０ ，当 f ＞ f０ 时 。

关于这几个变换的证明留给读者自己去作 。

１唱５ 　 线性系统的复表示

众所周知 ，如图 １唱５ 在时间域描述一个线性系统是用其冲激响应函数 h（ t） ，
而在频率域则是用其传输函数 H（ f） 。 且它们是一对傅里叶变换的关系 ，即

h（ t） 骋 H（ f）

·２１· 信号的统计检测与估计理论

① 根据惯例 ，我们希望 珘φ珓s （ τ） 的实部就是实信号 s（ t） 的自相关函数 φ s（ τ） ，所以引入系数
１
２

。



　 s（ t） 　 S（ f） 　

　 珓s（ t） 　 珘S（ f） 　
线性系统

h（ t） 　 H（ f）

珘h（ t） 　 珦H（ f）

　 y（ t） 　 Y（ f） 　

　 珘y（ t） 　 珦Y （ f） 　
　

实 表 示

复 表 示

图 １唱５ 　 线性系统及其参数

在采用传统的实数表示式时 ，一个线性系统的输入 、输出及系统响应之间的关

系为 ：
在时间域

y（ t） ＝ s（ t） 磗 h（ t） （１唱５唱１）
在频率域

Y（ f） ＝ S（ f） H（ f） （１唱５唱２）
这里 s（ t） 骋 S（ f）

y（ t） 骋 Y（ f）
h（ t） 骋 H（ f）

它们都有对应的复表示 。 现在的问题是在线性系统的输入 、输出及系统响应全利

用复表示时 ，关系式（１唱５唱１） 及式（１唱５唱２） 是否仍然成立 。 让我们从线性系统的输

出开始考察 ，由于在频率域中

Y（ f） ＝ S（ f） H（ f）
所以有

珦Y（ f） ＝ ２ S（ f） H（ f） U（ f） 　 　
＝ 珘S（ f） H（ f） ＝ S（ f） 珦H（ f） （１唱５唱３）

显然 ，在时间域中有

珘y（ t） ＝ 珓s（ t） 磗 h（ t） ＝ s（ t） 磗 珘h（ t） （１唱５唱４）
由式（１唱５唱３） 及式（１唱５唱４） 可以看出在计算线性系统的输出时 ，若用复表示 ，

则系统的输入或响应必须有一个用实表示 ，这是很不方便的 。 不过请注意 ，珘S（ f）
或 珦H（ f） 是没有负频率分量的 ，所以

珦Y （ f） ＝ 珘S（ f） H（ f） ＝
１
２

珘S（ f）２ H（ f） U（ f）

＝
１
２
珘S（ f） 珦H（ f） （１唱５唱５）

显然 ，在时间域中有

珘y（ t） ＝
１
２
珓s（ t） 磗 珘h（ t） （１唱５唱６）

这样全用复表示后 ，在计算线性系统的输出时只需引入一个系数
１
２ 就可以

了 。
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１唱６ 　 窄带随机过程

如果 n（ t） 是一个广义平稳窄带随机过程 ，其均值为零 ，若当 f － f０ ＞ ０ 时

其功率谱密度 Φ（ f） ＝ ０ ，则其复信号可以表示为复包络与载波的形式

珘n（ t） ＝ n（ t） ＋ j n^（ t） ＝ 珘n０ （ t）e j２π f
０
t （１唱６唱１）

式中

珘n０ （ t） ＝ 珘n（ t）e－ j２ π f
０
t ＝ nc（ t） ＋ j ns（ t） （１唱６唱２）

即 珘n０（ t） 的频谱是 珘n（ t） 的频谱左移 f０ （图 １唱６） ，我们称 珘n０（ t）是 珘n（ t） 的复包络 。
nc（ t） 与 ns （ t） 分别是 珘n０（ t） 的实部与虚部 。

图 １唱６ 　 珦N０ （ f） 与 珦N（ f） 的关系

此时实过程 n（ t） 可以用调制波形表示为

n（ t） ＝ nc（ t）cos２π f０ t － ns（ t）sin２π f０ t （１唱６唱３）

由于当 f ＞ f０ 时 珦N ０（ f） ＝ ０ ，根据 Hilbert 变换的性质 ８） ，有

n^（ t） ＝ nc（ t）sin２π f０ t ＋ ns（ t）cos２π f０ t （１唱６唱４）

式（１唱６唱３） 与式（１唱６唱４） 可以统一用矩阵形式表示为

n（ t）

n^（ t）
＝ Q（ t）

nc（ t）
ns（ t）

（１唱６唱５）

式中

Q（ t） ＝
cos２π f０ t － sin２π f０ t
sin２π f０ t cos２π f０ t

（１唱６唱６）

由于 ，这里 I是 Q（ t） QT （ t） ＝ QT （ t） Q（ t） ＝ I一个二阶单位矩阵 ，所以 Q（ t） 是

一个正交矩阵 。 因此我们有

nc（ t）
ns（ t）

＝ QT （ t）
n（ t）

n^（ t）
（１唱６唱７）

对于随机过程 ，我们最感兴趣的是它们之间的自相关与互相关函数 。 下面让

我们研究一下它们之间的关系 。 由于
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　 E
nc（ t）
ns（ t）

［ nc（ t － τ） ns（ t － τ）］

＝ QT（ t） E
n（ t）

n^（ t）
［ n（ t － τ） n^（ t － τ）］ Q（ t － τ）

可得

φc（ τ） φcs（ τ）

φsc（ τ） φs（ τ）
＝ QT （ t）

φn（ τ） － φ^n（ τ）

φ^n（ τ） φn （ τ）
Q（ t － τ） （１唱６唱８）

展开式（１唱６唱８） 可得

φc（ τ） ＝ φs（ τ） ＝ φn（ τ）cos２π f０ τ ＋ φ^n（ τ）sin２π f０ τ （１唱６唱９）

φsc（ τ） ＝ － φc s（ τ） ＝ － φn（ τ）sin２π f０ τ ＋ φ^ n（ τ）cos２π f０ τ （１唱６唱１０）

可以看出

φc s（ τ） ＝ － φsc（ τ） ＝ φ^c（ τ） （１唱６唱１１）

及

φc（ τ） ＝ φs（ τ） （１唱６唱１２）

由于 nc（ t） 与 ns（ t） 都是实过程 ，所以有

φc s（ τ） ＝ φsc（ － τ） （１唱６唱１３）

但由式（１唱６唱１０） 知 φsc（ τ） ＝ － φc s（ τ） ，所以有

φs c（ τ） ＝ － φsc（－ τ） （１唱６唱１４）

即 ns（ t） 与 nc（ t） 间的互相关函数是一奇函数 。
综上所述 ，我们发现 珘n（ t） 的复包络的实虚部具有同样的自相关函数 ，而且其

虚部与实部之间的互相关函数正是实部自相关函数的 Hilber t 变换并为奇函数 。
这些性质与一对 Hilbert 变换完全一致 。 但是由于 珦N ０（ f）有负频率分量 ，见图 １唱６ ，
nc（ t） 与 ns （ t） 之间一般不会是一对 Hilbert 变换关系 。

下面让我们研究一下 nc（ t） 、ns（ t） 与 n（ t） 的功率谱之间的关系 。

首先我们已经知道 n（ t）与 n^（ t） 有同样的功率谱 Φ（ f） 、n^（ t） 与 n（ t） 间的互

谱为 Φ（ f） H（ f） 、nc（ t）与 ns（ t） 有同样的功率谱 Φc（ f） 、ns（ t）与 nc（ t） 间的互谱

为 Φ c（ f） H（ f） 。
然后由式（１唱６唱９） 可知

Φc（ f） ＝
１
２

Φ（ f） 磗 δ（ f － f０ ） ＋ δ（ f ＋ f０ ） 　 　 　

　 ＋
１
２ j Φ（ f） H（ f） 磗 δ（ f － f０） － δ（ f ＋ f０ ）
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＝
１
２

Φ（ f － f０） ＋
１
２

Φ（ f ＋ f０） ＋
１
２ j Φ（ f － f０） H（ f － f０ ）

　 －
１
２ j Φ（ f ＋ f０） H（ f ＋ f０ ） （１唱６唱１５）

图 １唱７ 是式（１唱６唱１５） 中各项间的关系 。

图 １唱７ 　 式（１唱６ 唱１５） 中各项的关系
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当 Φ（ f） 是窄带信号时 ，即当 f － f０ ＞ ０ 时 ，Φ（ f） ＝ ０ ，则有

　 Φ c（ f） ＝ Φ s（ f） ＝
Φ（ f ＋ f０） ＋ Φ（ f － f０）
０

　 　
－ f０ ＜ f ＜ f０
其他

（１唱６唱１６）

最后我们还需特别指出当 珘n（ t） 是广义平稳过程时 ，由于

珘φ珘n（ τ）
def １

２
E 珘n（ t） 珘n 倡 （ t － τ）

及

珘φ 倡
珘n （ τ） ＝

１
２

E 珘n（ t － τ） 珘n 倡 （ t） ＝ 珘φ珘n （－ τ）

所以

珘φ珘n（ τ） ＝ 珘φ 倡
珘n （ － τ） （１唱６唱１７）

即 珘φ珘n（ τ） 是一埃米特（Hermitian） 函数 。 这样它所对应的功率谱一定是实函数 ，这
是因为此时

珟Φ 倡
珘n （ f） ＝∫

∞

－ ∞
珘φ 倡

珘n （ τ）e j２π f τdτ ＝ ∫
∞

－ ∞
珘φ珘n（ － τ）e j２π f τdτ

＝∫
∞

－ ∞
珘φ珘n （ τ）e－ j２ π fτd τ ＝ 珟Φ珘n（ f） （１唱６唱１８）

所以今后在表示广义平稳复过程的功率谱时 ，复函数符号 ～ 可以不写 。
当 珘n０（ t） 是广义平稳过程时 ，由于

　 　 　 珘φ珘n
０
（ τ） ＝ ∫

∞

－ ∞
Φ 珘n

０
（ f）e j２π f τd f

＝ ∫
∞

－ ∞
珟Φ珘n

０
（ f）cos２π fτd f ＋ j∫

∞

－ ∞
珟Φ珘n

０
（ f）sin２π fτd f （１唱６唱１９）

但是

珘φ珘n
０
（ τ） ＝ φc（ τ） ＋ j φcs（ τ）

所以有

φ c（ τ） ＝ φs（ τ） ＝∫
∞

－ ∞
珟Φ珘n

０
（ f）cos２π fτd f （１唱６唱２０）

φc s（ τ） ＝ － φsc（ τ） ＝ ∫
∞

－ ∞
珟Φ珘n

０
（ f）sin２π fτd f （１唱６唱２１）

特别是当 珟Φ珘n
０
（ f） 是偶函数时 φcs（ τ） ≡ ０ ，即 nc（ t） 与 ns（ t） 互不相关 。

１唱７ 　 Karhunan唱Loeve 展式

若一确知信号 珓s（ t） ，t ∈ ［０ ，T］ 满足

Es
de f １

２∫
T

０
珓s（ t）珓s 倡 （ t）d t ＜ ∞ （１唱７唱１）
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