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内 容 简 介

　 　本书系统介绍了岩土工程数值计算的基本理论和建模方法 。本书内容
分为基础篇和应用篇 ，由浅入深 、循序渐进地阐述了数值计算的基本概念 、
基础理论和解算方法 。基础篇以有限单元法为主 ，同时 ，简要介绍了有限差
分方法 ；应用篇从建模方法和应用分析两个方面重点介绍了目前广泛使用
的岩土工程数值计算分析软件 ，包括有限单元法 ANSYS 、有限差分法
FLAC２D和 FLAC３D 、离散单元法 UDEC 、颗粒元法 PFC的基本使用和建模
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本书是学习岩土工程数值计算方法的基础教材 ，可供土木 、矿业 、交通

和水电等领域的高年级本科生和研究生教学使用 ，也可供相关科技人员
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前 　 　言

岩土工程是一门集理论性和实践性为一体的交叉应用学科 ，广泛涉及土木 、采
矿 、交通和水电等工程领域 。岩土工程的研究对象就是工程岩土体 。 在漫长的地
质过程中 ，岩土体由于多次地质构造运动和应力场的作用 ，造成了岩土体材料的非
均质 、非连续和各向异性 。岩土工程大多含有多种属性的材料并处于复杂的力学
环境中 。工程岩土体的力学响应特性表现出与应力路径 、应力状态及在时间 、空间
上变化密切相关的特点 。因此 ，针对这样一种动态 、复杂多变的工程岩土体 ，仅用
解析方法求解是困难的 。正是岩土工程问题的复杂性 ，决定了采用数值计算分析
方法的必要性和重要性 。

本书作者经过十余年的岩土工程理论教学和科研实践 ，在岩土工程数值计算
分析方面积累了一定的经验和应用技巧 。 为了达到让学生零起点入门 、快速掌握
岩土工程数值计算分析的技能 ，精选了简明易懂的教学内容和大量的工程应用实
例 ，以期学生能够在较短时间内具备运用数值计算方法分析问题和解决问题的
能力 。

本书各章节编写分工为 ：绪论 、第 １ ～ ６ 章 、第 ８ 章 ８畅４ 节和 ８畅５ 节由王金安执
笔 ；第 ７章由张少杰执笔 ；第 ８章 ８畅１ ～ ８畅３节 、８畅６ ～ ８畅８节和第 ９章由冯锦艳执笔 ；
第 １０章和第 １１章由王树仁执笔 。全书由王金安和王树仁统稿 ，并负责全书终审 。

为便于学生课后进行实际操作 ，编者将书中典型的工程实例给出了程序代码 ，
并汇集到书末所附光盘中 ，可直接为相关软件调用 、调试 。

衷心感谢中国矿业大学谢和平院士 、彭苏萍院士 、何满潮教授 ，西安科技大学
刘怀恒教授 ，北京科技大学蔡美峰教授 、高谦教授 、纪洪广教授 、乔兰教授 、李长洪
教授 、吴顺川教授以及波兰西里西亚工业大学 Kwasniewski教授等在本书作者研
学期间给予的指导和教诲 。本书的形成和编写得益于中国石油大学王芝银教授 、
李云鹏教授 、ITASCA 公司朱焕春博士等提供的大量素材和帮助 ，北京科技大学
的博士和硕士研究生姜琳婧 、孙颖洁 、周跃峰 、彭加强 、辛振省 、周诗俊 、李娜等在本
书图文录入过程中做了大量的工作 ，在此一并表示感谢 。

本书 的 出 版 得 到 国 家 重 点 基 础 研 究 发 展 计 划 （ ９７３ 计 划 ， No ．
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绪 　 　论

§ ０ ．１ 　学习本课程的必要性

0 ．1 ．1 　工程的复杂性

　 　土木工程 、采矿工程 、石油工程 、水利水电 、国防 、交通运输等工程领域涉及材
料的多样性 、力学环境的复杂性 、几何形态的不规则性和介质性态的多元性 ，具体
体现在 ：

（１） 材料类型 。包括岩石 、土 、混凝土 、流体 、支护构件 。
（２） 力学属性 。包括弹性 、塑形 、黏性 、流变性 、各向异性 。
（３） 应力环境 。包括水平 、垂直 ，拉 、压 、剪 、扭及其复合应力 。
（４） 几何形状 。包括规则与不规则 ，直线与曲线 ，二维与三维等 。
（５） 介质性态 。包括层状 、块体 、散体 ，连续 、非连续等 。

0 ．1 ．2 　工程设计的要求

对于工程设计 ，应满足以下基本要求 ：
（１） 功能需要 。
（２） 强度与稳定性要求 。
（３） 经济合理性要求 。
为此 ，设计者和研究者必须对工程对象进行结构设计和强度校验 ，以及结构优

化等 ，以满足工程的需要 。

0 ．1 ．3 　数值计算的必要性

经典弹性力学计算只限于少数简单 、规则的问题 ，可能获得解析解 。但对大多
数工程问题 ，特别是岩土工程问题 ，涉及的材料和边界条件复杂 、多样且不规则 ，应
用一般的材料力学 、弹性力学 、土力学 、岩石力学和结构力学中的传统方法 ，无法在
数学上获得解析解或者计算极其复杂 。

１ ．等围压硐室受力分析

如图 ０ ．１所示的圆形硐室在均质 、等围压情况下 ，受力状态较简单 ，可以容易
地得到围岩应力及位移的解析解 。



图 ０ ．１ 　圆形硐室围岩受力分布

σr ＝ P １ － r
２
０

r２

σθ ＝ P １ ＋ r
２
０

r２

τrθ ＝ ０

ur ＝ Pr
２
０

２G
１
r

uθ ＝ ０
式中 ： σr 为硐室围岩径向应力 ；σθ 为硐室围岩切向应力 ；τrθ为硐室围岩剪切应力 ；
ur为硐室围岩径向位移 ；P为围岩压力 ；r０ 为圆形硐室开挖半径 ；r为围岩中任意
点离开圆心的距离 ；G为剪切模量 。

当硐室形状 、围岩应力状态和围岩性质发生变化时 ，解析解的方程形式将变得
相当复杂 ，甚至无解析解 。

２畅 三角桁架受力分析

对于图 ０ ．２所示的简单桁架 ，由 ∑ Fx ＝ ０ ， ∑ Fy ＝ ０ ， ∑ M ＝ ０ ，分别列出

① 、② 、③杆的力平衡方程 ，再求出各杆内的 σ、σM 等 。 当杆件的组合形式变化时
（或者外荷施加方式变化） ，传统方法将极为繁琐 ，很难求解 。 因此 ，必须采用新的
理论分析手段和计算方式 ，借助计算机这一强大计算工具进行求解 。

·２· 岩土工程数值计算方法实用教程



图 ０ ．２ 　简单桁架分析

§ ０ ．２ 　有限单元法基本思想

首先 ，将复杂的结构体（求解域）假想成由有限个单元组成 ，每个单元只在“结
点”处连接并构成整体（见图 ０畅３） ，求解过程是先建立每个单元的平衡方程（矩
阵） ；然后 ，按单元间的连接方式组集成整体 ，形成整体方程组 ，再引入边界条件 ，求
解整体方程组 ，最终获得原型在“结点”及“单元”内的未知量（位移或应力） 。

图 ０ ．３ 　连续求解域离散化

有限单元法作为数值分析的方法有以下两个重要特点 ：
（１） 离散化 。将连续的求解区域离散为一组有限个且按一定方式相互联结在

一起的单元组合体 。由于单元能按不同的联结方式进行组合 ，且单元本身又可以
有不同的形状和力学性质 ，因此 ，可以将模型划分成几何形状复杂 、力学性质各异
的求解域 ，即有限单元的含义 。

（２） 数值解 。利用在每一个单元内假设的近似函数来分片地表示求解域上待
求的未知场函数 。单元内的近似函数通常由未知场函数式及其导数在单元的各个
结点的数值和插值函数表示 。这样 ，在一个问题的有限单元分析中 ，未知场函数式
及其导数在各个结点上的数值就成为新的未知量（自由度） ，从而使一个连续的无
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限自由度问题变成离散的有限自由度问题 。 一经求解这些未知量 ，就可以通过插
值函数计算出各个单元内场函数的近似值 ，从而得到整个求解域上的近似解 ，即数
值解的含义 。

下面介绍一下有限单元法的分析过程 。
１） 离散化
将待分析的连续体（或杆系）用一些假想的线或面进行划分 ，使其成为具有选

定形状的有限个单元体（注 ：每个单元体可以有不同的形状和力学性质） 。
这些单元体被认为只有在结点处相互连接 ，这些点又被称为结点 。 从而用单

元的集合体代替原结构体或连续体 。
取每个单元的若干结点作为基本未知量 ，即

u e ＝ ui v i w i … T （０ ．１）
　 　 ２） 选取位移模式
为了对任意单元特性进行分析 ，必须对该单元中任意一点的位移分布作出假

设 ，即在单元内建立位移模式或位移函数 ：
f ＝ N u e （０ ．２）

式中 ：［ N］为形态函数（或形函数矩阵） ；｛u｝e 为单元结点位移矩阵 。
注意 ：位移函数假设的合理与否 ，直接影响有限单元分析的计算精度 、效率和

可靠性 。
目前 ，常采用多项式位移模式 ，原因是其微积分运算比较简单 ，从泰勒级数展

开的角度来说 ，任何光滑函数都可以用无限项的泰勒级数多项式展开 。
位移模式是建立单元特性的核心内容 。为使位移模式尽可能地反映物体中的

真实位移形式 ，应满足 ：

　 　
（１） 能反映单元的刚体位移 。
（２） 能反映单元的常量应变 。 　 　

完备性条件

　 　 （３） 尽可能地反映位移的连续性 。 　 ——— 协调性条件
即在单元间 ，除了结点处有共同的结点位移外 ，还应尽可能反映单元间边界上位移
的连续性 。

３） 由几何方程建立单元内部的应变矩阵
ε ＝ ［ L］｛u｝ ＝ ［ L］［ N］｛u｝e ＝ ［B］｛u｝e （０ ．３）

记为

［B］ ＝ ［ L］［ N］ 　 　 　 （称为单元应变矩阵或几何矩阵）
　 　 ４） 根据物理方程建立单元内的应力矩阵

σ ＝ ［D］｛ε｝ ＝ ［D］［B］｛u｝e ＝ ［ S］｛u｝e （０ ．４）
记为

［ S］ ＝ ［D］［B］ 　 　 　 （称为应力矩阵）
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　 　 ５） 根据虚功原理求出单元上的结点力
F e ＝ ［ k］｛u｝e （０ ．５）

式中 ：［ k］为单元刚度矩阵 ，即

k ＝ ∫
V e
［B］T ［D］［B］dV

　 　 ６） 应用虚功原理将单元上的载荷等效变换成为结点载荷

Q e ＝ ［ N］T ｛ P｝ ＝ ∫
Γ σ

［ N］T P
— d S ＋∫

V e
N T ｛F

—

｝dV （０ ．６）

式中 ：｛Q｝e 为单元结点载荷列阵 ；｛ P｝为作用在单元上的集中力 ； P
—

为作用在单

元上的面力 ； F
—

为作用在单元上的体力 。
７） 对每个结点（ i）建立平衡方程式

∑e Fi ＝ ∑e Qi （０ ．７）

　 　 ８） 联立所有结点的方程得总体平衡方程式
［ K］｛U｝ ＝ ｛R｝ （０ ．８）

式中 ：［ K］为总体刚度矩阵 ；｛U｝为总体位移列阵 ；｛ R｝为整体结构的结点载荷
列阵 。

９） 引入边界条件修正整体平衡方程及总体刚度矩阵
位移法求解遇到的边界条件有以下两类 。
（１） 位移边界条件 。
可将已知位移条件

u Γu ＝ u— （u ，v ，w） 　 　 （在 Γu 上） （０ ．９）
直接转化为位移约束条件 ，即

ui ＝ u— i（u ，v ，w） i 　 　 （在 Γu 上） （０ ．１０）
　 　 （２） 面力边界条件 。
将每个单元的面力边界条件转化为单元结点上的等效载荷 ，即按式（０ ．６） ，化

面力为结点等效载荷 。

｛Q｝e ＝∫
Γσ

［ N］T P
— d S

　 　 １０） 求解总方程组获得单元 、结点未知量
（１） 由式（０ ．８）求出结点位移｛U i｝ （ i ＝ １ ，２ ，… ，N） 。

（２） 由式（０ ．３）求出单元应变｛εi｝ （ i ＝ １ ，２ ，… ，n） 。

（３） 由式（０ ．４）求出各单元的应力｛σi｝ （ i ＝ １ ，２ ，… ，n） 。
（４） 根据应力或应变大小 ，判断单元是否破坏 。
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§ ０ ．３ 　有限单元法发展概况

从经典结构力学派生出来的结构矩阵分析方法很早就用于结构工程的复杂刚

架体系的力学分析 。 １９４３年 ，Courant 第一个假设翘曲函数在一个人为划分的三
角形单元集合体的每个单元上为简单的线性函数 ，求得了 St ．Venant 扭转问题近
似解 ，从而提出有限单元法的基本思想 。

１９５６年 ，Turner 、Clough 等在进行飞机结构分析时完善和发展了有限单元
法 ：将结构矩阵位移法的原理和方法推广应用于弹性力学平面问题 ，将一个弹性连
续体假想地划分为一系列三角形（单元） ，将每个单元角点的位移作为优先解决的
未知量 ，在满足一定条件的情况下 ，对整个求解域构造分片连续的位移场 ，使建立
位移场困难的问题得到解决 。 他们的研究工作成为有限单元法的第一个成功尝
试 。之后 ，单元结点力和结点位移之间单元特性问题（单元刚度矩阵）也获得了解
决 ，用三角形单元可求得平面应力问题的近似解 。

早期的有限单元法建立在虚位移原理或最小势能原理的基础上 ，有清晰的物
理概念 ，但由于受当时计算技术的制约 ，这种方法还难以应用到工程实际 ，应用上
有很大的局限性 。到 ２０世纪 ６０年代以后 ，随着计算机硬件技术和计算理论的飞
速进步 ，有限单元法也得以逐步完善和提高 ，在计算方法和实用性方面都获得了长
足的发展 。

１９６０年 ，Clough进一步处理了平面弹性问题 ，并第一次提出了“有限单元法”
（finite element method ，FEM）的名称 。

１９６３ ～ １９６４年 ，Besseling 、Melosh等基于变分原理 ，建立了更为灵活 、适应性
更强 、计算精度更高的有限单元法 。 新的有限单元模型 ———混合元 、杂交元 、非协
调元 、广义协调元等相继出现 。

２０世纪 ６０年代末 ，建立了基于加权余量的有限单元法 。 此外 ，网格划分的自
动化 、自适应得到基本解决 ，并且分析对象的范围 、适用的领域极大地扩展 。

（１） 从静力分析推广到动力分析 、稳定问题及波动问题 。
（２） 从杆系分析推广到连续或非连续平面 、空间 、板壳问题 。
（３） 从线弹性材料推广到弹塑性 、黏弹性 、黏塑性材料分析 。
（４） 从固体力学推广到流体力学 、传热学 、电磁学等 。
（５） 从正分析推广到反分析 。
除此之外 ，还从单纯结构力学计算推广到优化设计 、工程预测 ；从航空领域推

广到机械 、水电 、交通 、采矿 、土木 、生物 、医学等 。 可见 ，有限单元法作为一种具有
坚实的理论基础并且广泛有效的数学力学分析手段 ，将在各学科领域发挥巨大的
作用 。
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§ ０ ．４ 　数值计算方法的分类

0 ．4 ．1 　数值计算方法分类

　 　这里所说的数值计算方法是指以求解域的离散化为特征的计算方法 ，其复杂
程度决定了求解需在计算机上实现 。数值计算方法主要包括确定性分析方法和非
确定性方法 。

１ ．确定性分析方法

确定性分析方法主要包括连续介质分析方法和非连续介质分析方法 。连续介
质分析方法主要有有限单元法（ finite element method ， FDM ，如 ANSYS 、NAS唱
TRAN 、SAP 、ADINA 、LUSYS 、３D唱Sigma 、ABAQUS 、ALGOL 、PKPM 等程序） 、
边界元法（boundary element method ，BEM） 、有限差分法（finite difference meth唱
od ，FDM ，如 FLAC程序） 、无单元法（element唱f ree method）等 。 非连续介质分析
方法主要有离散元法（discrete element method ，DEM ，如 UDEC程序） 、关键块体
法（key block） 、颗粒元法（particle flow code ， PFC ，如 PFC 程序） 、不连续变形分
析法（discontinuous deformation method ，DDA） ，以及能够模拟和追踪材料断裂
的流形元法（manifold element method ，MEM）等 。

（１） 有限单元法 。在 ２０世纪 ７０年代发展较快 。有限单元法的理论基础是虚
功原理和基于最小势能的变分原理 ，它将研究域离散化 ，对位移场和应力场的连续
性进行物理近似 。主要采用区域变分的方式 ，在每一小单元中确定形函数和变形
模式 ，进行离散化处理 ，建立刚度矩阵 ，引入边界条件求解 。 有限单元法适用性广
泛 ，从理论上讲对任何问题都适用 ，但计算速度相对较慢 。特别是在解算高度非线
性问题时 ，需要多次迭代求解 。近年来 ，随着高性能计算机的问世和并行算法的出
现 ，以及采用 GPU 代替 CPU 计算模式 ，计算精度和速度都有了很大的提高和
改善 。

（２） 有限差分法 。有限差分法可能是解算给定初值和（或）边值微分方程组的
最古老数值方法 。在有限差分法中 ，基本方程组和边界条件（一般均为微分方程）
近似地改用差分方程（代数方程）来表示 ，即由空间离散点处的场变量（应力 、位移）
的代数表达式代替 。这些变量在单元内是非确定的 ，从而把求解微分方程的问题
改换成求解代数方程的问题 。该方法适合求解非线性大变形问题 ，在岩土力学计
算中有广泛的应用 。

有限差分法和有限单元法都产生一组待解方程组 。尽管这些方程是通过不同
方式推导出来的 ，但两者产生的方程是一致的 。另外 ，有限单元程序通常要将单元
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矩阵组合成大型整体刚度矩阵 ，而有限差分则无需如此 ，因为它相对高效地在每个
计算步重新生成有限差分方程 。在有限单元法中 ，常采用隐式 、矩阵解算方法 ，而
有限差分法则通常采用“显式” 、时间递步法解算代数方程 。

２０世纪 ８０年代以来 ，有限差分方法在岩土工程计算中应用得很广泛 ，其中以
FLAC软件为代表 。 Fairhurst 教授认为 FLAC在岩土力学研究中是最有前途的 。
FLAC采用显示快速拉格朗日算法获得模型全部运动方程（包括内变量）的时间步
长解 ，根据计算对象的形状 ，将计算区域划分成离散网格 ，每个单元在外载和边界
约束条件下 ，按照约定的线性或非线性应力唱应变关系产生力学响应 ，非常适合计
算岩石力学和岩土工程问题 ，包括 ：① 边坡稳定 ；② 地基基础 ；③采矿与隧道开掘 ；
④岩体和土体锚固 ；⑤ 重力坝 ；⑥地震和岩爆 、爆破动力响应 ；⑦ 地下渗流 ；⑧ 热力
效应 。

（３） 边界元法 。它在 ２０世纪 ８０年代发展较快 。边界元法的理论基础是 Betti
功互等定理和 Kelvin基本解 ，它只要离散求解域的边界 ，因而得到离散代数方程
组中的未知量也只是边界上的量 。边界元法化微分方程为边界积分方程 ，离散划
分少 ，可以考虑远场应力 ，有降低维数的优点 ，可以用较少的内存解决较大的问题 ，
便于提高计算速度 。边界元法分直接法和间接法 ，其关键要预先知道基本解 ，主要
用于小边界和大的半无限问题 ，如巷道 、地基问题 ，但是在求解非均匀 、非线性问题
时 ，需要在域内补划网格 。

（４） 离散元法 。离散元法的理论基础是牛顿第二定律（ F ＝ ma和 M ＝ I θ
．．

）并
结合不同的本构关系 ，适用对非连续体如岩体问题求解 。 该方法利用岩体的断裂
面进行网格划分 ，每个单元就是被断裂面切割的岩块 ，视岩块的运动主要受控于岩
体节理系统 。它采用显式求解的方法 ，按照块体运动 、弱面产生变形 ，变形是接触
区的滑动和转动 ，由牛顿定律 、运动学方程求解 ，无需形成大型矩阵而直接按时步
迭代求解 ，在求解过程中允许块体间开裂 、错动 ，并可以脱离母体而下落 。 离散元
法对破碎岩石工程 ，动态和准动态问题能给出较好解答 。

（５） 颗粒元法 。颗粒流方法是通过离散单元方法来模拟圆形颗粒介质的运动
及其相互作用 ，它采用数值方法将物体分为有代表性的多个颗粒单元 ，通过颗粒间
的相互作用来表达整个宏观物体的应力响应 ，从而利用局部的模拟结果来计算颗
粒群体的运动与应力场特征 。

（６） 不连续变形分析法 。该方法是并行于有限单元法的一种方法 ，其不同之
处是可以计算不连续面的位错 、滑移 、开裂和旋转等大位移的静力和动力问题 。此
方法在岩石力学中的应用备受关注 。

（７） 流形元法 。该方法是运用现代数学“流形”（manifold）的有限覆盖技术所
建立起来的一种新的数值方法 。有限覆盖是由物理覆盖和数学覆盖所组成的 ，它
可以处理连续和非连续的问题 ，在统一解决有限单元法 、不连续变形分析法和其他
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数值方法的耦合计算方面 ，有重要的应用前景 。
（８） 无单元法 。该方法是一种不划分单元的数值计算方法 ，它采用滑动最小

二乘法所产生的光滑函数去近似场函数 ，而且又保留了有限单元法的一些特点 。
它只要求结点处的信息 ，而不需要也没有单元的信息 。 无单元法可以求解具有复
杂边界条件的边值问题 ，如开裂问题 ，只要加密离散点就可以跟踪裂缝的传播 。它
在解决岩石力学非线性 、非连续问题等方面具有重要价值和发展前景 。

（９） 混合法 。对于复杂工程问题 ，可采用混合法 ，即有限单元法 、边界元法 、离
散元法等两两耦合来求解 。

（１０） 其他方法 。加权残数法 、半解析法 、反分析法 、无限元法 、有限单元线法 、
颗粒流法 、微分流形法等 。

２畅 非确定性方法

非确定性方法主要有以下六种非确定性方法 。
（１） 模糊数学方法 。模糊理论用隶属函数代替确定论中的特征函数描述边界

不清的过渡性问题 ，模糊模式识别和综合评判理论对多因素问题分析适用 ，如岩土
工程环境评价 、岩土（体）分类 、强度预报等 。

（２） 概率论与可靠度分析方法 。 运用概率论方法分析事件发生的概率 ，进行
安全和可靠度评价 。对岩土力学而言 ，包括岩石（土）稳定性判断 、强度预测预报 、
工程可靠度分析 、顶板稳定性分析 、地震研究 、基础工程稳定性研究等 。

（３） 灰色系统理论 。以“灰色 、灰关系 、灰数”为特征 ，研究介于“黑色”（完全未
知系统）和“白色”（已知系统）之间事件的特征 ，在社会科学及自然科学领域应用广
泛 。岩土力学中 ，用灰色系统理论进行岩体分类 、滑坡发生时间预测 、岩爆分析与
预测 、基础工程稳定性 、工程结构分析 ，用灰色关联度分析岩土体稳定性因素主次
关系等 。

（４） 人工智能与专家系统（决策支持系统 ，包括知识工程 、模式识别等） 。 应用
专家的知识（经验提取）进行知识处理 、知识运用 、搜索 、不确定性推理分析复杂问
题并给出合理的建议和决策 。岩石力学中 ，可进行如岩土（石）分类 、稳定性分析 、
支护设计 、加固方案优化等研究 。

（５） 神经网络方法 。试图模拟人脑神经系统的组织方式来构成新型的信息处
理系统 ，通过神经网络的学习 、记忆和推理过程（主要是学习算法）进行信息处理 。
岩石力学中 ，用于各种岩土力学参数分析 、地应力处理 、地压预测 、岩土分类 、稳定
性评价与预测等 。此方法曾用于三峡船闸区地应力分析处理 。

（６） 时间序列分析法 。通过对系统行为的涨落规律统计 ，用时间序列函数研
究系统的动态力学行为 。岩石力学中 ，用于矿压显现规律研究 、岩石蠕变 、岩石工
程的位移 、边坡和硐室稳定性（长期变形 、长期强度）等 、基础工程中降水 、开挖 、沉
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降变形等与时间相关的问题 。

0 ．4 ．2 　有限单元法求解分类

有限单元法求解有以下三种基本方法 。
（１） 位移法 。以单元结点位移作为基本未知量的方法 ，主要采用最小势能原

理或虚功原理建立计算模式 。
（２） 力法 。以单元结点力作为基本未知量 ，常采用最小余能原理进行分析 。
（３） 混合法 。以一部分结点位移和一部分结点力作为未知量的分析方法 。
本书以讲授有限单元法为主 ，介绍有限单元法的基本理论框架和解算流程 ，其

他方法只作一般性地介绍 。

§ ０ ．５ 　学习要求和方法

本书分基础篇和应用篇 。基础篇主要讲授有限单元方法的基本原理 ，有限差
分方法只做一般性介绍 。应用篇从建模方法和应用分析两个方面重点介绍了目前
广泛使用的岩土工程数值计算分析软件 ，包括有限单元法 ANSYS 、有限差分法
FLAC２D和 FLAC３D 、离散单元法 UDEC 、颗粒元法 PFC的基本使用和建模方法 ，并
给出典型工程应用实例 。读者可以根据计算对象的几何与力学特点 ，有选择地学
习和使用相关软件 。

初学者应具备线性代数 、弹性力学 、结构力学 、岩土力学等知识和计算机应用
能力 。学习完成后 ，应能够独立建立有限单元基本方程 ，熟悉求解步骤 、边界条件 ，
了解数值方法的基本原理和过程 ：建模 、求解和结果输出 。

习题与思考题

１ ．数值计算的特点是什么 ？
２ ．数值计算有哪些方法 ？其适用条件是什么 ？
３ ．有限单元方法的基本思想是什么 ？
４ ．简述连续弹性体有限单元计算方法的基本过程 。
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第 1章 　弹性力学基本方程及虚位移原理

§ １ ．１ 　概 　 　述

1 ．1 ．1 　材料力学解决应力计算问题的思路

　 　 （１） 在大量宏观实验观察的基础上 ，作出如平截面假定等的假设 。

（２） 在假设（１）基础上解决杆件的变形（应变）计算 。
（３） 根据应力与应变关系（胡克定律） ，获得应力的变化规律 。

（４） 利用平衡条件获得应力计算公式 。

1 ．1 ．2 　弹性力学解题思路与方法

弹性力学也是研究弹性变形体受力变形的学科 ，与材料力学的主要区别在于 ：

（１） 除保留均匀 、连续 、各向同性 、小变形假设外 ，放松了某些从宏观观察作出

的人为假定 。

（２） 从变形体中取出微元体 ，进行平衡分析 ，建立平衡微分方程 。

（３） 从变形体中线段和互相垂直两线段间夹角的改变进行分析 ，建立应变和
位移之间的几何方程 。

（４） 利用广义胡克定律 ，建立应力和应变之间关系的物理方程（也称本构关

系） 。

（５） 从上述方程出发 ，在满足给定的变形体边界受力 、位移条件的基础上 ，进

行数学求解（称偏微分方程的边值问题） ，获得变形体的受力和变形解答 。

由于弹性力学的思路放松了人为假定 ，因此 ，求解结果更符合实际 ，但求解时

所用的数学方法（数学物理方程）更为复杂 。

总之 ，研究线弹性体的问题 ，要建立微元体的平衡条件 、几何关系 、应力应变关

系并满足边界条件等 ，形成的这些方程统称为“弹性力学的基本方程” 。

§ １ ．２ 　弹性力学基本方程

设弹性体 V 受体力作用（见图 １ ．１） ，F
—

＝ F
—

x 　 F
—

y 　 F
—

z
T ，它的整个边界 Γ可



以分成已知面力边界 Γ σ 和已知位移边界 Γ u 两个部分 ：在 Γσ 上有给定面力 p— ＝

p— x 　 p— y 　 p— z T ；在 Γu 上有给定位移 u— ＝ u— 　 v— 　 w— T 。

图 １ ．１ 　弹性体的受力与约束状态

（１） 在外力作用下 ，弹性体的变形状态可用体内各点位移列阵｛ u｝表示 ：

｛u｝ ＝ ［u 　 v 　 w］T ＝
u
v
w

（１ ．１）

式中 ： u ＝ u（ x ，y ，z） ，v ＝ v（ x ，y ，z） ，w ＝ w（ x ，y ，z）分别表示沿 x 、y 、z 轴方向的位
移分量 ，一般是坐标（ x ，y ，z）的函数 。

（２） 弹性体内的应力状态可用体内各点的应力列阵｛σ｝表示 ：
｛σ｝ ＝ ［σx 　 σy 　 σz 　 τxy 　 τy z 　 τzx ］T （１ ．２）

式中 ： σx 、σy 、σz 是正应力 ；τxy 、τy z 、τzx是剪应力 。
其中单元体上一点的应力状态如图 １ ．２所示 。

图 １ ．２ 　单元体的受力状态
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根据剪应力互等原理 ，τxy ＝ τyx ，τy z ＝ τz y ，τzx ＝ τx z ，故弹性体内共有六个独立的
应力分量 。

（３） 弹性体内任意点的应变状态可用列阵｛ε｝表示 ：
｛ε｝ ＝ ［εx 　 εy 　 εz 　 γxy 　 γy z 　 γzx ］T （１ ．３）

式中 ：εx 、εy 、εz 是线应变 ；γxy 、γy z 、γz x是剪应变 。

对于处于平衡状态的受荷弹性体 ，ε唱u 、σ唱ε 、σ唱（ F
—

，P
—

）存在一定的关系 ，将这些
关系统称为弹性力学的基本方程 ，附加给定的边界条件 ，构成求解弹性力学问题的
基础 。

1 ．2 ．1 　应变唱位移关系（ε唱u ，几何方程）

在线弹性 、小变形条件下 ，应变和位移是线性关系 。

εx ＝ 矪u
矪 x 　 　 　 　 　 εy ＝ 矪 v

矪 y 　 　 　 　 　 εz ＝ 矪 w
矪 z

εxy ＝ 矪 u
矪 y ＋

矪 v
矪 x εy z ＝ 矪 v

矪 z ＋
矪 w
矪 y εzx ＝ 矪 u

矪 z ＋
矪 w
矪 x

用矩阵表示为

εx
εy
εz
εxy
εy z
εz x

＝

矪
矪 x ０ ０ 矪

矪 y ０ 矪
矪 z

０ 矪
矪 y ０ 矪

矪 x
矪
矪 z ０

０ ０ 矪
矪 z ０ 矪

矪 y
矪
矪 x

T u

v

w

或简写成

｛ε｝ ＝ ［ L］｛u｝ （１ ．４）
式中 ：［ L］为拉普拉斯算子 。

［ L］ ＝

矪
矪 x ０ ０ 矪

矪 y ０ 矪
矪 z

０ 矪
矪 y ０ 矪

矪 x
矪
矪 z ０

０ ０ 矪
矪 z ０ 矪

矪 y
矪
矪 x

T

1 ．2 ．2 　应力唱应变关系（ σ唱ε物理方程）

对于线性各向同性材料 ，由广义胡克定律可以给出弹性体任意点应力与应变
之间的关系 。
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εx ＝ １
E［σx － μ（σy ＋ σz ）］

εy ＝ １
E［σy － μ（σz ＋ σx ）］

εz ＝ １
E［σz － μ（σx ＋ σy）］

γxy ＝ ２（１ ＋ μ）
E σxy

γy z ＝ ２（１ ＋ μ）
E σy z

γzx ＝ ２（１ ＋ μ）
E σ zx

式中 ： E为弹性模量 ；μ为泊松比 。
用矩阵形式可简写成

｛σ｝ ＝ ［D］｛ε｝ （１ ．５）
其中

｛σ｝ ＝ ［σx 　 σy 　 σz 　 τxy 　 τy z 　 τzx ］T 　 　 ｛ε｝ ＝ ［εx 　 εy 　 εz 　 γxy 　 γy z 　 γz x ］T

式中 ：［D］称为弹性矩阵 ，其表达式为

［D］ ＝ E（１ － μ）
（１ ＋ μ）（１ － ２μ）

１
μ

１ － μ １ 对

μ
１ － μ

μ
１ － μ １ 称

０ ０ ０ １ － ２μ
２（１ － μ）

０ ０ ０ ０ １ － ２μ
２（１ － μ）

０ ０ ０ ０ ０ １ － ２μ
２（１ － μ）

（１ ．６）

1 ．2 ．3 　应力和外力的平衡关系（ σ唱F平衡方程）

对于体力作用时的情况 ，在受载弹性体内取一微小六面体 ，分析其受力情况如
图 １ ．３所示 。据此可建立弹性体内力和外力的微分平衡方程 ：
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矪σx
矪 x ＋ 矪τxy

矪 y ＋ 矪τzx
矪 z ＋ F

—

x ＝ ０

矪τxy
矪 x ＋ 矪σy

矪 y ＋ 矪τy z
矪 z ＋ F

—

y ＝ ０

矪τzx
矪 x ＋ 矪τy z

矪 y ＋ 矪σz
矪 z ＋ F

—

z ＝ ０

（１ ．７）

式中 ： F
—

＝ F
—

x 　 F
—

y 　 F
—

z
T 是给定体力列阵 。

图 １ ．３ 　微小六面体的内力

对于承受面力的情况 ，另取三个垂直于坐标轴的平面形成如图 １ ．４ 所示的四

面体 ，作用在弹性体边界上的面力列阵 P ＝ P
—

x 　 P
—

y 　 P
—

z
T 和该处的应力之间

有如下关系 ：

P ＝

P
—

x

P
—

y

P
—

z

＝
lσx ＋ mτxy ＋ nτ zx
lτxy ＋ mσy ＋ nτy z
lτ zx ＋ mτy z ＋ nσ z

（１ ．８）

式中 ： l 、m 、n分别为边界面外法线 n与坐标轴 x 、y 、z夹角的方向余弦 。
若夹角分别为 α 、β、γ ，则

l ＝ cosα
m ＝ cosβ
n ＝ cosγ

　 　另外 ，根据几何关系有
l２ ＋ m２ ＋ n２ ＝ １
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图 １ ．４ 　单元体的内力与外力

§ １ ．３ 　两种平面问题

1 ．3 ．1 　平面应力问题

　 　如图 １ ．５所示 ，平板中面与 z轴垂直 ，受与中面平行 、沿板厚均匀分布的外力
作用 ，板的上下表面没有横向力 ，即

σz ＝ ０ 　 τx z ＝ ０ 　 τy z ＝ ０
且 σx 、σy 、τxy 仅是 x 、y坐标的函数 ，与坐标 z无关 。这种问题称为平面应力问题 。

图 １ ．５ 　薄板模型

对于各向同性材料 ，平面应力问题的应力唱应变关系为
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σx
σy
τxy

＝ E
１ － μ２

１ μ ０
μ １ ０

０ ０ １ － μ
２

εx
εy
γxy

（１ ．９）

或简写成

σ ＝ D ε

1 ．3 ．2 　平面应变问题

假设有一很长的坝体（见图 １ ．６） ，取 xOy坐标面与坝体的横截面平行 。 若平
行于 xOy平面的外力沿坝体长轴（ z轴）不变 ，则可以认为坝体的各个横截面处于
同样的应变状态 ，对于假定的无限长坝体 ，各横截面沿纵向位移为 ０ ，即

εz ＝ γx z ＝ γy z ＝ ０
这种问题称为平面应变问题 。

图 １ ．６ 　坝体模型及其受力状态

对于各向同性材料 ，平面应变问题的应力唱应变关系为

σx
σy
τxy

＝ E
（１ ＋ μ）（１ － ２μ）

１ － μ μ ０
μ １ － μ ０

０ ０ １ － ２μ
２

εx
εy
γxy

（１ ．１０）

　 　在式（１ ．１０）中 ，若令 E１ ＝ E／（１ － μ２ ） ，μ１ ＝ μ／（１ － μ） ，则可以得到用 E１ 、μ１ 表
示的与平面应力问题形式相同的应力唱应变关系 。 只是 E１ 、μ１ 与 E 、μ不同而已 。
因此 ，以 E１ 、μ１ 代替式（１ ．９）的 E 、μ ，就可得到平面应变问题的应力唱应变关系 。

另外 ，两种平面问题的几何方程和平衡方程相同 。其中 ，几何方程为
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ε ＝
εx
εy
γxy

＝

矪
矪 x ０

０ 矪
矪 y

矪
矪 y

矪
矪 x

u
v

＝ L ｛u｝

　 　对于平面应变问题 ，σz ≠ ０ ，由广义胡克定律 ，得
σz ＝ μ σx ＋ σy

　 　两类平面问题有很广泛的用途 ，许多实际工程问题（见图 １畅７）都可以简化成
平面问题 ，大大减少了计算工作量 ，且结果与实际情况相似 。

图 １ ．７ 　岩土工程简例

§ １ ．４ 　虚位移原理

弹性体的有限单元方程一般采用由变分法导出的能量原理来建立 。对于位移
法有限单元方程 ，通常采用最小势能原理与等价的虚位移原理来建立 。

1 ．4 ．1 　虚位移原理

虚位移是指一种约束允许的无限微小的可能位移 ，它在弹性体内是连续的 ，在
边界上满足位移边界条件 。如果弹性体在外力作用下处于平衡状态 ，则从任何平
衡位置开始的虚位移 ，外力在其上所做的虚功（δW）等于该虚位移在弹性体内所引
起的虚应变能（δU） ；反之 ，若有虚功等于虚应变能 ，则该弹性体在外力作用下是平
衡的 ，这就是虚位移原理 。

将虚位移原理用数学形式表示 ，得到虚功方程
δU ＝ δW （１ ．１１）

式中 ：δW 是外力（包括体力 F
—

x 、F
—

y 、F
—

z 和面力 P
—

x 、P
—

y 、P
—

z）在虚位移上做的虚功 ；
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　 δW ＝ 蹿
V

F
—

x δu ＋ F
—

yδ v ＋ F
—

zδw dV ＋簇
δVσ

P
—

x δu ＋ P
—

yδ v ＋ P
—

zδw d S （１ ．１２）

δU 是弹性体由于虚位移引起的虚应变能 。

　 　 δU ＝ 蹿
V

σx δεx ＋ σyδεy ＋ σzδεz ＋ τxy δγxy ＋ τy z δγy z ＋ τzx δγzx dV （１ ．１３）

　 　虚位移在弹性体内引起的虚应变仍满足几何关系 ：

δεx ＝ 矪δu
矪 x 　 　 　 δγxy ＝ 矪δ v

矪 x ＋ 矪δu
矪 y

δεy ＝ 矪δ v
矪 y δγy z ＝ 矪δw

矪 y ＋ 矪δ v
矪 z （１ ．１４）

δεz ＝ 矪δw
矪 z δγzx ＝ 矪δ w

矪 x ＋ 矪δu
矪 z

　 　可以证明 ：δU － δW ＝ ０或 δU ＝ δW （略） 。
结论 ：对于任何从平衡位置开始的虚位移 ，都有虚功等于虚应变能 。

δU － δW ＝ － 蹿
V

矪σx
矪 x ＋ 矪τxy

矪 y ＋ 矪τzx
矪 z ＋ F

—

x δu ＋ 矪τxy
矪 x ＋ 矪σy

矪 y ＋ 矪τy z
矪 z ＋ F

—

y δ v

＋ 矪τzx
矪 x ＋ 矪τyz

矪 y ＋ 矪σz
矪 z ＋ F

—

z δw dV ＋ ∫
矪Γ σ
∫ σx l ＋ τxy m ＋ τzx n － P

—

x δu

＋ τxy l ＋ σym ＋ τy z n － P
—

y δ v ＋ τxy l ＋ τy z m ＋ σz n － P
—

z 矪w d s
（１ ．１５）

　 　式（１ ．１５）说明 ：δU ＝ δW 与平衡方程和面力边界条件是等价的 。 由此说明 ：这
个变形状态就是弹性体在外力作用下的平衡状态 。

虚功方程的矩阵表达式（由 δU ＝ δW 导出）为

蹿
V

δε T σ dV ＝ 蹿
V

δu T F
— dV ＋ 簇

矪 Γ σ

δu T P
— d S （１ ．１６）

式中 ： δε 是虚应变列阵 ，｛δε｝ ＝ δεx 　 δεy 　 δεz 　 δγxy 　 δγy z 　 δγzx T ； δu 是虚
位移列阵 ，｛δu｝ ＝ δu 　 δ v 　 δ w T ； σ 是应力列阵 ，｛σ｝ ＝ ［σx 　 σy 　 σ z 　 τxy 　 τy z

τ zx ］T ； F
—

是体力列阵 ， ｛F｝ ＝ ［F
—

x 　 F
—

y 　 F
—

z］T ； P
—

是面力列阵 ， ｛ P
—

｝ ＝

P
—

x 　 P
—

y 　 P
—

z
T 。

1 ．4 ．2 　平面问题的虚功方程

１畅 平面应力问题

　 　如图 １ ．８所示 ，设有一平板 ，面积为 A ，围边界 矪 A被划分为 矪 Aσ 、矪 Au 两个部
分 ，在 矪 Aσ 上给定面力 ，列阵形式为

P
—

＝ P
—

x 　 P
—

y
T （１ ．１７）

　 　在 矪 Au 上给定位移 ，列阵形式为
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u— ＝ u— 　 v— T （１ ．１８）
　 　板内有与板面平行的体力为

F
—

＝ F
—

x 　 F
—

y
T （１ ．１９）

图 １ ．８ 　弹性体体力 、面力与边界条件

　 　虚功方程为
δU ＝ δW

或写为

簇
A

δε T σ td A ＝ 簇
A

δu T F
—

td A ＋ ∫
矪Aσ

δu T P
—

td s （１ ．２０）

式中 ： δε 为虚应变列阵 ，｛δε｝ ＝ δεx 　 δεy 　 δτxy T ； δu 为虚位移列阵 ， δu ＝
δu 　 δ v T ；t为板的厚度 。
将材料的应力应变关系｛σ｝ ＝ ［D］｛ε｝代入式（１ ．２０） ，得

簇
A

｛δε｝T ［D］｛ε｝ td A ＝ 簇
A

｛δu｝T ｛F
—

｝ td A ＋∫
矪Ασ

｛δu｝T ｛ P
—

｝ td s （１ ．２１）

式（１ ．２１）即是平面应力问题的虚功方程 ，也是位移法有限元方程的力学基础和理
论依据 。

２畅 平面应变问题

对于平面应变问题 ，虚功方程的形式和式（１ ．２１）相同 ，只要把平面应变状态的
弹性系数矩阵式 （１ ．６）代入式 （１ ．２１）即可 。 也就是用 E１ ＝ E／（１ － μ２ ） 、μ１ ＝
μ／（１ － μ）代替式（１ ．２１）［D］矩阵中的 E和 μ 。
以上归结为有限单元方法的弹性力学基础 。

1 ．4 ．3 　弹性力学问题的解题过程

几何方程 　 　 　 　 　 ｛ε｝ ＝ ［ L］｛u｝
物理方程 ｛σ｝ ＝ ［D］｛ε｝
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