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序

电动力学是研究电磁场的基本性质、 运动规律以及它与物质
相互作用的一门学科。由于它的重要性，目前我国高等学校理科、
工科和师范院校等的物理类专业， 都开设了电动力学课， 而且是
一门重要的基础理论课。 为了配合这门课， 国内出版了多种电动
力学教材供选用。 但作为这门课程参考书的电动力学习题解， 却
很少出版。 我们有鉴于此， 在多年教学经验的基础上， 编写了这
本 枟电动力学题解枠。 为了与目前的教学大纲密切配合， 我们按电
磁现象的普遍规律、 静电场和静磁场、 电磁波的传播、 电磁波的
辐射、狭义相对论、带电粒子与电磁场的相互作用等六章内容，编
写了 ２４６道习题和解答； 其中有基本题、 典型题、 较难的题和联
系实际的题。 在题解中， 既注重物理上的分析， 也注意数学演算。
有不少题还给出了不同解法， 甚至几种解法； 并在一些题解后附
加讨论， 以阐明有关的方方面面。

我们希望， 本书不仅对学生学习电动力学有用， 而且对他们
考研究生也有用。 所以在编写习题时， 除了注重电动力学基础方
面的习题外，也收入了一些国内硕士、博士研究生的入学试题，而
且还收入了 １９７９～１９８８ 年间李政道教授主持的中国赴美物理研
究生考试 （ＣＵ ＳＰＥＡ ） 的有关试题 （共 ２４题）。 此外， 我们还希
望本书能为初教电动力学的教师提供一些参考资料， 所以在许多
题解里， 将我们多年的教学经验和心得体会都写了进去。

为了方便读者， 我们在书前面的目录里， 写出了每个习题的
标题； 书后的附录给出了所需的数学知识， 并列出了一些基本物
理常数值。

本书编写完时， 恰逢北京大学一百周年校庆。 它作为我们在
北京大学和汕头大学多年辛勤教学工作的一点成果， 能作为于北
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大一百年来各方面成就的汪洋大海中的涓滴， 使我们感到欣慰。
汕头大学林揆训教授和王可达副教授参加了本书的部分工

作。
由于我们的学识所限， 不免会有不妥和错误之处， 欢迎读者

指教。

编　著
１９９８ 年 ５ 月 ４ 日
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第一章　电磁现象的普遍规律
１畅１　 在正交曲线坐标系（u１，u２，u３） 中，梯度、散度和旋度的

表达式分别为

楚 φ＝ １
h１

抄φ抄u １e１ ＋ １
h２

抄φ抄u２e２ ＋ １
h３

抄φ抄u３e３

楚 · A ＝ １
h １h２h３

抄抄u１（h２h３A １） ＋ 抄抄u２（h３h １A ２） ＋ 抄抄u３（h １h２A ３）
楚 × A ＝ １

h２h３
抄抄u２（h ３A ３） － 抄抄u３（h ２A ２） e１

＋ １
h３h１

抄抄u３（h１A １） － 抄抄u１（h３A ３） e２

＋ １
h１h２

抄抄u１（h２A ２） － 抄抄u２（h１A １） e３

式中e１、e２和e３为正交曲线坐标系的三个基矢；h１、h２和 h３为标度因

子（ｓｃａｌｅ ｆａｃｔｏｒ），或拉梅（Ｌａｍｅ′）系数；φ为空间的标量函数，A 为
空间的矢量函数．

试根据上面的公式，分别写出楚φ、楚· A 和楚× A 在柱坐标系

中和球坐标系中的表达式．
【解】　（１）柱坐标系

u１ ＝ r，　u２ ＝ 　，　u３ ＝ z （１畅１畅１）
h１ ＝ １，　h２ ＝ r，　h３ ＝ １ （１畅１畅２）
e１ ＝ er，　e２ ＝ e　，　e３ ＝ ez （１畅１畅３）
楚 φ＝ 抄φ抄rer ＋ １

r

抄φ抄　e　＋ 抄φ抄zez （１畅１畅４）
　　　 楚 · A ＝ １

r
抄抄r（rA r） ＋ 抄A 　

抄　＋ 抄抄z（rA z）
＝ １

r

抄抄r（rA r） ＋ １
r

抄A 　
抄　＋ 抄A z

抄z （１畅１畅５）
·１·



楚 × A ＝ １
r

抄A z

抄　－ 抄抄z（rA 　） er ＋ 抄A r

抄z － 抄A z

抄r e　

＋ １
r

抄抄r（rA 　） － 抄A r

抄　 ez

＝ １
r

抄A z

抄　－ 抄A 　
抄z er ＋ 抄A r

抄z － 抄A z

抄r e　

＋ １
r

抄抄r（rA 　） － 抄A r

抄　 ez （１畅１畅６）
（２）球坐标系

u１ ＝ r，　u２ ＝ θ，　u３ ＝ 　 （１畅１畅７）
　h１ ＝ １，　h２ ＝ r，　h３ ＝ rｓｉｎθ （１畅１畅８）

e１ ＝ er，　e２ ＝ eθ，　e３ ＝ e　 （１畅１畅９）
楚 φ＝ 抄φ抄rer ＋ １

r

抄φ抄θeθ ＋ １
rｓｉｎθ 抄φ抄　e　 （１畅１畅１０）

　 楚 · A ＝ １
r
２ｓｉｎθ 抄抄r（r２ｓｉｎθA r） ＋ 抄抄θ（rｓｉｎθA θ） ＋ 抄抄　（rA 　）

＝ １
r
２
抄（r２

A r）
抄r ＋ １

rｓｉｎθ
抄（ｓｉｎθA θ）

抄θ ＋ １
rｓｉｎθ

抄A 　
抄　
（１畅１畅１１）

楚 × A ＝ １
r
２ｓｉｎθ

抄抄θ（rｓｉｎθA 　） － 抄抄　（rA θ） er

＋ １
rｓｉｎθ 抄A r

抄　－ 抄抄r（rｓｉｎθA 　） eθ

＋ １
r

抄抄r（rA θ） － 抄A r

抄θ e　

＝ １
rｓｉｎθ 抄（ｓｉｎθA 　）

抄θ － 抄A θ
抄　 er

＋ １
r

１ｓｉｎθ
抄A r

抄　－ 抄（rA 　）
抄r eθ

＋ １
r

抄（rA θ）
抄r － 抄A r

抄θ e　 （１畅１畅１２）
１畅２　楚２　φ定义为空间的标量函数φ的梯度的散度，即楚２　φ＝

楚 · （楚 φ）．试根据这个定义，推导出在正交曲线坐标系中楚２　φ的
表达式，并由此写出楚２　φ在柱坐标系和球坐标系中的表达式．

【解】　根据 １畅１题中楚φ和楚· A 的表达式和楚２　φ的定义，得
·２·



楚２　φ＝ １
h１h２h３

抄抄u１
h２h３
h１

抄φ抄u１ ＋ 抄抄u２
h３h１
h２

抄φ抄u２ ＋ 抄抄u３
h１h２
h３

抄φ抄u３

（１畅２畅１）
根据 １畅１题所列的标度因子，在柱坐标系：
楚２　φ＝ １

r

抄抄r r
抄φ抄r ＋ 抄抄　 １

r

抄φ抄　＋ 抄抄z r
抄φ抄z

＝ １
r

抄抄r r
抄φ抄r ＋ １

r
２
抄２φ
抄　２ ＋ 抄２φ

抄z２ （１畅２畅２）
在球坐标系：
楚２　φ＝ １

r
２ｓｉｎθ 抄抄r r

２ｓｉｎθ 抄φ抄r ＋ 抄抄θ rｓｉｎθ
r

抄φ抄θ ＋ 抄抄　 r

rｓｉｎθ 抄φ抄　
＝ １

r
２

抄抄r r
２ 抄φ抄r ＋ １

r
２ｓｉｎθ

抄抄θ ｓｉｎθ 抄φ抄θ ＋ １
r
２ｓｉｎ ２θ

抄２φ
抄　２ （１畅２畅３）

１畅３　 以楚２　 表示拉普拉斯算符，试证明
楚２　（uv） ＝ v 楚２　u ＋ u 楚２　v ＋ ２（楚u） · （楚v）

【证法一】　 在一般正交曲线坐标系中，楚２　f 的表达式为（见
１畅２题）
楚２　f ＝ １

h１h２h３
抄抄u１

h２h３
h１

抄f抄u１ ＋ 抄抄u２
h３h１
h２

抄f抄u２ ＋ 抄抄u３
h１h２
h３

抄f抄u３

式中 h１、h２ 和 h３ 是拉梅系数，它们一般都是 u１、u２ 和 u３ 的函数．令
f ＝ uv，上式的第一项为
　 １

h１h２h３
抄抄u１

h２h３
h１

抄（uv）抄u１ ＝ １
h１h２h３

抄抄u１
h２h３
h１

抄（uv）抄u１ ＋ １
h

２１
抄２（uv）抄u２１

＝ １
h１h２h３

抄抄u１
h２h３
h１ v

抄u抄u１ ＋ u
抄v抄u１

＋ １
h

２１
v

抄２u抄u１ ２ ＋ ２ 抄u抄u１
抄v抄u１ ＋ u

抄２v抄u２１

＝ v

h１h２h３
抄抄u １

h２h３
h１

抄u抄u１ ＋ u

h１h２h３
抄抄u１

h２h３
h１

抄v抄u１

＋ v

h
２１
抄２u
抄u２１ ＋ ２

h
２１
抄u抄u１

抄v抄u１ ＋ u

h
２１
抄２v
抄u２１

＝ v

h１h２h３
抄抄u１

h２h３
h１

抄u抄u１ － h２h３
h１

抄２u抄u２１

·３·



＋ u

h１h２h３
抄抄u１

h２h ３
h１

抄v抄u １ － h２h３
h１

抄２v
抄u２１

＋ v

h
２１
抄２u
抄u２１

＋ ２
h

２１
抄u抄u１

抄v抄u１ ＋ u

h
２１
抄２v
抄u２１

＝ v

h１h２h３
抄抄u １

h２h３
h１

抄u抄u１ ＋ u

h１h２h３
抄抄u１

h２h３
h１

抄v抄u１ ＋ ２
h

２１
抄u抄u１

抄v抄u１
可见它等于 v楚２　u ＋ u 楚２　v＋ ２（楚 u） · （楚 v）的第一项．同样可
证得第二、三项也分别相等．于是本题得证．

【证法二】　 根据定义，楚２　（uv）等于梯度楚 （uv）的散度，故
楚２　（uv） ＝ 楚 · ［楚 （uv）］ ＝ 楚 · （v 楚 u ＋ u 楚 v）

＝ （楚 v） · （楚 u） ＋ v 楚２　u ＋ （楚 u） · （楚 v） ＋ u 楚２　v

＝ v 楚２　u ＋ u 楚２　v ＋ ２（楚 u） · （楚 v）
１畅４　 用高斯公式证明∫V

ｄV 楚 × f ＝∮S
ｄS × f

【证】　 用非零的任意常矢量 c点乘上式左边得

c ·∫V
ｄV 楚 × f ＝∫V

ｄV c · （楚 × f） （１畅４畅１）
根据矢量分析公式

楚 · （A × B ） ＝ （楚 × A ） · B － A · （楚 × B ） （１畅４畅２）
令其中的 A ＝ f，B ＝ c，便得

楚 · （f × c） ＝ （楚 × f） · c＝ c · （楚 × f） （１畅４畅３）
因此（１畅４畅１）式右边

∫V
ｄV c · （楚 × f） ＝∫V

ｄV 楚 · （f × c） （１畅４畅４）
又由高斯公式有

∫V
ｄV 楚 · （f × c） ＝∮S

（f × c） · ｄS ＝∮S
（f × c） · nｄS

＝∮S
c · （n × f）ｄS ＝ c ·∮S

ｄS × f

（１畅４畅５）
c ·∫V

ｄV 楚 × f ＝ c ·∮S
ｄS × f （１畅４畅６）

因 c为非零的任意常矢量，故得
·４·



∫V
ｄV 楚 × f ＝∮S

ｄS × f （１畅４畅７）
１畅５　 用斯托克斯公式证明：（１）∫S

ｄS × 楚 φ＝∮L
φｄl；

（２）∮L
（a × r） · ｄl＝ ２∫S

a · ｄS，式中 a 为常矢量．
【证】　（１）∫S

ｄS × 楚 φ＝∮L
φｄl

设 a 为非零的任意常矢量，令 F ＝ φa 代入斯托克斯公式
∫S

楚 × F · ｄS ＝∮L
F · ｄl （１畅５畅１）

的左边，则有
　　∫S

楚 × （φa） · ｄS ＝∫S
［楚 φ× a ＋ φ（楚 × a）］ · ｄS

＝∫S
楚 φ× a · ｄS ＝－∫S

a × 楚 φ· ｄS
＝－∫S

a · 楚 φ× ｄS ＝∫S
a · ｄS × 楚 φ

＝ a ·∫S
ｄS × 楚 φ （１畅５畅２）

代入（１畅５畅１）式的右边，则有
∮L

φa · ｄl＝ a ·∮L
φｄl （１畅５畅３）

于是得

a · ∫S
ｄS × 楚 φ－∮L

φｄl ＝ ０ （１畅５畅４）
因 a 为非零的任意常矢量，故得

∫S
ｄS × 楚 φ＝∫L

φｄl （１畅５畅５）
（２）∮L

a × r · ｄl＝ ２∫S
a · ｄS

由矢量分析公式有

楚 × （a × r） ＝ （r · 楚 ）a － （a · 楚 ）r＋ （楚 · r）a － （楚 · a）r
＝－ a ＋ ３a ＝ ２a （１畅５畅６）

令 F ＝ a × r，则由斯托克斯公式（１畅５畅１）和（１畅５畅６）式得
·５·



∮L
a × r · ｄl＝∫S

楚 × （a × r） · ｄS ＝ ２∫S
a · ｄS

（１畅５畅７）
１畅６　 有人得出“磁感强度 B 恒等于零” 的结论．他的论证如

下：因为楚 · B ＝ ０，所以由矢量分析可知，必定有矢势 A 存在，使
得 B ＝ 楚 × A ；又由∮S

B · ｄS ＝ ０和斯托克斯公式得
∮S

B · ｄS ＝∮S
楚 × A · ｄS ＝∮L

A · ｄl＝ ０
又由矢量分析，若∮L

A ·ｄl＝０，则必有标势φ存在，使得 A ＝楚 φ．
于是得

B ＝ 楚 × A ＝ 楚 × （楚 φ） ≡ ０．
他的结论显然是错误的．试分析他的错误在什么地方．
【解】　错在∮S

楚× A ·ｄS＝∮L
A ·ｄl．因为斯托克斯公式中

的面积分是以 L 为边界的曲面积分，而不是封闭曲面积分．
１畅７　 电荷系统的电偶极矩定义为

p（t） ＝∫V
ρ（r′，t）r′ｄV ′

试用电荷守恒定律，证明 p 对时间的变化率为

ｄpｄt ＝∫V
J（r′，t）ｄV ′

【证】　 ｄpｄt ＝ ｄｄt∫V
ρ（r′，t）r′ｄV ′＝∫V

抄抄t［ρ（r′，t）r′］ｄV ′
　　 ＝∫V

抄ρ（r′，t）抄t r′ｄV ′＝∫V
［－ 楚 ′· J］r′ｄV ′

　　 ＝ －∫V
（楚 ′· J）x′ｄV ′ex －∫V

（楚 ′· J）y′ｄV ′ey
－∫V

（楚 ′· J）z′ｄV ′ez

第一项

　　∫V
（楚 ′· J）x′ｄV ′＝∫V

x′（楚 ′· J）ｄV ′
·６·



＝∫V
［楚 ′· （x′J） － （楚 ′x′） · J］ｄV ′

＝∮S
x′J · ｄS′－∫V

J xｄV ′
上式中封闭曲面 S 为电荷系统的边界，电流不能流出这边界，故
∮S

x′J · ｄS′＝ ０．因此

∫V
（楚 ′· J）x′ｄV ′＝－∫V

J xｄV ′
对第二、三项同样可得
∫V

（楚 ′· J）y′ｄV ′＝－∫V
J yｄV ′，∫V

（楚 ′· J）z′ｄV ′＝－∫V
J zｄV ′

于是

－∫V
［楚 ′· J］r′ｄV ′＝∫V

JｄV ′
ｄpｄt ＝∫V

J（r′，t）ｄV ′
１畅８　设 m 是一常矢量，r是坐标原点到场点的位矢．试证明：

除 r＝ ０点以外，矢量 A ＝ m × r

r
３ 的旋度等于标量φ＝ m · r

r
３ 的负

梯度，即
楚 × A ＝－ 楚 φ

【证】　 因
楚 １

r
＝－ r

r
３ （１畅８畅１）

故

　　 楚 × A ＝ 楚 × m × r

r
３ ＝－ 楚 × m × 楚 １

r

＝ 楚 × 楚 １
r

× m

＝ （楚 · m ） 楚 １
r

＋ （m · 楚 ） 楚 １
r

－ 楚 · 楚 １
r

m － 楚 １
r

· 楚 m

·７·



＝ （m · 楚 ） 楚 １
r

－ 楚２　 １
r

m （１畅８畅２）
其中

　　 楚２　 １
r

＝钞３

i＝１
抄
抄x ２

i

１
r

＝钞３

i＝１
抄抄x i

－ １
r
２
抄r抄x i

＝－钞３

i＝１
抄抄x i

x i

r
３

＝－钞３

i＝１
１
r
３ － ３x i

r
４

抄r抄x i

＝－ ３
r
３ ＋ ３r２

r
５ ＝ ０　（r≠ ０）

（１畅８畅３）
楚 × A ＝ （m · 楚 ） 楚 １

r
，r≠ ０ （１畅８畅４）

又 　 楚 φ＝ 楚 m · r

r
３ ＝－ 楚 m · 楚 １

r

＝ － m × 楚 × 楚 １
r

－ 楚 １
r

× （楚 × m ）
－ （m · 楚 ） 楚 １

r
－ 楚 １

r
· 楚 m

＝－ （m · 楚 ） 楚 １
r

（１畅８畅５）
比较（１畅８畅４）和（１畅８畅５）两式即得：当 r≠ ０时，便有

楚 × A ＝－ 楚 φ （１畅８畅６）
【别证】　 选取坐标系，使 m 沿 z 轴，即

m ＝ m ez （１畅８畅７）
于是

楚 m · r

r
３ ＝ 楚 m ez · r

r
３ ＝ 楚 m z

r
３ ＝ m 楚 z

r
３

（１畅８畅８）
而

楚 × m × r

r
３ ＝ m 楚 · r

r
３ － （m · 楚 ） r

r
３ （１畅８畅９）

因为 r≠ ０时，楚 · r

r
３ ＝ ０，所以

　　 楚 × m × r

r
３ ＝－ （m · 楚 ） r

r
３ ＝－ m

抄抄z r

r
３

·８·



＝ m
抄抄z 楚 １

r
＝ m 楚 抄抄z １

r
＝－ m 楚 z

r
３

（１畅８畅１０）
比较（１畅８畅８）和（１畅８畅１０）两式即得（１畅８畅６）式．

１畅９　一个长为 L 的圆筒形电容器，其内部是一半径为 a的导

线，外部是一半径为 b的薄导体壳．两者之间的空间充满电容率为
ε的绝缘材料．

图 　１畅９

（ａ） 当电容器带电荷量 Q 时，略去边缘效
应，求电场作为径向位置的函数．

（ｂ）求电容．
（ｃ） 假定在这电容器接到电势差为 V 的蓄

电池上时，电介质被部分地拉出电容器．略去边
缘效应．求使电介质处于这个位置所需的力．力
必须作用在什么方向上？［本题系中国赴美物理
研究生考试（ＣＵ ＳＰＥＡ ）１９８１年试题］

【解】　（ａ）在介质内作一半径为 r、长为 l的

图 　１畅９（１）

同轴圆筒面 S ，由高斯定理得
∮S

D · ｄS ＝ ２πrlD ＝ Q

L
l

D ＝ Q２πrL （１畅９畅１）
于是得电场强度为

E ＝ Dε ＝ Q２πεL r

r
２ （１畅９畅２）

（ｂ）电容器两极板的电势差为
U ＝∫b

a
E · ｄr＝ Q２πεL ｌｎ b

a

C ＝ Q

U
＝ ２πεLｌｎ（b／a） （１畅９畅３）

（ｃ）设介质被拉出的一段长为 x，这时电容
器的电容便等于有介质部分的电容与无介质部分的电容并联而成

的电容，即
·９·



　　　C ＝ ２πε（L － x）ｌｎ（b／a） ＋ ２πε０x
ｌｎ（b／a）

＝ ２πｌｎ（b／a） εL － （ε－ ε０）x （１畅９畅４）
因电容器两极板的电势差为 V ，这时电容器所储蓄的能量便为

W ＝ １２ C V
２ ＝ πV ２

ｌｎ（b／a） εL － （ε－ ε０）x （１畅９畅５）
于是拉出介质（即欲使 x 增大）的力便为

F ＝－ 抄W抄x ＝ πV ２

ｌｎ（b／a）（ε－ ε０） ＝ πε０V ２

ｌｎ（b／a） εε０ － １
（１畅９畅６）

这就是所求的力，力的方向平行于轴线并向外．
１畅１０　 由麦克斯韦方程组出发，求电导率为 σ、电容率为 ε的

均匀介质内部自由电荷量的密度 ρ与时间 t的关系．
【解】　设在这介质内部，由于某种原因，在 t＝０时刻，有自由

电荷分布，电荷量的密度为 ρ０；到 t时刻，电荷量的密度变为 ρ，则
由麦克斯韦方程组得

　　　 抄ρ抄t ＝ 抄抄t 楚 · D ＝ 楚 · 抄D抄t ＝ 楚 · （楚 × H － J）
＝－ 楚 · J ＝－ σ楚 · E ＝－ σε 楚 · D ＝－ σε ρ

１ρ 抄ρ抄t ＝－ σε
求解，并利用初始条件便得

ρ ＝ ρ０ｅ－ σ
ε t

这便是所要求的关系式．
由这个关系式可见，当 t→ ∞ 时，ρ → ０．这表明，在静电平衡

时，电导率 σ≠ ０的均匀介质内自由电荷量的密度为零．
１畅１１　 由麦克斯韦方程组导出电荷守恒定律．
【解】　 抄ρ抄t＝ 抄抄t 楚·D ＝楚·抄D抄t＝楚· （楚× H － J） ＝－楚· J

∴ 抄ρ抄t ＋ 楚 · J ＝ ０
·０１·



这便是电荷守恒定律．
１畅１２　试证明：在均匀介质内部，极化电荷量密度 ρP 与自由

电荷量密度 ρ的关系为 ρP ＝ ε０
ε － １ ρ，式中 ε是介质的电容率．

【证】　ρP ＝－ 楚 · P ＝－ 楚 · （χeε０E ）
＝－ 楚 · （ε－ ε０）E ＝－ 楚 · ε－ ε０

ε D

＝ ε０
ε － １ 楚 · D ＝ ε０

ε － １ ρ
【注】　 这个结果很有用．例如，在均匀介质内部某处出现一

个由自由电荷构成的电偶极子 p，则由这个结果就可知道，介质内
同一地方， 便存在一个由极化电荷构成的电偶极子 p P ＝
ε０
ε － １ p

１畅１３　一平行板电容器由图 １畅１３所示的圆形板组成，两板间
的电压（如图由一无电阻的长直导线供给） 与时间的关系为 V ＝
V ０ｃｏｓωt．假定 d 虫 a 虫 cω，以致电场的边缘效应和推迟效应都可
以略去．

图 　１畅１３ 图 　１畅１３（１）

（ａ）用麦克斯韦方程组（及对称性的论证）求出区域Ⅰ中的电
磁场作为时间的函数．

·１１·



（ｂ） 求导线中的电流和平行板中的电流密度作为时间的函
数．

（ｃ）求区域 Ⅱ 中的磁场，并求出板上下两面 B 的不连续性与

板中面电流之间的关系．［本题系中国赴美物理研究生考试
（ＣＵ ＳＰＥＡ ）１９８１年试题］

【解】　（ａ）以导线为 z轴取柱坐标系，参见图 １畅１３（１）．设上下
两板的电势差为 V ，在 t时刻，上板下面带正电荷，下板上面带负电
荷，则在区域 Ⅰ 内近似地有

E
（Ⅰ ）
z ＝－ V

d
＝－ V ０

d
ｃｏｓωt （１畅１３畅１）

这里负号是由于，我们规定电场 E
（Ⅰ ）的 z分量向上为正．E （Ⅰ ）的其

他分量均为零．
根据麦克斯韦方程组，在区域 Ⅰ 内有

楚 × B ＝ ε０μ０ 抄E抄t （１畅１３畅２）
故 ∮L

B · ｄl＝∫S
楚 × B · ｄS ＝ ε０μ０∫S

抄E抄t · ｄS　（１畅１３畅３）
由对称性知，B 线一定是圆心在 z轴上的同心圆，所以只有 B

（Ⅰ ）
　 不

为零．于是
B

（Ⅰ ）
　 · ２πr＝ ε０μ０

V ０
d
ωｓｉｎωt· πr２

B
（Ⅰ ）
　 ＝ ε０μ０V ０ω

２d rｓｉｎωt （１畅１３畅４）
（ｂ）在上板上，总电荷量为

Q ＝ C V ＝ ε０πa２

d
V ＝ πε０a２

d
V ０ｃｏｓωt （１畅１３畅５）

在导线上，电流为
I ＝ ｄQｄt ＝－ πε０a２

d
ωV ０ｓｉｎωt （１畅１３畅６）

这个电流在电容器极板上呈辐射状散开，如图 １畅１３（２）所示．
上极板的电荷量面密度为

·２１·



图 　１畅１３（２）

σ＝ Q

πa２ ＝ ε０
d
V ０ｃｏｓωt　（１畅１３畅７）

在半径为 r的圆外是一环带，这环带上的
电荷量为

　　　　Q （r） ＝ π（a２ － r
２）σ

＝ π（a２ － r
２）ε０

d
V ０ｃｏｓωt
（１畅１３畅８）

单位时间内，这环带上电荷量的增量为
ｄQ （r）ｄt ＝－ π（a２ － r

２）ε０
d

ωV ０ｓｉｎωt
这个值就等于流过圆周 ２πr的电流强度 Ir．因此，所求的面电流密
度便为

K r（r） ＝ Ir

２πr ＝－ （a２ － r
２）ε０

２rd ωV ０ｓｉｎωt （１畅１３畅９）
（ｃ）因为∮L

B · ｄl＝－ μ０I，这里的负号是因为电流 I的方向

与 z 轴方向相反，所以在区域 Ⅱ 中，有
B

（Ⅱ ）
　 ＝－ μ０I

２πr ＝ a
２ε０μ０
２rd ωV ０ｓｉｎωt （１畅１３畅１０）

B
（Ⅱ ） 的其他分量为零．由此可列出 B 和 K 的边值关系为

n × （ΔB ） ＝ μ０K （１畅１３畅１１）
或

B
（Ⅰ ）
　 － B

（Ⅱ ）
　 ＝ μ０K r （１畅１３畅１２）

１畅１４　（ａ） 设想存在孤立磁荷（磁单极）．试改写麦克斯韦方
程组以包括磁荷量密度 ρm 和磁流密度 J m 的贡献．假定除了源之
外，处处都是真空．

（ｂ） 阿耳瓦雷兹（Ａｌｖａｒｅｚ） 等人用许多块物质一个接一个地
连续通过一个 n 匝线圈来寻找物质中的磁单极，如图 １畅１４ 所示．
线圈的电阻为 R ，假定磁荷运动得足够慢，使得它的感应效应很
小．当磁单极 qm 沿图中环路穿过线圈 N 次后，计算有多少电荷量

·３１·



图 　１畅１４

Q 流过线圈．
（ｃ）设想线圈是由超导体制成的，因而

电阻为零，只有它的电感 L 限制了它的感应

电流．假定线圈中初始电流为零，试计算磁
单极 qm 穿过线圈 N 次后，线圈里的电流是
多少．［本题系中国赴美物理研究生考试
（ＣＵ ＳＰＥＡ ）１９８４年试题］

【解】　（ａ） 在没有磁单极时，麦克斯韦
方程组为

楚 · D ＝ ρ （１畅１４畅１）
楚 · B ＝ ０ （１畅１４畅２）

楚 × E ＝－ 抄B抄t （１畅１４畅３）
楚 × H ＝ 抄D抄t ＋ J （１畅１４畅４）

在有磁单极时，设磁荷量密度为 ρm ，则磁场的高斯定理便不
再是（１畅１４畅２）式，而是

楚 · B ＝ ρm （１畅１４畅５）
这时楚 × E ＝－ 抄B抄t 便不再正确．因为对两边取散度，左边为
楚 · （楚 × E ） ＝ ０，而右边为－楚· 抄B抄t＝－ 抄ρm

抄t ≠０．为了解决这
个矛盾，利用磁流的连续性方程

抄ρm

抄t ＋ 楚 · J m ＝ ０ （１畅１４畅６）
把楚 × E ＝－ 抄B抄t 式的右边改为 － 抄B抄t － J m ，即

楚 × E ＝－ 抄B抄t － J m （１畅１４畅７）
于是便得出有磁单极时的麦克斯韦方程组为

楚 · D ＝ ρ （１畅１４畅８）
楚 · B ＝ ρm （１畅１４畅９）

·４１·



图 　１畅１４（１）

楚 × E ＝－ 抄B抄t － J m

（１畅１４畅１０）
楚 × H ＝ 抄D抄t ＋ J （１畅１４畅１１）

（ｂ）设使用的线圈仅有一匝，以 L′表
示线圈的回路，L″表示磁单极运动的环
路，如图 １畅１４（１）所示．把（１畅１４畅１０）式在
以 L′为边界的曲面 S 上积分，即
　　　　∫S

楚 × E · ｄS
　　　 ＝－ 抄抄t∫S

B · ｄS －∫S
J m · ｄS

再用斯托克斯公式，把上式变为
∮L ′E · ｄl＝－ 抄抄tΦ－ Im （１畅１４畅１２）

式中 Im 是沿 L″通过 S 的磁流．因为
∮L ′E · ｄl＝ V （１畅１４畅１３）

是线圈回路 L′中的电动势，并且 V ＝ IR ，故在任何时刻都有
IR ＝－ 抄Φ抄t － Im （１畅１４畅１４）

对时间积分：
∫IR ｄt＝ Q R

∫抄Φ抄tｄt＝ ΔΦ＝ ０（当磁单极远离 L″时）
∫Im ｄt＝ qm

于是得

Q ＝－ qm

R
（１畅１４畅１５）

当线圈为 n 匝、qm 穿过线圈 N 次时，便有
·５１·



Q ＝－ nN

R
qm （１畅１４畅１６）

（ｃ）因为 R ＝ ０，所以∮L ′E · ｄl＝ ０．这时感应电流 I所产生的

磁通量 Φ＝ L I抵消了磁单极所产生的磁通量，即
－ Φ－ qm ＝－ L I － qm ＝ ０ （１畅１４畅１７）

当线圈为 n 匝，qm 穿过线圈 N 次时，便为
－ L I － nN qm ＝ ０ （１畅１４畅１８）

于是所求的电流便为

I ＝－ nN

L
qm （１畅１４畅１９）

图 　１畅１５

１畅１５　 圆柱形计数器由一根细长的导
线和套住导线的同轴金属圆筒构成，导线
的半径为 r０，圆筒的半径为 R ，导线维持在
高的正电势 V ０，圆筒则接地，如图 １畅１５ 所
示．靠近导线表面处，电场很强，电离辐射
的出现在这里引起“雪崩”．设想在导线表
面有 N 个电子从它们的原子上离开．这样
生成的 N 个离子在电场的作用下开始离开

导线运动．假定离子的迁移率（速度除以电
场强度）w 为常数，且离子构成包围导线的圆柱形薄层．

（ａ） 试证明：作为时间 t（从离子在导线表面形成的时刻开始
计算）的函数，离子的径向位置 r可以写成

r
２ ＝ K （t＋ t０）

式中 K 和 t０都是常数，它们的值与 V ０和 w 以及各种几何尺寸等都

有关．试给出常数 K 和 t０的表达式，并证明 t０约等于离子在导线半

径量级的距离上的漂移时间．在计算离子运动时略去由于雪崩造
成的电场变化．

（ｂ）如果电势差 V ０保持不变，当离子沿径向漂移时，必定有电
荷量 Q 流向导线．已知全部离子的电荷量为 Q i，试计算电荷量 Q 作

为时 间 t 的 函 数．［本 题 系 中 国 赴 美 物 理 研 究 生 考 试
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