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前 　 　言

运筹学是一门发展有近 ７０多年的学科 ，是一门处理事理的科学 。它既可以被看成理
科中的基础学科 ，又是管理科学与工程中的应用学科 。 在近 ２０ 年来 ，随着我们面对的对
象日新月异和新的技术不断出现 ，全球化 、信息化 、人性化等促使运筹学不单在方法论 ，而
且在理论和方法 ，以及应用方面都有了新的进展 。 例如 ，随着互联网和社会网的出现 ，人
类之间相互沟通变得越来越快 ，越来越方便 ，范围也越变越大 。 因此 ，复杂网络分析也就
代替了原来的图和网络分析 。由于计算技术的发展 ，可以处理的网络越来越大 、越来越复
杂 ，而可视化技术的发展使人们又较容易地将网络图及一些节点上的内容（人的头像 、主
要观点等）显示出来 。随着我们要处理的对象系统与人的因素越来越紧密相关 ，单是追求
以优化为目标的完全定量数学描述的硬运筹学方法论也就日见其拙 ，代之出现的是软运
筹学方法论 ，它们更多考虑人的情感 、智慧而追求满意解 ，追求事物过程有一个好的改变 ，
在处理一些社会问题时 ，有时甚至只要求保持和谐和稳定 。

在处理某些问题时人们发现决定性 、静态 、随机性 、动态已经不能很好地描述复杂规
划问题 ，而随之而来的不确定性 、模糊性 、粗糙性等新概念的不断出现 ，使得不确定性规划
也得到了新的发展 。相应在求解方法方面带有启发式 ，特别考虑人的智慧的优化方法也
就应运而生 ，这就是软优化方法 。

在其他新的理论方面 ，如排队论的新进展 ———复杂排队网络 ，博弈论方面的新进展 ，
排序理论方面和应用等挂一漏万 ，由于篇幅和我们能力所限没有能在本书加以介绍 。 在
运筹学老的分支中 ，国内一直缺少如搜索论和可靠性维修等理论的介绍 ，很遗憾本书也将
之放过了 。

在模拟仿真方面 ，本书介绍了多主体仿真这一处理复杂系统的新仿真工具 ，较之老的
模拟仿真方法它显得更为灵活 ，更为人性化 ，同时又更便于人机对话 。

在应用方面 ，本书绪论中的运筹学应用举例中特别提到国际上比较著名的获埃德曼
奖的一些应用案例 。例如 ，美国于刚项目小组由于在美国大陆航空公司等民用航空企业
当民航班机受到各种干扰之后 ，航班机组人员如何以最快的时间和最佳的组合来使航班
恢复正常运营所创造的经济效益极大方面的研究 ，成为 ２００２ 年度埃德曼奖大奖的获得
者 。主要是这些系统在一系列影响航班正常运营的重大事件中收到了极大的效果 。 例
如 ，２０００年 １２月和 ２００１年 ３月美国北部的暴风雪 ，２００１年休斯敦的大洪水 ，这些对航班
运营和管理所造成的重大影响都在于刚教授所领导开发的系统的支持下 ，将损失降低到
最低程度 。荷兰的铁路部门由于编制荷兰火车新时刻表获得 ２００８年度大奖 ，构造这样的
时刻表需要求解一个复杂的组合优化问题 。其他应用项目如美国联邦航空局采用了空域
流的规划 ，局方有能力在拥挤的空域中使每架飞机在地面的延误减少 ，这使得在空域中的
飞行转移数保持在一个可接受的水平 。挪威国家石油公司的优化北海的天然气海岸管道
系统内容涉及在保证天然气的质与量的情况下年运行和维修计划的制订 。瑞典斯德哥尔
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摩市利用运筹学改进社会医疗和家庭帮助的质量和效率 ，将近 ２００ 多个单位每天都在用
其来规划近 ４０００个家庭医疗人员的调度和指定路程 ，运行效率提高了 １０ ％ ～ １５ ％ 。 美
国环境保护署为了减少美国饮水系统的安全风险使用的整数规划启发式算法可用于设计

污染警报系统 ，它可以很快地侦察出可能的恐怖行动 ，以及其他对国家水供应的威胁等 。
中国的运筹学在 ２０世纪 ５０年代就有了很好的应用 ，其中最著名的有“粮食调运” 、“打麦
场设计” 、“中国邮路问题” 。当时发现了粮食部门调度系统职工自己发明的图上作业法快
速简便 ，其结果与西方的运输问题解法的结果一样 ，后来中国学者又集体地证明了图上作
业法在数学上的正确性 。管梅谷提出的“中国邮路问题”受到国际上的关注和认可 。中国
在公社的农业运筹学应用也受到了国际同行的称颂 。 ２０ 世纪 ６０年代华罗庚在全国各地
推广的优选法和统筹法又走出了一条发动群众来搞运筹学的出色的应用范例 ，因为没有
一个运筹学方法在国际上能得到这么多普通群众如此广泛的认同和应用 。自从国际运筹
学协会 １９８７年设立发展中国家的运筹学奖（简称“运筹学进展奖”）后 ，中国已有王毓云获
提名奖（１９８７） ，章祥逊 、崔晋川获一等奖（１９９６） ，刘光中 、徐玖平获二等奖（１９９６） ，陈锡康
等获一等奖（１９９９） ，赵庆桢 、王长钰获二等奖（１９９９） ，沈吟东 、夏家宏获二等奖（２００５） 。
２０００ 年刘源张获亚太质量组织授予的“哈灵顿唱石川”奖 。 近年来 ，中国运筹学工作者继
续坚持运筹学研究与经济建设等重大问题紧密结合的政策 。 例如 ，在山东省与大连市经
济发展计划的制订 ，兰州铁路局铁路运输的优化安排 ，中外合资经营项目经济评价 ，若干
国家重大工程中的综合风险分析等方面 ，我国运筹学工作者都发挥了积极的作用 。此外 ，
还关注到信息科学 、生命科学等现代高科技中一些运筹学起作用的新的工作方向 。 在金
融管理方面 ，将优化及决策分析方法应用于金融风险控制与管理 、资产评估与定价分析模
型等 ；在网络管理上 ，研究排队网络的数量指标分析 ；在供应链管理问题中 ，研究多重决策
最优策略的计算方法 。在这些重要的新方向上 ，都取得了可喜的进展及成绩 。

对近年来存储理论的一个新兴应用领域 ——— 供应链 ，本书单独作了介绍 。 供应链作
为近代服务业的一个重要支撑近年来受到越来越多的人重视 。

作者之一顾基发研究员从 ２０世纪 ５０年代开始涉猎运筹学 ，也曾在前苏联获得数理
副博士学位 ，专业就是运筹学 ，还曾参加过多本运筹学著作的编写工作 。这次应中国科学
院研究生教材系列之邀携自己的部分学生和他们的学生共同来完成编写工作 。在开始编
写大纲时得到赵修利 、刘宝碇 、唐锡晋和施泉生等的大力支持 ，尽管其中有些人后来由于
忙于其他事务未能参加具体编写 ，但是我们仍然要对他们的支持表示感谢 。

本书的大部分是由施泉生教授完成的 ，他在这方面不仅有编写教材的经验 ，而且身体
力行多次开设运筹学的精品课程 。刘宝碇教授的学生朱元国教授写了第十五章 ，计小宇
副教授写了第十八章 ，里面也包含了清华大学不确定研究室的部分研究成果 。唐锡晋研
究员的学生刘怡君副研究员写了第十四章和第十七章 。 顾基发研究员是全书的编审 ，并
写了绪论和第十六章 。作者要感谢科学出版社及马跃编辑等为本书的顺利出版而给予的
大力支持和帮助 。

顾基发

２０１０年 ５月 ５日

运 　筹 　学
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绪 　 　论

１畅 运筹学的历史

运筹学（Operational Research）在 ２０世纪 ３０年代末起源于英国 ，很快美国也跟上 ，但
用了 Operations Research ，它们的英文简写都是 OR 。在英国 ，运筹学最早是在第二次世
界大战研究武器和装备的合理运用时 ，帮助领导决策而逐渐形成的一门学问 。武器和装
备的设计主要是靠工程技术人员的技术方面的研究 ，但到了它们的运用就不单是技术问
题而是涉及武器运用的方法 、所应用的环境 、使用武器的双方 、决策者乃至人员心理等因
素 。由于这门学问当时与军事有关 ，因此有些内容保密了 ，到 ２０ 世纪 ４０ 年代末至 ５０ 年
代初 ，其中一些与军事密切相关的内容才逐渐公开出来 ，其中莫尔斯（P畅M畅Morse）与金
博尔（G畅 E畅 Kimball）１９５１年发表的枟运筹学方法枠（Methods o f Op erations Research）可以
作为那段时期重要工作的总结［１］ 。至于其中某些分支 ，特别与运筹数学和其他管理与决
策理论较为密切的一些分支 ，如排队论（１９０９） 、兰彻斯特方程（１９１４） 、搜索论（１９４２） 、对策
论（１９４４） 、线性规划（１９３９ ，１９４７） 、最短路问题（１９５０） 、质量控制（１９５０） 、决策分析（１９５０） 、
模拟／军事博弈（１９５０） 、非线性规划（１９５１） ，更早就已出现 ，后来逐步演化成运筹学的一些
分支 。随后运筹学的其他分支不断出现 ，如存储理论（１９５３） 、随机规划（１９５５） 、动态规划
（１９５７） 、整数规划（１９５８） 、目标规划（１９６５） 、软系统方法论（１９７２） 、多目标决策（１９７５） 、数
据包络分析（１９７８） 、椭球法（１９７９） 、层次分析法（１９８０） 、内点法（１９８４）等［２］ 。

早期运筹学的发展 ，与当时军事需要密切相关 。 例如 ，首先是雷达的应用问题 ，１９３６
年英国空军部门为了对付德国的空中进攻 ，研制了雷达 ，希望能够起到早期发现敌机并及
时消灭对方的作用 。可是雷达获得到的数据无法真正使用 ，由此早期工作就是企图将雷
达的数据与地面观测数据相集成 ，从而开始了 OR的研究运用 。当时 ，经过了大量实验来
改进雷达的运用 ，也是从这个雷达研究团组里形成了运筹学的第一个小组 。 １９３９ 年夏最
后一次空防实验涉及 ３万 ３千人 、１３００架飞机 、１１０ 架高炮等 ，最后表明空防预警和控制
系统的运用很成功 。运筹小组的贡献受到空军元帅的认可 ，以至原来叫做“Stanmore 研
究部”后改为“运筹部（Operational Research Section）” ，后来在空军司令部其他部门也成
立类似的“运筹部” 。之后海军又遇到了其他的军事运用问题 ，如如何对付德国的潜艇 ，飞
机怎样去搜寻潜艇 ，找到了又如何去摧毁它 ，也即提高杀伤概率 （当时 （１９４１ 年）只有
２ ％ ～ ３ ％ ） 。当时杀伤潜艇的一个重要兵器是投掷深水炸弹 ，涉及 ６ 个因素要考虑 ，如深
水炸弹应该在怎样的深度爆炸效果最好等 。其中最著名的是运筹部经过研究将爆炸深度
由原来的 ３０ ～ ４５英尺改为 １０英尺 ，最后定为 ８英尺 ，到 １９４５ 年杀伤概率达到 ４５ ％ 。 此
外他们还帮助解决了一些后勤组织问题 ，如飞机维修与检查的问题 。 他们设计了一套系
统使得飞行时间可以增加 ６１ ％ ［３］ 。 １９４２ 年 ，美国军方先后成立类似 OR 小组 ，其工作成
果也非常辉煌 ，使世人对于 OR 有了深刻的认识与了解 。 第二次世界大战结束 ，百废待



兴 。到 １９４５年后 ，运筹学开始从军事应用转向民用 ，英美工商企业界于是运用 OR 技术
于各行各业的复建工作 ，并且积极培养 OR 人才 ，OR 技术广泛应用于计划 、生产 、存储 、
市场 、财务 、人力等方面 ，使有限的资源作最佳的调配 ，并提高效率 、降低成本与减少风险 。
特别是在英国的煤炭工业 、钢铁公司 ，一直到 ２０世纪 ６０年代的制造业方面的应用 。此外
在航空工业 、铁路 、城市运输和公用事业以至原子能发电等方面都有应用［４ ，５ ，６］ 。

２０世纪 ５０年代许多发达国家已在大学讲授 OR 课程 ，到了 ６０ 年代其发展更加完
善 ，许多大学专为它设立学系或研究所等并授予学位 ，如著名的哈佛 、密执安 、斯坦福等名
校 。许多理 、工 、商科系还将 OR列为必修 、必选或选修课程 。目前 ，现代化的大型企业大
多雇有 OR研究人员 ，从事各项业务的决策分析工作［６］ 。

２畅 什么叫运筹学

Operations Research原意是操作研究 、作业研究 、运用研究 、作战研究 ，在中国内地
曾译作运用学 ，２０世纪 ５０年代中期中国老一代运筹学家考虑到 OR 已经发展成不单考
虑设备 、武器的运用 ，而且考虑到有筹划 、设计和计划的应用 ，特别在中国认为 OR 应在国
民经济计划方面得到应用 ，同时借用了枟史记枠“运筹于帷幄之中 ，决胜于千里之外”一语中
“运筹”二字 ，既显示其军事的起源 ，也表明在我国古代 OR 已早有萌芽 ，后来正式译作运
筹学 。在台湾地区将 OR译成作业研究 ，这只能算直释 。 而在日本直接用片假名 ォ ペ レ
一 シ ョ ン ズ 畅 リ サ一 チ注音了事 ，直到 １９７５年中国运筹学代团访日时 ，介绍了中国的汉释
名 ，引起日方一些运筹学家的注意 ，在他们的书上介绍了这个“运筹学”汉字释名 ，还真夸
奖了一番［５ ～ ７］ 。

运筹学作为一门现代科学 ，是在第二次世界大战期间在英美两国发展起来的 ，有的学
者把运筹学描述为就组织系统的各种经营作出决策的科学手段 。莫尔斯与金博尔在他们
的奠基作中给运筹学下的定义是 ：“运筹学是在实行管理的领域 ，运用数学方法 ，对需要进
行管理的问题统筹规划 ，作出决策的一门应用科学 。”［１］运筹学的另一定义是 ：“管理系统
的人为了获得关于系统运行的最优解而必须使用的一种科学方法 。”它使用许多数学工具
（包括概率统计 、数理分析 、线性代数等）和逻辑判断方法 ，来研究系统中人 、财 、物的组织
管理 、筹划调度等问题 ，以期发挥最大效益 。

INFORMS（Institute for Operations Research and The Management Sciences ，运筹
学和管理学研究协会）给的定义是“运筹学 ，又称管理学 ，是通过观察组织的运行方式 ，使
用数学模型 、计算机模型和其他多种分析工具来统筹规划 ，作出最佳决策的一门应用科
学” 。 INFORMS是由美国运筹学研究者们组成的专业协会 ，它是国际运筹学会联合会成
员之一 。 （ht tp ：∥ www ．informs ．org ．cn／news ．html ，２０１０唱７唱３０）

英国 OR学会（Operational Research Society）把 OR定义如下 ：
“OR是指应用科学方法 ，处理工业 、商业 、政府 、国防系统中因指挥和管理一大群人 、

机器 、原料和资金而产生的复杂问题 。这种独特的方法要发展这些系统的科学模式 ，衡量
概率和风险等因素 ，用它们来预测和比较各种不同的决策 、策略或控制的结果 。其目的是
协助管理阶层以科学方法来决定政策和行动 。”［６］

更为一般的定义 ：运筹学是将科学方法应用于决策 。
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３畅 运筹学的方法论

比较早期且比较完整介绍运筹学方法论的是丘奇曼 、阿可夫和阿努夫在 １９５７年出版
的枟运筹学导论枠一书［８］ 。其他的书有的略有增改 ，大意相同 ，这里主要介绍丘奇曼等介绍
的 ６步 ：① 形成问题 ；②构造模型 ；③模型求解 ；④解的检验 ；⑤解的控制 ；⑥解的实施 。只
是后来有不少运筹学家把研究精力放在构造模型和模型求解方面 ，以至于离开解决实际
问题越来越远 。

１） 形成问题
从研究对象中找出要解决的问题是能正确解决问题的第一步 。 第二次世界大战中 ，

为了保护商船不被敌机炸掉 ，就提出了一些措施 ，有人提出在商船上装上高炮来攻击敌
机 ，然而商船毕竟不是兵舰 ，因此高炮击中敌机的命中率只有 ４ ％ ，远不如装在兵舰或者
陆地上命中率高 ，于是 ，另外一些人就反对在商船上装高炮 。但是有人提出装高炮本来不
是为了用来打飞机 ，而是为了保护商船 ，于是就去比较装与不装高炮后商船被敌机击沉率
分别为 １０ ％和 ２５ ％ ，结果发现装高炮后商船被敌机击沉率大大降低 ，问题也就迎刃而解 。
要正确解决问题一般要弄清问题症状 ，搞清目标 、约束条件和用户的一些需求 。 另外 ，有
时问题太大也需要将之分解成若干子问题 ，加以区别轻重 ，并分别地加以解决或者暂时不
予解决 。

２） 构造模型
由于实际问题往往开始只有定性的描述 ，而且主次难分 ，为了得到定量的解决 ，在运

筹学中经常要建立各种定量和定性模型 ，当然以定量模型为主 。从数学上来分 ，模型有决
定性的和随机性的 ，有连续的和离散的 ，有线性的和非线性的 ，有静态和动态的 ，有解析的
和数字模拟的 ，还有不带竞争的和带竞争的模型 。另外 ，还有用运筹学分支学科命名的模
型 ，如线性规划模型 、非线性规划模型 、网络模型 、模糊数学模型和投入产出模型等 ；以应
用对象来命名的模型 ，如经济模型 、能源模型 、生态模型 、运输模型 、存储模型 、区域规划模
型等 。在形成任何模型时 ，除了要考虑问题本身的特征外 ，有时还要考虑有没有求解的方
法及数据的可获得性 。运筹学工作者的一个重要本领就是根据问题的性质去选择以至创
造出合适的模型 。

３） 模型求解
不同的模型需要用不同的解法 ，如资源分配问题往往用线性规划模型来描述 ，而线性

规划一般就用单纯形法来求解 ，而工厂选址问题往往用混合整数规划去求解 。例如 ，我们
在解决一个天津市 × ×行业调整的问题时 ，开始就化成一个有 ３０００ 个连续变量和 １５ 个
整数变量的混合整数规划 ，可是在当时（２０ 世纪 ８０ 年代）我们在一个石油部门的计算中
心计算时 ，如果不考虑一定要用整数解而只用一般线性规划时 ，只用 １０ 分钟就出了结果
（不过解不是整数的） ，当时机时费 ２００元 。而用真正的混合整数规划去解（当时用分枝定
界法） ，结果花了 ５０００元半天的时间最终结果仍未出来 ，最后只好停机了事 ，采用适当的
取整的方法来定解 。当然 ，现在随着计算机性能的大大提高 ，先进的算法不断出现（如线
性规划有了内点法 ，速度比单纯形法要快很多倍） ，更重要的是许多运筹学方法的软件包
的出现 ，使一般中 、小规模问题在一般计算机上都可解决 。
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４） 解的检验
由于模型毕竟不是现实本身 ，而只是现实的一个简化的抽象 ，同时由于算法的程序和

数据的问题 ，得到的解不一定对和好用 ，这就需要验证（verification）和验实（validation） 。
前者主要是算法 、程序和数据 ，以至使用的计算机本身的验证 ，看看求出的解是否正确（在
一定误差范围内） 。后者主要看是否能解决实际问题 ，一般要靠用户配合 。

５） 解的控制
要保证有高精度的解的使用 ，其实还有一个解的控制问题 。 有时用户希望找到的最

优解有一个较宽的范围 ，这样反而好控制 。 例如 ，有一个为工厂找最佳温度的优选法试
验 ，当找到最优解时 ，控制温度的工人希望除了告诉他们最优解外 ，还希望有一个较宽的
带 ，以便实际控制 。因此 ，有时做一下解的灵敏度分析对解的控制是有用的 。

６） 解的实施
由于模型毕竟只反映问题的主要方面 ，因此用它求出的解不可能被实际部门全部照

搬 ，有时解要修改 。例如 ，我们为一个农业研究部门寻找猪饲料的最佳配方 ，当我们按照
他们提供的各种饲料的营养成分和价格等基本数据 ，在满足各种营养需求下 ，求最低成本
的饲料组合的构思时 ，用线性规划方法很快找到了最优解 ，并将此解提供给用户 ，谁知用
户竟要求我们把次优解和次次优解也给他们 。 我们问他们为什么不直接用最优解 ，他们
的回答是就是不知道猪爱吃不爱吃 。多几个优解好多几个选择 。另外一个值得注意的是
训练与教育问题 ，好的东西还要有好的教育相配合 。必须让用户能明白我们的解 ，会使用
我们的解 。有时还要解决使用我们解的动力 。 ２０ 世纪 ７０ 年代 ，我们曾经应国家计委要
求推广应用合理下料以节省原材料 ，同事们采用了整数规划的合理下料模型 ，应用了 Go唱
mory 的算法 ，编制了程序 ，也到北京一个汽车厂去试了点 ，他们用整张钢板为汽车门的部
件下料 ，由于他们采用的是单一下料法 ，简单而不省料 ，而我们用运筹学方法 ———混合优
化下料确实省了材料 ———钢板 。但是后来据说车间没有采用 ，他们有两个理由 ：一个是混
合下料增加了下料工加工时的难度和强度 ；另一个理由却是我们无法想到 ，那就是以前的
下料法 ，去掉的边角料正好是他们附属家属灯具厂的原料 ，而采用优化方法后的边角料太
小 ，对大厂讲是省了 ，对小厂讲却不能废物利用了 ，反而要去买整张的钢板了 ，最后只好不
了了之 。这里也反映了要使解能顺利实施必须及早与用户沟通 ，听取他们的意见和及早
让他们了解我们运筹学工作者的意图 。

４畅 运筹学的主要分支

运筹学发展至今形成很多方面和分支 ，就运筹数学来讲可分决定性的和随机性的 。
决定性的有线性规划 ，整数规划 ，非线性规划 ，多目标规划 ，动态规划 ，图与网络 ，存储

论等 。
随机性的有排队论 ，随机规划 ，对策论 ，决策分析 ，维修 、更新 、可靠性和质量管理 ，搜

索论 ，模拟等 。
１９９８年 ，中国运筹学会提出运筹学学科分类意见 ，在一级学科“运筹学”下设 １５ 个二

级学科 ：它的基础学科分支有规划理论 、随机运筹理论 、组合与网络优化理论 、决策理论 ；
它与其他学科的交叉分支有计算运筹学 、工程技术运筹学 、管理运筹学 ；它的应用学科分
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支有工业运筹学 、农业运筹学 、金融市场保险运筹学 、交通运输运筹学 、公用事业运筹学 、
军事运筹学 、资源生态环境运筹学 、生命科学运筹学 。并在各二级学科下 ，再列出 ４０多个
三级学科 。

有人曾对美国各个运筹学分支应用情况作了一些统计 ，由于绝对数随着不同年代和
不同人的统计方法不同不一定太准 ，但是其相对排序还是清晰的 ，按应用多少排序如下 ：
统计 、模拟 、网络计划 、线性规划 、排队论 、非线性规划 、动态规划和对策论 。 在中国 ，随机
抽样调查结果基本相同 。不过 ，近年来对策论应用开始增多 。

５畅 运筹学的进展

美国前运筹学会主席邦迪（S畅Bonder）曾提出运筹学可以分成三大方面 ：运筹数学 、
运筹应用及运筹理论 ，并强调发展后两者 。从整体来讲这三个方面应协调发展 ，才能解决
经济 、技术 、社会 、心理 、生态和政治等综合因素交叉在一起的复杂系统 。也就是要从运筹
学进展到系统分析 ，并与未来学紧密结合以解决人类所面临的困境 。 解决问题的过程是
决策者和分析者发挥其创造性的过程 ，这也就是进入 ２０ 世纪 ７０ 年代以来人们越来越对
人机对话的算法感兴趣的原因 。在 ２０世纪 ８０年代一些重要的与运筹学有关的国际会议
中 ，大多数人认为决策支持系统（decision support system ，DSS）是使运筹学发展的一个好
机会 。总之 ，运筹学仍在不断的发展 ，新的思想 、观点和方法层出不穷［９］ 。

２０世纪 ８０ 年代到 ９０ 年代对于运筹学有两个重要进展必须提到 ，一个是软运筹学
（sof t OR）的崛起 ，以切克兰特（P畅 Checkland）的软系统方法论和罗森海特（J畅Rosenhead）
的问题结构法等为代表的一批新的方法论出现 ，一直到 １９８９ 年罗森海特编的书 ，由于囊
括了一批与软运筹学有关的论文 ，后来被称为软运筹学的圣经［１０］ 。 顺便指出美国运筹学
界总体讲不太愿意提软运筹学 ，前不久英国运筹学界和国际上 ，包括美国部分学者还批评
了美国运筹学杂志不太愿意发表软运筹学方面的文章 。不过后来美国运筹学杂志表示接
受这个批评 。

另一个是软计算（soft computing）的崛起 ，它允许不太精确 、不确定性 、部分真理和近
似等 。软计算可以以比较低的代价提供一定程度的可用解 。软计算与过去计算方法的不
同之处在于吸取了人的智慧和判断（各种启发式（heuristic）方法 、模糊逻辑（ fuzzy log唱
ic）） ，生物方面的知识（遗传算法（genetic algorithm） 、进化规划（evolutionary program唱
ming） 、蚁群算法 （ant colony optimization ，ACO） 、人工神经网络 （artificial neural net唱
work）） ，物理方面的知识 （模拟退火法 （simulated annealing ，SA） 。 扎德 （L畅 Zadeh）在
１９９１年指出人工神经网络 、模糊逻辑及遗传算法与传统计算模式的区别 ，将它们命名为
软计算 。近年来 ，文献中将混沌理论 、模拟退火算法和概率推理（probabilistic reasoning）
等也归入软计算 ，在运筹学中更关心它们在优化问题中的应用 ，因此为区别于比较好的有
解析表达式时用的优化方法而称之为软优化 。［１１］

６畅 运筹学应用举例

运筹学早期应用主要偏向军事方面 。第二次世界大战后 ，向更宽的领域发展 ，如民用
企业 ，公共事业 ，生产管理 ，大型设备的设计 、制造和管理 ，以及地区发展战略 。另外 ，也更
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紧密地与计算机和通信系统等结合 。例如 ，存储理论的应用已经从车间 、工厂规模转向整
个从用户 、零售 、批发 、中间运输一直到工厂生产供应 ，形成现在的供应链的设计 、管理和
应用 。在武器和大型装置方面 ，不单研究其运用方面 ，更转向设计和规划等方面 。 此外 ，
在银行 、医院 、经济 、运输 、信息系统 、电子商务和电子政务等方面也都有了新的应用 。 由
于涉及面太多 ，我们只想用美国运筹学和管理学研究协会组织办的埃德曼（Franz Edel唱
man）奖的几个例子供大家参考 。该奖由世界著名的运筹和管理科学家埃德曼于 １９７１ 年
创立 。这个奖每年评一次 ，先评出一批候选奖 ，然后选出 ５ 或 ６ 名提名奖 ，最后从中评出
一个最佳奖 。埃德曼奖的评选原则包括对运筹学和管理科学理论和方法的创新 、应用工
作对企业创造的直接经济效益 ，以及对社会和人类生活所作的积极贡献 。 评选的程序相
当严格 ，竞争也非常激烈 。 全世界各个国家的科学家和企业家都可以申请这一奖项 ，如
２００２年有 ３０多个项目进入了初评 。经过严格的筛选 ，法国标致汽车公司 、美国糖果制造
巨商玛氏公司 、美国大陆航空公司 、德国雷纳尼亚（Rhenania catalog house） 、美国迅达电
梯公司 ，以及美国先正达农业企业得到提名 ，进入终评 。 在这 ６ 个项目的激烈角逐后 ，于
刚教授领导的项目小组由于在大陆航空公司等民用航空企业所创造的实实在在的经济效

益和对社会和人们生活所作出的贡献 ，成为 ２００２年度大奖的获得者 。于刚教授提交的项
目内容主要是当民航班机受到各种干扰之后 ，航班机组人员如何以最快的时间和最佳的
组合来使航班恢复正常运营 。他领导开发的实时决策支持系统多年来已在美国的联合航
空公司 、大陆航空公司 、西北航空公司和西南航空公司运行 。这些系统在一系列影响航班
正常运营的重大事件时起到了极大的作用 ，如 ２０００年 １２月和 ２００１年 ３月美国北部的暴
风雪 、２００１年休斯敦的大洪水 ，这些对航班运营和管理所造成的重大影响都在于刚教授
所领导开发的系统的支持下 ，将损失降到最低程度 。特别是对于 ２００１年“９ · １１ 事件”所
造成的影响 ，于刚教授和他创办的 CALEB公司为美国大陆航空公司挽回了至少 ３０００ 万
美元的损失 。而他在 ２００１年全年为该公司所创造的实际价值就超过了 ６０００ 万美元［１２］ 。
下面我们再介绍 ２００８年度的 ６个最终提名奖以及该年度大奖获得者荷兰铁路及其主要
成果［１３ ，１４］ 。

１） 美国联邦航空局（Federal Aviation Administration ，FAA）
（１） 所提出报奖项目 ：空域流的规划“Airspace Flow Programs”（AFP） 。
（２） 问题 ：联邦航空局经常发现由于天气不好使飞行空域的能力下降 ，局里希望在保

证安全的前提下要求有效的管理 ，使整个空中交通量被打断得最少 。而在 ２００６年 ６月前
局里还缺少一个合适的工具 。

（３） 运筹学解决方法 ：２００６年 ６月 ，局里采用了一个叫空域流规划的工具 。这个工具
使局方有能力在拥挤的空域中使每架飞机在地面延误减少 ，使得在空域中飞行转移数保
持在一个可接受的水平 。

（４） 价值 ：分析表明在 ２００６年有 １９天 、２００７ 年有 ２５ 天用来对付恶劣的天气 。 最终
每天可减少近 ２７０万美元的延误费 。这样在 ２００６年得益 ５０５０万美元 ，２００７年得益 ６７５０
万美元 ，而开发整个软件却少于 ２００万美元 。

２） 荷兰铁路（Netherlands Railways）
荷兰铁路是欧洲最忙的铁路 。
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（１） 所提出报奖项目 ：荷兰火车新时刻表 ：一场运筹学革命“The New Dutch Timeta唱
ble ：The O畅R畅Revolution” 。最后该提名奖获得 ２００８年年度大奖 。

（２） 问题 ：到 ２００６ 年 ，荷兰的铁路从 １９７０ 年的 ８０ 亿人千米增加到 １５４ 亿人千米 。
在不改变时刻表的结构情况下 ，要求计划有更多的火车发出 。 ２００６ 年 ，荷兰铁路要求开
发一个新的时刻表 。

（３） 运筹学解决方法 ：运筹学工作者构建了一个改进的 、循环的时刻表 ，它每一小时
可以重复 。构造这样的时刻表是需要求解一个复杂的组合优化问题 ，设计了 ４ 个求解程
序 ：① CADANS求解网络时刻表问题 ；② STA TIONS 找出火车通过各个站时详细的路
径 ；③ ROSA 处理铁路车辆的周转 ；④ TURNI对乘员的时刻表安排 。

（４） 价值 ：从 ２００７年对旅客数进行全时的记录 。 随着最大的时刻表的改进 ，旅客数
增加了 １０ ％ ～ １５ ％ 。在时刻表的规定时间内 ，火车准点到达率（指误差在 ３min 之内）从
２００６年的 ８４畅８ ％提高到了 ２００７年的 ８７畅０ ％ 。调查表明 ，公众意见很快从负面转向正面
肯定 ，每年增加了 ４０００万欧元的利润 。估计明年可增加到 １ 亿零 ５００ 万欧元 ，在现有网
络下还有可能减少拥堵和污染 。

３） 挪威国家石油海德罗（StatoilHydro）
挪威国家石油海德罗是一家挪威能源公司 ，由挪威国家石油和挪威海德罗公司油气

部门于 ２００７年合并建立 。它是世界上最大的离岸石油天然气公司 ，也是北欧地区收入最
高的公司 。公司生产点分布在 １８个国家 ，销售则在 ８个国家进行 。

（１） 所提出报奖项目 ：优化北海的天然气海岸管道系统“Optimizing the Offshore
Pipeline System for Natural Gas in the North Sea” 。

（２） 问题 ：挪威大陆架上的天然气运输网络是世界上最大的海岸管道系统 。 它承担
着欧洲 １５ ％的天然气流量 。公司希望保证天然气的供应安全 ，要求为管道的网络的分析
和最佳运行提供一个更好的工具 。

（３） 运筹学解决方法 ：运筹学工作者开发了一个被称为 GassOpt 的工具 ，它用于提供
中长期计划的决策支持 ，内容涉及核定天然气质量范围 ，检查不同天然气流混合的可能方
案 ，支持在保证天然气的质与量的情况下 ，年运行和维修计划的制订 。

（４） 价值 ：这个运筹学工具为系统运行提供了模型 ，应用它累计节省了大约 １８ 亿
美元 。

４） 瑞典斯德哥尔摩市
（１） 所提出报奖项目 ：运筹学改进社会医疗和家庭帮助的质量和效率“Operations

Research（O畅R畅 ）Improves Quality and Efficiency in Social Care and Home Help” 。
（２） 问题 ：由于瑞典老年人口占总人口比例越来越大 ，老年医疗系统面临的耗费日

增 。瑞典的体制是靠公共财政支出 ，到 ２００５年 ，纳税人已为之支付 １３０亿美元 ，经费主要
用于调度去家庭帮助照顾的工人以满足病人的各种需求 。

（３） 运筹学解决方法 ：在 ２００２年 ，为瑞典 Danderyd市曾开发了一个利用运筹学的模
型 ，叫 Laps Care的系统 ，后来在瑞典将近 ２００个单位使用 。到 ２００６ 年 ，在斯德哥尔摩市
全部采用 。
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　 　 （４） 价值 ：将近 ２００多个单位每天都在用来规划近 ４０００个家庭医疗人员的调度和指
定路程 ，运行效率提高了 １０ ％ ～ １５ ％ 。 这相当于每年节省 ２０００ 万 ～ ３０００ 万欧元 。 在
２００８年应用单位将会超过 １２００个 ，涉及雇员将近 ２ 万人 ，中等的估计可节省 ７５００ 万 ～
１亿零 ５００万美元 。

５） 美国环境保护署（The U畅 S畅Environmental Protection Agency）
（１） 所提出报奖项目 ：减少美国饮水系统的安全风险“Reducing Security Risks in

American Drinking Water Systems” 。
（２） 问题 ：横跨美国的饮水系统的物理布局极易受恐怖活动的损害 ，如毒剂的污染可

以导致大量的伤亡事故和经济损失 。
（３） 运筹学解决方法 ：作为威胁效果致命性评估（ threat ensemble vulnerability as唱

sessment ，TEVA）研究计划的一部分 ，开发了一个传感器布放优化工具 TEVA唱SPOT ，它
使用的整数规划启发式算法可用于设计污染警报系统 ，它可以很快地侦察出可能的恐怖
行动 ，以及其他对国家水供应的威胁 。

（４） 价值 ：美国环境保护署已经开发了的 TEVA唱SPOT 软件工具可用于很多大型设
备 ，也为 ８个大型设备设计了污染警报系统 。 一些超过上百万用户的市也应用该软件工
具 ，这个工具可以在台式计算机上运算 ，时间从几分到几小时 。设计好的污染警报系统可
以减少恐怖威胁对健康的影响达 ９０ ％ ，且可以减少数十亿美元的经济损失 。

６） 施乐（Xerox）
（１） 所提出报奖项目 ：精益文件生产唱印刷工业的生产率大幅度地改进“LDP Lean

Document Production眘 唱Dramatic Productivity Improvements for the Printing Industry” 。
（２） 问题 ：在美国 ，每年印刷工业产生价值达上千亿美元 ，但是生产实践表明 ，随着需

求的增加 ，品种增多且工序复杂 ，已经跟不上形势 ，其结果是印刷厂生产率和效率十分
低下 。

（３） 运筹学解决方法 ：施乐的精益文件生产是一种基于模拟的印刷生产运行框架 ，它
利用自治小组的概念和层次动态时间表结构来安排任务的路径和过程 。

（４） 价值 ：施乐的精益文件生产使生产率提高 ，成本减少 。 实施至今已提高生产率
４０ ％ ，劳动力节省了 ２０ ％ ，循环时间减少超过 ５０ ％ 。 自从用了施乐的精益文件生产
后 ，给施乐带来的利润约 ２ 亿美元 。 此外 ，施乐由此而申请的专利有 ４８ 项 ，其中 １１ 项
已经发表 。

中国的运筹学在 ２０世纪 ５０年代就有了很好的应用 ，其中最著名的“粮食调运” 、“打
麦场设计” 、“中国邮路问题”是典型的成果 。当时发现了粮食部门调度系统职工自己发明
的图上作业法快速简便 ，其结果与西方的运输问题解出的一样 ，后来中国学者又集体地证
明了图上作业法在数学上的正确性 。中国邮路问题受到国际上的关注和认可 。中国的农
业运筹学应用也受到了国际同行的称颂 。在 ６０年代 ，华罗庚在全国各地推广的优选法和
统筹法又走出了一条发动群众来搞运筹学的出色的应用范例 。 顾基发在 １９７５ 年的国际
运筹学协会年会上介绍优选法在中国的应用 ，受到与会代表很高的赞誉 ，因为没有一种运
筹学方法在国际上能得到这么多普通群众如此广泛的认同和应用 。自从国际运筹学协会
１９８７年设立发展中国家的运筹学奖（简称“运筹学进展奖”）后 ，中国已有王毓云的论文
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“中国黄淮海的农业与资源的布局与发展”获提名奖（１９８７） ，章祥逊 、崔晋川的论文“中国
经济信息系统的项目评估系统”获一等奖（１９９６） ，刘光中 、徐玖平等的论文“长江上游生态
发展”获二等奖（１９９６） ，陈锡康等的“中国粮食产量预测”获一等奖（１９９９） ，赵庆桢 、王长
钰等的“运筹学在农业管理中的应用”获二等奖（１９９９） ，沈吟东 、夏家宏的“基于区域运
营模式的北京公交集团整体公交调度计划”获二等奖（２００５）［１５］ 。 ２０００ 年 ，刘源张获亚
太质量组织授予的“哈灵顿唱石川”奖 ，以表彰他在理论与实践上为质量工程和管理所作
的贡献 。

近年来 ，中国运筹学工作者继续坚持运筹学研究与经济建设等重大问题紧密结合 。
例如 ，在山东省与大连市经济发展计划的制订 ，兰州铁路局铁路运输的优化安排 ，中外合
资经营项目的经济评价 ，若干国家重大工程中的综合风险分析等方面 ，中国运筹学工作者
都发挥了积极作用 。此外 ，他们还关注到信息科学 、生命科学等现代高科技中一些运筹学
起作用的新的工作方向 。例如 ，将全局最优化 、图论 、神经网络等运筹学理论及方法应用
于分子生物信息学中的 DNA 与蛋白质序列比较 、芯片测试 、生物进化分析 、蛋白质结构
预测等问题的研究 ；在金融管理方面 ，将优化及决策分析方法应用于金融风险控制与管
理 、资产评估与定价分析模型等 ；在网络管理上 ，利用随机过程方法 ，研究排队网络的数量
指标分析 ；在供应链管理问题中 ，利用随机动态规划模型 ，研究多重决策最优策略的计算
方法 。在这些重要的新方向上 ，中国运筹学工作者都取得了可喜的进展及成绩 ，其中有一
些成果已进入国际先进水平的行列 。［１６］
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第一章 　线 性 规 划

线性规划（linear programming）是运筹学的一个重要分支 。 它是由于生产中计划安
排 、资源分配及军事后勤等实际问题需要而形成的一类规划方法 。 １９３９ 年 ，苏联数学家
康托洛维奇（L畅 V畅 Kantorovich）最早发表了枟生产组织与计划中的数学方法枠一书 ① ，首次
提出了用线性方程表达的优化问题 ，并提出一种称解乘数的方法来求解这类问题 。 以后
美国学者希奇柯克（F畅 L畅 Hitchcock ，１９４０） ②和柯普曼（T畅 C畅 Koopman ，１９４９） ③又独立地

提出了运输问题 ，也是用线性方程表达的优化问题 。 特别是美国学者丹齐克为了帮助空
军解决一些后勤运输 、训练 、人员安排等军事上称为“programming”方面的问题 ，而用更
完整的数学形式表达出来 ，后来柯普曼在 １９４８ 年丹齐克访问美国著名的顾问公司“兰得
公司”（RAND Corporation）时 ，就称之为线性规划 。 丹齐克特别提出了单纯形法来求解
这类规划问题 ④ ，由此线性规划在理论上趋向成熟 。 １９６３ 年丹齐克写成 L inear P ro唱
gramming and Ex tension一书 。线性规划的算法后来也有不少新的发展 ，不过基本上是
以单纯形法为核心作出不同的改进而已 。线性规划的计算需要计算机的帮助 ，随着应用
范围越来越宽 ，问题的规模越来越大 ，解线性规划问题所占的机时越来越多 ，有一个说法
是它占了计算机算题所有机时的一半 。但是有人后来发现从计算复杂性角度来研究 ，线
性规划问题单纯形法也可能会是属于非多项式算法 ，这样随着求解问题的规模增大 ，计算
时间会以指数增长 。 １９７９年 ，苏联年轻的科学家哈奇扬（L畅 Khachian）提出了解线性规划
的一个新算法 ——— “椭球法” ，而且理论上证明是多项式算法 ，但是实际计算时发现椭球法
并不理想 ，还不如单纯形法好用 。 １９８４ 年 ，在美国贝尔实验室工作的印度科学家卡玛卡
（N畅 Karmarkar）提出了另一个新的多项式算法 ——— “投影梯度法” ，有人称它内点法 ，也称
Karmarkar 算法 ，其计算速度比单纯形法快数十倍 ，这使得线性规划问题无论在理论上还
是在算法上都取得了重大的进展 ，只是方法的程序一直不肯公开 ，因此目前国际上大家仍
然首推单纯形法 ，而且它的计算机软件较为公开好用 。

线性规划通常研究资源的最优利用 、设备的最佳运行等问题 。例如 ，当任务或目标确
定后 ，如何统筹兼顾 ，合理安排 ，用最少的资源（如资金 、设备 、原材料 、人工 、时间等）去完
成确定的任务和目标 ；企业在一定的资源条件限制下 ，如何组织安排生产获得最好的经济
效益 。

①

②

③

④
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Physics ，１９４０ ，２０ ：２２４ ～ ２３０ ．

Koopman T C ．Optimum u tiliza tion of the t ranspor tation sys tem ．Proceedings of the In ternational S ta tis tical
Conferences ，１９４９ ，５ ：１３６ ～ １４５ ．
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从数学上讲 ，线性规划是研究线性不等式组的理论 ，或者说是研究线性方程组非负解
的理论 ，或者说是研究（高维空间中）凸多面体的理论 ，是线性代数的应用和发展 。从经济
应用讲 ，它推动了应用 ，也推动了经济理论的发展 。康托洛维奇和柯普曼在 １９７５ 年都获
得了诺贝尔经济奖 。因为没有诺贝尔数学奖 ，丹齐克在 １９７５年获得了运筹学的冯 · 诺依
曼奖 ，在 １９７６年获得美国总统的国家科学奖等多项大奖 。

第一节 　线性规划问题及其数学模型

一 、线性规划问题的实例

【例 1畅1】 　资源利用问题 。
某工厂计划期内要安排生产 A 、B 两种产品 。 已知生产单位产品的利润与所需的劳

动力 、设备台时及原材料的消耗 ，见表 １畅１ 。问该厂应如何组织生产才能使获利最大 ？

表 1畅1 　单位产品的利润与所需的劳动力 、设备台时及原材料的消耗

产品 A 产品 B 资源限制

劳动力／工时 ９ ４ ３６０

设备台时 ４ ５ ２００

原材料／kg ３ １０ ３００

利润／（元／件） ７０ １２０

解 　将一个实际问题转化为线性规划模型 ，通常有以下几个步骤 。
（１） 确定决策变量（decision variable） 。 决策变量是模型所要决定的未知量 ，也是模

型最重要的参数 。这里 ，工厂要确定各种产品的生产数量 ，因此可设 x１ ，x２ 分别表示工厂
在计划期内生产产品 A 、B的产量 。

（２） 确定目标函数（objective function） 。 目标函数就是将决策者所追求的目标表示
为决策变量的函数 。它决定了线性规划优化的方向 ，是线性规划的重要组成部分 。 这里
追求所获利润 S应是最大（maximize ，简写为 max） 。

max 　 S ＝ ７０ x１ ＋ １２０ x２

　 　 （３） 确定约束条件（constraint conditions） 。 考虑到劳动力总工时 ，设备允许加工的
台时和原材料资源的限制等都会有一定的约束 ，这些约束条件可用含有决策变量的等式
或不等式表示 ，参照表 １畅１的数值有

９ x１ ＋ ４ x２ ≤ ３６０
４ x１ ＋ ５ x２ ≤ ２００
３ x１ ＋ １０ x２ ≤ ３００

　 　 （４） 变量非负限制（nonnegative constraint） 。 一般情况 ，决策变量只取正值（非负
值） ：x１ ≥ ０ ，x２ ≥ ０ 。

综上所述 ，满足所有条件（subject to ，简写为 s畅 t畅）下求利润最大可得到如下数学模型 ：
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max S ＝ ７０ x１ ＋ １２０ x２
s畅 t畅 ９ x１ ＋ ４ x２ ≤ ３６０

４ x１ ＋ ５ x２ ≤ ２００
３ x１ ＋ １０ x２ ≤ ３００
x１ ，x２ ≥ ０

　 　目标函数是线性函数 ，约束条件是线性等式和不等式 ，这样的模型称为线性规划的数学
模型 ，它一般由决策变量 、约束条件 、目标函数三个部分组成 ，也称为线性规划的三要素 。

【例 1畅2】 　营养配餐问题 。
假定一个成年人每天需要从食物中获得 ３０００ 千卡（１ 卡 ＝ ４畅 １８６８ 焦尔）的热量 、５５

克的蛋白质和 ８００毫克的钙 。如果市场上只有 ４ 种食品可供选择 ，它们每千克所含的热
量 、营养成分和市场价格见表 １畅２ 。问如何选择才能在满足营养的前提下使购买食品的
费用最小 ？

表 1畅2 　四种食品所含的热量 、营养成分和市场价格

序 　 号 食品名称 热量／千卡 蛋白质／克 钙／毫克 价格／元

１ 猪肉 １０００ ５０ ４００ １４

２ 鸡蛋 ８００ ６０ ２００ ６

３ 大米 ９００ ２０ ３００ ３

４ 白菜 ２００ １０ ５００ ２

解 　设 x j 为第 j 种食品每天的购入量 ，在满足热量和其他营养成分前提下 ，要求所
付购买食品费用最小（minimize ，简写为 min） ，则配餐问题的线性规划模型为

min Z ＝ １４ x１ ＋ ６ x２ ＋ ３ x３ ＋ ２ x４
s畅 t畅 １０００ x１ ＋ ８００ x２ ＋ ９００ x３ ＋ ２００ x４ ≥ ３０００

５０ x１ ＋ ６０ x２ ＋ ２０ x３ ＋ １０ x４ ≥ ５５
４００ x１ ＋ ２００ x２ ＋ ３００ x３ ＋ ５００ x４ ≥ ８００
x１ ，x２ ，x３ ，x４ ≥ ０

　 　 【例 1畅3】 　投资证券组合问题 。
某人有一笔 ５０万元的资金可用于长期投资 ，可供选择的投资机会包括购买国库券 、

公司债券 ，投资房地产 ，购买股票或银行保值储蓄等 。 不同的投资方式的具体参数见表
１畅３ 。投资者希望投资组合的平均年限不超过 ５年 ，平均的期望年收益率不低于 １３ ％ ，平
均风险系数不超过 ４ ，平均收益的增长潜力不低于 １０ ％ 。问在满足上述要求的前提下 ，投
资者该如何选择投资组合使平均年收益率最高 。

表 1畅3 　不同的投资方式的具体参数
序 　 号 投资方式 投资年限／年 年收益率／ ％ 风险系数 增长潜力／ ％

１ 国库券 ３ １１ １ ０

２ 公司债券 １０ １５ ３ １５

３ 房地产 ６ ２５ ８ ３０

４ 股票 ２ ２０ ６ ２０

·５１·第一章 　线 性 规 划



续表

序 　 号 投资方式 投资年限／年 年收益率／ ％ 风险系数 增长潜力／ ％

５ 短期存款 １ １０ １ ５

６ 长期储蓄 ５ １２ ２ １０

７ 现金存款 ０ ３ ０ ０

解 　设 x i 为第 i 种投资方式在总投资额中的比例 ，则模型如下 ：
max S ＝ １１ x１ ＋ １５ x２ ＋ ２５ x３ ＋ ２０ x４ ＋ １０ x５ ＋ １２ x６ ＋ ３ x７
s畅 t畅 ３ x１ ＋ １０ x２ ＋ ６ x３ ＋ ２ x４ ＋ x５ ＋ ５ x６ ≤ ５

１１ x１ ＋ １５ x２ ＋ ２５ x３ ＋ ２０ x４ ＋ １０ x５ ＋ １２ x６ ＋ ３ x７ ≥ １３
x１ ＋ ３ x２ ＋ ８ x３ ＋ ６ x４ ＋ x５ ＋ ２ x６ ≤ ４
１５ x２ ＋ ３０ x３ ＋ ２０ x４ ＋ ５ x５ ＋ １０ x６ ≥ １０
x１ ＋ x２ ＋ x３ ＋ x４ ＋ x５ ＋ x６ ＋ x７ ＝ １
x１ ，x２ ，x３ ，x４ ，x５ ，x６ ，x７ ≥ ０

　 　模型的目标函数反映的是平均年收益率最大 ，前 ４个约束分别是对投资年限 、平均收
益率 、风险系数和增长潜力的限制 ，最后一个约束是全部投资比例的总和 ，必须等于 １ 。

二 、线性规划问题的数学模型

上述例子的共同点是 ：求一组非负变量 ，满足一定的约束条件（该条件是线性方程组
或线性不等式组） ，使一个线性函数取得极值（最大或最小） ，这样的问题称为线性规划问
题 ，其数学模型一般为如下形式 ：

max（min） S ＝ c１ x１ ＋ c２ x２ ＋ … ＋ cn x n
s畅 t畅 a１１ x１ ＋ a１２ x２ ＋ … ＋ a１ n x n ≤ （ ＝ ， ≥ ）b１

a２１ x１ ＋ a２２ x２ ＋ … ＋ a２ n x n ≤ （ ＝ ， ≥ ）b２
… …
am１ x１ ＋ am２ x２ ＋ … ＋ amn x n ≤ （ ＝ ， ≥ ）bm
x１ ，x２ ，… ，xn ≥ ０

　 　一般来说 ，一个问题是否能化成线性规划问题来求解 ，需符合如下 ４个假定 ：
（１） 比例性假定 ：决策变量的变化所引起的目标函数的改变量和决策变量的改变量

成比例 ，同样 ，每个决策变量的变化所引起的约束方程左端值的改变量和该变量的改变量
成比例 。

（２） 可加性假定 ：每个决策变量对目标函数和约束方程的影响是独立于其他变量的 ，
目标函数值是每个决策变量对目标函数贡献的总和 。

（３） 连续性假定 ：线性规划问题中的决策变量应取连续值 。
（４） 确定性假定 ：线性规划问题中的所有参数都是确定的参数 ，线性规划问题不包含

随机因素 。

三 、线性规划问题的标准形式

为讨论的方便起见 ，人们将下列形式规定为线性规划问题的标准形式 ，其表示方式有
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３种 。
线性规划标准问题的一般形式

max S ＝ c１ x１ ＋ c２ x２ ＋ … ＋ cn x n
s畅 t畅 a１１ x１ ＋ a１２ x２ ＋ … ＋ a１ n x n ＝ b１

a２１ x１ ＋ a２２ x２ ＋ … ＋ a２ n x n ＝ b２
… …
am１ x１ ＋ am２ x２ ＋ … ＋ amn x n ＝ bm
x１ ，x２ ，… ，xn ≥ ０

其中 ，bi ≥ ０ ，i ＝ １ ，２ ，… ，m 。
线性规划标准问题的简缩形式

max S ＝ ∑
n

j ＝ １
cj x j

s畅 t畅 ∑
n

j ＝ １
ai j x j ＝ bi ，i ＝ １ ，２ ，… ，n

x j ≥ ０ ，j ＝ １ ，２ ，… ，m
线性规划标准问题的矩阵形式

max S ＝ CX
s畅 t畅 AX ＝ b

X ≥ ０
其中

A ＝

a１１ a１２ … a１ n
a２１ a２２ … a２ n
  
am１ am２ … amn

，　 b ＝

b１
b２

bn

CT ＝

c１
c２

cn

，　 X ＝

x１
x２

xn

，　 O ＝

０
０

０

四 、线性规划问题的标准化

非标准型的线性规划问题化为标准型线性规划问题的处理方法有以下几种情况 ：
（１） 若目标函数是求最小值 min 　 Z ＝ CX ，令 S ＝ － Z ，则 max 　 S ＝ － CX 。因此 ，只

需要改变目标函数的符号就可以在最大与最小之间转换 。
（２） 若约束条件是不等式 ，只需要在约束条件中加上或减去一个松弛变量就可以化

为等式约束 。
① 若约束条件是“ ≤ ”不等式 ，则

∑
n

j ＝ １
ai j x j ＋ y i ＝ bi
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