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内 容 简 介
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答案。

本书可作为高等工科院校力学、机械、土建及航空类专业的教材，也可
作为上述各专业函授、电大的教材及科技工作者的参考书。
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前　　言

根据教育部“面向 ２１世纪力学系列课程教学内容与体系改革的研究与实践”
项目及“国家工科基础课程——力学教学基地”建设的要求，我们组织编写了模块

化教材枟材料力学枠（Ｉ）、（ＩＩ），经过几年的教学实践，数易其稿，现在呈现给广大读

者。
教材是课程教学内容和课程体系改革的核心。多年来，老师们在材料力学教材

建设方面付出了辛勤的劳动。 １９９１ 年张剑英教授等编写了枟材料力学枠教材。 几经

试用后，在广泛征求师生意见的基础上，于 １９９４ 年由郑斯滔教授主持，对 １９９１ 年

版枟材料力学枠教材作了重大修改并再版，同时编写了枟材料力学解题指导枠。这些教

材与枟材料力学四选一题集枠、枟材料力学实验枠组成了一套完整的多学时材料力学

课程教材体系。 １９９７ 年，根据原国家教委“面向 ２１世纪力学系列课程教学内容与

体系改革的研究与实践”立项研究的要求，为适应新形势，组织了模块化教材的编

写工作，经过近年来大范围、多专业的教学实践，取得了丰富的经验。这套教材就是

在此基础上编写而成的。
新的模块化枟材料力学枠教材包括枟材料力学枠（Ｉ）基础模块、枟材料力学枠（ＩＩ）拓

展模块和拟议中的枟材料力学枠（ＩＩＩ）研究模块。 枟材料力学枠（ＩＩＩ）主要阐述材料力学

中的新材料、新理论、新方法，因要贴近学科前沿，适合采用讲座形式介绍，故只能

以讲义形式使用。
高等院校的教材应担当起高素质人才培育的责任。 教材不仅要帮助学生学会

学习、学会创新，而且要寓“思”于教材，寓“观”于教材，努力培养基础扎实、知识面

宽、能力强、素质高的具有创新精神的高级人才。在编写这套教材中，我们注重对学

生分析问题和解决工程实际问题能力的培养，注意实验技能的训练，为此专列了

“实验应力分析概况”一章。 在实验方法及叙述中，尽可能与国标统一，使得设计及

试验规范统一；突破枟材料力学枠基本假设的限制，除引用一些非线性例题以拓展知

识面外，还撰写了“超过弹性极限后材料的变形与强度”，并对非连续体及各向异性

体的力学性质作了简要的阐述。
为推进教学方法和教学手段的改革，应把教师的主导作用和学生的主体作用

有机地结合起来，这是教学过程中处理教与学的基本原则。这一原则要求我们必须

积极探索启发式教学、探索充分调动学生积极性和主动性的教学方法。用哲学的视

角对科学技术知识中一些重要且基本的科学技术规律、概念、方法等做出某种哲理

性的点拨，并在思考题、习题中加以体现，启发和促进学生在学习科学技术知识的



同时，学会运用科学的思维方法。 本书力图在启发学生的主动思维、揭示本课程的

学习规律上有所创新和突破。 为了便于学生掌握教材内容和教师组织教学时有灵

活的选择性，书中给出了较多的例题，并着重阐述了解题的思路；同时各章后配有

思考题和习题。
枟材料力学枠（Ｉ）的主要内容包括：绪论、拉伸与压缩、剪切、扭转、弯曲内力、弯

曲应力、弯曲变形、应力状态及应变状态分析、强度理论、组合变形时的强度计算、
压杆稳定及附录等，可供 ４０～６０ 学时的工科院校相关专业选修。 其中第 １、２、３ 章

及附录由苟文选编写，第 ４章由王安强编写，第 ５、６、７ 章由高雅丽、苟文选编写，第
８、９、１０章由金保森编写，第 １１章由王锋会编写。

枟材料力学枠（ＩＩ）主要内容包括：能量原理在杆件位移分析中的应用、能量原理

在求解超静定结构中的应用、动载荷、疲劳强度、扭转及弯曲问题的进一步研究、超
过弹性极限材料的变形与强度、材料力学行为的进一步认识、实验应力分析概况等

内容。 作为拓展模块供力学、机械、建工、航空等各专业选修。 其中第 １、２、３ 章由卫

丰编写，第 ４章由王锋会编写，第 ５ 章由苟文选编写，第 ６章由张克实编写，第 ７ 章

由矫桂琼编写，第 ８章由金保森、苟文选编写。 王安强博士用计算机绘制了全书的

插图。
全书由苟文选任主编，金保森、卫丰任副主编。
郑斯滔教授和原国家教委工科课程指导委员会委员俞茂宏教授在百忙中审阅

了全部书稿，并提出了精辟珍贵的修改意见；西北工业大学教务处教材科的领导和

力学与土木建筑学院的领导对本书的出版给予了大力支持，在此一并表示衷心的

感谢。
力学系列课程教学内容和课程体系改革是一项重大课题，限于编者的水平，教

材中难免有疏漏和不妥之处，希望使用本教材的广大师生及其他读者提出批评意

见，以利于教材质量的进一步提高。

编　者

２００４ 年 １０ 月

　· ｉｉ· 　　　　　　　　　　　　　　材料力学（ＩＩ）　　　　　　　　　　　　　　　　　



主要使用的量和单位

分类 符　　号 名　　称 国际单位 备　　注

外
　　
力

F 集中载荷 Ｎ ，ｋＮ １ｋｇ ｆ＝９．８１Ｎ
q 分布载荷集度 Ｎ／ｍ ，ｋＮ／ｍ １ｋｇ ｆ／ｍ＝９．８１Ｎ／ｍ
M ，M ｅ 外力偶矩 Ｎ · ｍ ，ｋＮ · ｍ １ｋｇ ｆ· ｍ＝９．８１Ｎ · ｍ
F ａｆ 附加力 Ｎ ，ｋＮ
M ａｆ，T ａｆ 附加力偶矩 Ｎ · ｍ ，ｋＮ · ｍ
F Ｒ 约束反力 Ｎ ，ｋＮ
F A （F A x，F A y） A 点处的支座反力 Ｎ ，ｋＮ
F ｄ 动载荷 Ｎ ，ｋＮ

内
　　
力

F Ｎ 轴力 Ｎ ，ｋＮ
F ｓ ，F ｓy ，F ｓz 剪力 Ｎ ，ｋＮ
M y，M x 弯矩 Ｎ · ｍ ，ｋＮ · ｍ
T ，T x 扭矩 Ｎ · ｍ ，ｋＮ · ｍ
F Ｎ 单位力引起的轴力 Ｎ ，ｋＮ
F ｓ 单位力引起的剪力 Ｎ ，ｋＮ
M ，M y，M z 单位力引起的弯矩 Ｎ · ｍ ，ｋＮ · ｍ
T 单位力引起的扭矩 Ｎ · ｍ ，ｋＮ · ｍ
M ｅ，T ｅ 弹性极限弯矩、扭矩 Ｎ · ｍ ，ｋＮ · ｍ
M ｐ，T ｐ 塑性极限弯矩、扭矩 Ｎ · ｍ ，ｋＮ · ｍ

应
　
力

　ヽ
应
　
变

　ヽ
位
　
移

σ 正应力 Ｐａ ，Ｍ Ｐａ １Ｐａ＝１Ｎ／ｍ ２

τ 切应力 Ｐａ ，Ｍ Ｐａ １ｋＰａ＝１０３Ｐａ
σｍａ ｘ 最大正应力 Ｐａ ，Ｍ Ｐａ １Ｍ Ｐａ＝１０６Ｐ ａ
σｍｉｎ 最小正应力 Ｐａ ，Ｍ Ｐａ １ＧＰａ＝１０９Ｐａ
σｍ 平均应力 Ｐａ ，Ｍ Ｐａ １Ｍ Ｐａ＝１Ｎ／ｍｍ ２

σａ 应力幅 Ｐａ ，Ｍ Ｐａ
σr 循环特征为 r 的疲劳极限 Ｐａ ，Ｍ Ｐａ
σ－１ 对称循环的疲劳极限 Ｐａ ，Ｍ Ｐａ
σｓ ｔ 静应力 Ｐａ ，Ｍ Ｐａ



续表

分类 符　　号 名　　称 国际单位 备　　注

应
　
力

应ヽ
　
变

位ヽ
　
移

σｄ 动应力 Ｐａ ，Ｍ Ｐａ
（σ－１） ｄ，（τ－ １） ｄ 光滑试样的疲劳极限 Ｐａ ，Ｍ Ｐａ
（σ－１） ｋ，（τ－１） ｋ 有应力集中的疲劳极限 Ｐａ ，Ｍ Ｐａ
ε 线应变

Δ，δ 广义位移 ｍｍ ，ｒａｄ
δ ij 单位力引起的位移 ｍｍ ，ｍ
Δｓ ｔ 冲击点静位移 ｍｍ ，ｍ
Δｄ 动位移 ｍｍ ，ｍ

材
　
　
料
　
　
特
　
　
性
　　
等

σｕ 极限应力 Ｐａ ，Ｍ Ｐａ
［σ］ 许用应力 Ｐａ ，Ｍ Ｐａ
［σｔ ］，［σｃ］ 拉伸 、压缩许用应力 Ｐａ ，Ｍ Ｐａ
E 弹性模量 （杨氏模量 ） ＧＰａ
G 切变模量 ＧＰａ
［σ－１］ 对称循环的许用应力 Ｐａ ，Ｍ Ｐａ
N 累积循环次数、疲劳寿命

K 应力强度因子、应力集中因数 Ｎ · ｍ － ３２

K Ｃ，K ＩＣ 平面应力 、平面应变断裂韧度 Ｎ · ｍ － ３２

A 弯曲中心

e 偏心距 ｍｍ
αｋ 材料的冲击韧度 Ｊ／ｍｍ ２
K σ，K τ 有效应力集中因数

εσ，ετ 尺寸因数

β 表面质量因数

ψσ，ψτ 不对称循环敏感因数

nσ 构件的工作安全因数

W 功 Ｊ １Ｊ＝１Ｎ· ｍ
V ｓ 应变能 Ｊ
v ｓ 应变能密度 Ｊ／ｍｍ ３
r 循环特征 （应力比）
ω 角速度 ｒ ａｄ／ｓ
α 角加速度 ｒ ａｄ／ｓ ２
v 速度 ｍ／ｓ

　· ｉｖ· 　　　　　　　　　　　　　　材料力学（ＩＩ）　　　　　　　　　　　　　　　　　



续表

分类 符　　号 名　　称 国际单位 备　　注

材
　
料
　
特
　
性
　
等

a 加速度 ｍ／ｓ ２
g 重力加速度 ｍ／ｓ ２
K ｄ 动荷因数

E 能（量） Ｊ
E Ｐ （V ） 势能 ，位能 Ｊ
E Ｋ （T ） 动能 Ｊ

　　注 ：① 国际单位中的空栏为“无量纲”。
② 主要使用的量和单位表的编写依据是 “中华人民共和国国家标准 ＧＢ／Ｔ ３１００—１９９３ 国际单位制

及其应用”，ＧＢ／Ｔ ３１０１—１９９３ 中“有关量、单位和符号的一般原则”，ＧＢ／Ｔ ３１０２３— １９９３ 中 “力学的量和单

位”。 对标准中无规定的符号，使用依据是高等教育出版社的 “材料力学主要符号表 ”。

　　　　　　　　　　　　　　　主要使用的量和单位　　　　　　　　　　　　　· ｖ·　
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第 １ 章　能量原理在杆件位移分析中的应用

１１　杆件应变能

　　在工程结构分析中，经常需要计算结构和构件的变形。 使用一般的方法，如积

分法，变形计算时需要分析结构和构件的具体变形形式，需要大量的计算工作。 特

别是对于刚架、桁架和曲杆等变形复杂的超静定结构，一般方法根本无法完成。 工

程上通常采用能量原理完成结构和构件的变形分析。
在固体力学领域，泛指利用功和能的相关定理分析问题的方法为能量方法或

者能量原理。能量原理除了变形和超静定结构分析有广泛的应用之外，也应用于工

程结构的稳定和冲击等问题分析。能量原理在结构或者构件的变形分析中，不涉及

具体的变形过程，因此具有简单和方便等优点。 能量原理的另一个优点是公式统

一，适于编程利用计算机处理。 以能量原理为基础的有限元方法，目前已经成为应

用最为广泛的工程结构分析工具。
能量原理的主要基础为：物体在外力作用下发生变形，因此外力在变形过程中

做功，这一外力功将转化为其他形式的能量。对于弹性物体，由于变形的可逆性，这
个能量转化的过程是相对简单的。 由于弹性变形过程中，可以忽略其他形式的能

量，如动能、热能等的损耗，所以外力功 W 全部转化为应变能 V ｓ 存储于弹性体的

内部。 即

W ＝ V ｓ （１１）
　　在弹性范围内，应变能与外力功是可逆的。这就是说，当外力增加时，外力功可

以转化为应变能存储于弹性体内部，而外力减小时，应变能又可以转化为功。
本章介绍的有关能量法的基本原理和方法，如果没有特别的说明，材料的应力

应变关系满足胡克定理，限于线性弹性问题。 外力为静载荷，即外力从零开始缓慢

地增加直到终值，弹性体在外力的作用下将发生变形，弹性体的变形也从零开始直

到对应的数值。
以下首先分析杆件基本变形的应变能表达形式。

１１１　轴向拉伸或压缩

在线弹性条件下，即应力应变关系满足胡克定理，外力在杆件上所做功在数值

上等于存储于杆件内部的应变能。在枟材料力学枠（Ｉ）的 ２１０节已经证明，拉伸曲线

与横轴所围面积为外力功。因此，如图 １１所示，三角形 O A B 的面积在数值上等于



图 １１
外力所做的功。 有

W ＝ １
２ FΔl （１２）

因为

F Ｎ ＝ F ，　　Δl＝ F Ｎl

E A

根据能量原理公式（１１），则应变能为

V ｓ ＝ １
２ FΔl＝ F

２Ｎ l

２E A
（１３）

式（１３）为等截面直杆在轴力为常量条件下的应变能计算公式。如果杆件为变截面

杆件，或者轴力是变化的，可以考虑 ｄx 微段的应变能为

ｄV ｓ ＝ F
２Ｎ （x）

２E A （x）ｄx

积分可得整个杆件的应变能 V ｓ 为

V ｓ ＝∫
l

F
２Ｎ （x）

２E A （x）ｄx （１４）

１１２　扭转

圆轴扭转时，如果材料应力应变关系处于线弹性范围，则扭矩 T 与扭转角 φ
的关系也是一条直线，如图 １２（ｂ）所示。 仿照杆件拉伸应变能的证明，则变形过程

中扭矩所做的功在数值上等于三角形 O A B 的面积。 有

·２· 材料力学（ＩＩ）



图 １２

W ＝ １２ Tφ （１５）
由于

φ＝ T l
G Iｐ

所以，圆轴扭转应变能 V ｓ 为

V ｓ ＝ １
２ Tφ＝ T

２
l

２G Iｐ
（１６）

　　如果圆轴的扭矩或者极惯性矩沿杆件的轴线为变量，则扭转应变能 V ｓ 为

V ｓ ＝∫l

T
２ （x）２G Iｐ（x）ｄx （１７）

对于非圆截面杆的扭转，则需将式（１７）中截面二次极矩 Iｐ 换为 Iｎ。
１１３　弯曲

首先讨论纯弯曲梁的应变能。 对于等截面梁，设梁的两端面作用弯矩 M ，θ为
两个端面之间的相对转角，如图 １３（ａ）所示。 根据几何关系

θ ＝ l

ρ
由于

１
ρ ＝

M

E Iz

所以

θ＝ M l
E Iz
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图 １３
　　在线弹性条件下，梁的弯矩 M 与端面转角 θ之间的关系曲线也是一条直线，
如图 １３（ｂ）所示。 弯矩 M 所做的功在数值上等于三角形 O A B 的面积。 即

W ＝ １
２ M θ （１８）

图 １４

所以，纯弯曲问题的应变能 V ｓ 为

V ｓ ＝ １
２ M θ ＝ M

２
l

２E Iz

（１９）
　　对于剪切弯曲问题，必须分别考虑弯矩和剪力产生的应变能。 由于剪切弯曲

时，内力弯矩不再是常量，因此取 ｄx 微段，如图 １４（ｂ）所示，则外力功 ｄW 为
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ｄW ＝ １
２ M （x）ｄθ

ｄx 微段的应变能为

ｄV ｓ ＝ １
２ M （x）ｄθ ＝ M

２ （x）ｄx

２E Iz

所以，整个梁的弯曲应变能 V ｓ 为

V ｓ ＝∫l

M
２ （x）ｄx２E Iz

（１１０）
　　对于剪切应变能，可以从剪切应变能密度入手讨论。根据枟材料力学枠（Ｉ），剪切

应变能密度 v ｓ 为

vｓ ＝ １
２ τγ＝

τ２
２G （１１１）

由于在 F ｓ 作用下的切应力为

τ＝ F ｓS 
z

bIz

所以弯曲剪切应变能密度为

v ｓ ＝ １２G
F ｓS 

z

bIz

２

整个梁的剪切应变能 V ｓ 为

　 V ｓ ＝∫
l
v ｓ ｄV ＝∫

l
∫

A

１
２G

F sS

z

bIz

２ｄA ｄx ＝∫
l

F
２ｓ

２G I
２
z
∫

A

S

z

b

２ｄA ｄx （１１２）
设

k＝ A

I
２
z
∫A

S

z

b

２ｄA （１１３）

　　记号 k 只与梁的横截面形状有关，称为剪切形状系数。 对于矩形截面，k＝ ５６ ；
对于圆形截面，k＝１０９ ；薄壁圆环截面，k＝２。 对于其他形状的横截面，剪切形状系

数 k 可以根据公式（１１３）计算。
引用记号 k，则公式（１１２）可以简化为

V ｓ ＝∫
l

kF
２ｓ

２G A
ｄx （１１４）

　　对于细长梁，剪切应变能远小于弯曲应变能，因此作工程结构分析时，一般对

于剪切应变能略去不计。 只有在某些特殊形式下，如工字钢等薄壁截面梁，才需要

考虑剪切应变能。
根据上述分析，由于构件应变能在数值上等于外力功。 在线弹性范围，式

（１２）、式（１５）和式（１８）表示的静载荷外力功可以写作统一表达式
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W ＝ １
２ F δ （１１５）

式中，F 为广义力；而 δ为与广义力对应的位移，称为广义位移。
广义位移是广义力作用点，而且与广义力方向一致的位移。如果广义力为轴力

或者横向力，则广义位移为对应的线位移；如果广义力为力偶，则广义力为对应的

转角。
应该注意，在线弹性条件下，广义力与广义位移之间呈线性关系。 对于非线性

弹性问题，尽管是弹性变形，能量关系（１１）仍然成立，但是应力应变关系不再满足

线性条件，其应变能 V ｓ 计算公式为

V ｓ ＝ W ＝∫
l
F ｄδ （１１６）

　　由于非线性弹性问题，Fδ 曲线不再是直线，因此式（１１６）计算所得应变能的

系数不再是 １２ 。
例 １１　简支梁 A B 在 C 处作用集中力 F ，如图 １５所示。 已知梁的抗弯刚度

E I 为常量，试求梁的应变能 V ｓ，并且计算 C 点的挠度 y C 。

图 １５
解　根据平衡条件∑ M B ＝０和∑ M A ＝０，可得支座反力

F A y ＝ F
b
l
，　　F B y ＝ F

a
l

对于图示坐标系，A C 段弯矩为

M １ （x １ ） ＝ F A y x １ ＝ F
b

l
x １　　（０ ≤ x １ ≤ a）

C B 段弯矩为

M ２ （x ２ ） ＝ F B y x ２ ＝ F
a

l
x ２　　（０ ≤ x ２ ≤ b）

　　由于在梁 A C 和 C B 段弯矩方程是通过不同的函数描述的，因此应用公式

（１１０）计算应变能时，必须分段计算然后求和。 即

V ｓ＝∫l

M
２ （x）ｄx２E I

＝∫a

０
M

２１ （x １ ）ｄx １
２E I

＋∫b

０
M

２２ （x ２ ）ｄx ２
２E I
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＝ １２E I∫a

０ F
b

l
x １

２ｄx １ ＋∫b

０ F
a

l
x ２

２ｄx ２ ＝ F
２
a
２
b
２

６E Il

　　在变形过程中，外力 F 做功为

W ＝ １２ F yC

根据能量原理，W ＝V ｓ，有
yC ＝ F a

２
b
２

３lE I

计算所得的 y C 为正值，表示位移与外力 F 方向一致。
从以上例题的分析中可以看到，由于能量原理应用不涉及变形的具体过程，因

此可以不必采用统一坐标系。 例题中梁的 A C 和 C B 段弯矩是通过不同形式的坐

标系描述的，这对于复杂结构的变形分析更具有优越性。 但是根据上述分析，只有

弹性体作用一个广义力，而且是分析广义力作用点的广义位移才能够直接应用能

量原理。为了能够将能量原理应用于结构和构件的变形分析，必须进一步讨论能量

关系，建立求解变形的能量方法。

１２　杆件应变能的普遍表达形式

本节根据杆件基本变形的应变能表达式，推导杆件应变能的普遍表达形式。对

图 １６

于组合变形杆件，横截面同时作用多个

内力分量，为了方便的讨论，取杆件的

ｄx 微段分析，如图 １６ 所示。
设 ｄx 微段的两端横截面的内力分别

为轴力 F Ｎ （x ）、扭矩 T （x ）、剪力 F ｓ （x ）
和弯矩 M （x），其中剪力产生的应变能

可以忽略不计。上述内力，对于所研究的

对象 ｄx 微段而言均为外力。 设 ｄx 微段

的两个端面的相对轴向位移为ｄ（Δl），相
对扭转角为 ｄφ，相对转角为 ｄθ。 由于 ｄx 微段的上述广义位移是正交的，因此各个

外力所做的功是相互独立的，互不影响。例如，轴力 F Ｎ （x）在相对扭转角 ｄφ和相对

转角 ｄθ上不做功，而扭矩 T （x）和弯矩 M （x）在轴向位移 ｄ（Δl）上也不做功。因此，
外力功为

ｄW ＝ １２ F Ｎ （x）ｄ（Δl） ＋ １２ T （x）ｄφ＋ １２ M （x）ｄθ
上述外力功等于存储于 ｄx 微段内的应变能，因此
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ｄV ｓ＝ ｄW ＝ １
２ F Ｎ （x）ｄ（Δl） ＋ １

２ T （x）ｄφ＋ １
２ M （x）ｄθ

＝ F
２Ｎ （x）
２E A

ｄx ＋ T
２ （x）
２G Iｐ ｄx ＋ M

２ （x）
２E I

ｄx
积分可得整个杆件的应变能为

V ｓ ＝∫
l

F
２Ｎ （x）
２E A

ｄx ＋∫
l

T
２ （x ）
２G Iｐ

ｄx ＋∫
l

M
２ （x）
２E I

ｄx （１１７）
式（１１７）为圆截面杆件的应变能表达式，对于非圆截面杆件，应变能的普遍表达形

式为

　　　 V ｓ ＝∫
l

F
２Ｎ （x）
２E A

ｄx ＋∫
l

T
２ （x）
２G Iｎ

ｄx ＋∫
l

M
２
y （x）
２E Iy

ｄx ＋∫
l

M
２
z （x）
２E Iz

ｄx （１１８）

图 １７

弹性体作用多个外力时，由于构件变

形而外力作用点产生位移，载荷在这一位

移上做功，其数值等于弹性体内部存储的

应变能。 因此也可以利用外力做功求解弹

性体的应变能。
弹性体在外力 F １ ，F ２ ，F ３ ，…，F i，…，F n

的共同作用下处于平衡状态。 这就是说弹

性体的约束条件使得弹性体只有变形位

移，而没有刚体位移，如图 １７ 所示。 如果

设外力 F １ ，F ２ ，F ３ ，…，F i，…，F n 为广义力，
则对应的广义位移为 Δ１，Δ２，Δ３，…，Δi，…，

Δn。 这里的广义位移分别表示外力作用点并且于外力方向一致的位移。
设外力 F １ ，F ２ ，F ３ ，…，F i，…，F n 按照同一比例从零开始缓慢加载直至终值。如

果变形很小而且材料是线性弹性的，则弹性体的位移与外力之间的关系也是线性

的。 这就是说广义位移 Δ１，Δ２，Δ３，…，Δi，…，Δn 也将与外力同样按照比例增加。 为

了表示外力与位移的这一关系，引入一个由 ０到 １ 的参数 k。 这样在加载过程中，
各个外力可以表示为 kF １ ，kF ２ ，kF ３ ，…，kF i，…，kF n，而由于外力与位移的线性关

系，广义位移可以表示为 kΔ１，kΔ２，kΔ３，…，kΔi，…，kΔn。 因此外力按照比例从零开

始缓慢加载相当于参数 k 由 ０至 １。引入参数 k 的增量 ｄk 表示这个加载过程，则由

k 到 k＋ｄk 时，外力做功为

ｄW ＝ kF １Δ１ｄk＋ kF ２Δ２ｄk＋ kF ３Δ３ｄk ＋ …＋ kF iΔiｄk ＋… ＋ kF nΔnｄk

＝ （F １Δ１ ＋ F ２Δ２ ＋ F ３Δ３ ＋ …＋ F iΔi ＋ … ＋ F nΔn）kｄk

积分上式，可得

W ＝ （F １Δ１ ＋ F ２Δ２ ＋ F ３Δ３ ＋ … ＋ F iΔi ＋… ＋ F nΔn）∫１

０kｄk
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＝ １
２ F １Δ１ ＋ １

２ F ２Δ２ ＋ １
２ F ３Δ３ ＋ …＋ １

２ F iΔi ＋ … ＋ １
２ F nΔn

因此根据能量关系表达式（１１），线性弹性体的应变能为

V ｓ ＝ W ＝ １２ F １Δ１ ＋ １２ F ２Δ２ ＋ １２ F ３Δ３ ＋… ＋ １２ F iΔi ＋ …＋ １２ F nΔn

（１１９）
式（１１９）表明，对于线性弹性物体，应变能等于每一外力与其对应的位移乘积的

１／２的总和。 公式（１１９）又称为克拉珀龙（Ｃｌａｐｅｙ ｒｏｎ）原理。
由于位移 Δ１，Δ２，Δ３，…，Δi，…，Δn 与外力 F １ ，F ２ ，F ３ ，…，F i，…，F n 之间满足线

性关系，所以克拉珀龙公式如果采用外力表示，则应变能为外力的二次齐次函数；
同理也可以表示为位移的二次齐次函数。由于应变能是外力或者位移的二次函数，
因此应变能不满足叠加原理。

　　图 １８

上述分析是在外力等比例加载条

件下推导得到的。 对于非比例加载问

题，根据功的基本定义，仍然可以证明

外力功与载荷的加载次序无关。 即应

变能仅仅与载荷的终值有关，而与载

荷的加载次序无关，克拉珀龙原理仍

然成立。
例 １２　刚架 A B C 在自由端 C 处

作用集中力 F ，如图 １８ 所示。 已知刚

架的抗弯刚度 E I 和抗拉刚度 E A 为

常量，试求刚架的应变能 V ｓ，并且计算

C 点的铅垂位移。
解　刚架的应变能由杆件 A B 和 B C 应变能组成，因此

V ｓ ＝ V ｓ， A B ＋ V ｓ ， B C

选择图中所示坐标系，则 B C 杆的内力弯矩方程为

M １ （x １ ） ＝－ F x １

B A 杆件的弯矩方程为

M ２ （x ２ ） ＝－ F l

F Ｎ ２ ＝－ F

刚架应变能

V ｓ＝ V ｓ ， A B ＋ V ｓ， B C

＝∫l

０
M

２１ （x １ ）
２E I

ｄx １ ＋∫l

０
M

２２ （x ２ ）
２E I

ｄx ２ ＋∫l

０
F Ｎ ２ ２ （x ２ ）
２E A

ｄx ２
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＝∫l

０
（－ F x １ ）２
２E I

ｄx １ ＋∫l

０
（－ F l）２
２E I

ｄx ２ ＋∫l

０
（－ F ）２
２E A

ｄx ２

＝ F
２
l
３

６E I
＋ F

２
l
３

２E I
＋ F

２
l

２E A
＝ ２F ２

l
３

３E I
＋ F

２
l

２E A

根据能量原理，W ＝V ｓ，有
yC ＝ ４F l

３

３E I
＋ F l

E A

　　根据上述结果可见，C 点的垂直位移是由两个部分组成的，一部分是弯矩引起

的弯曲位移 y C １ ，另一部分是轴力引起的拉压位移 yC ２ ，刚架的弯曲位移和拉压位移

分别为

y C １ ＝ ４F l
３

３E I
，　　yC １ ＝ F l

E A

两者之比为

yC １
yC ２
＝
４F l

３

３E I

F l
E A

＝ ４A l
２

３I ＝
４
３

l

i

２

式中，i为横截面的惯性半径。 对于细长杆件，惯性半径 i远远小于杆的长度。 这就

是说对于刚架类结构，拉压变形远远小于弯曲变形。 因此在工程结构分析中，通常

忽略轴力对于变形的影响。

１３　卡 氏 定 理

通过例题 １２，可以看到应变能表达式为 V ｓ＝２F ２
l
３

３E I
＋ F

２
l２E A
，而外力 F 对应的

广义位移为 yC＝４F l
３

３E I
＋ F l

E A
。 如果将应变能看作外力的函数，则应变能函数对于外

力的导数
ｄV ｓ
ｄF
＝４F l

３

３E I
＋ F l

E A
就是外力对应的广义位移 y C 。

现在的问题是，上述分析是否具有普遍意义，而且对于多个载荷作用的弹性体

这一性质是否也是成立的。 本节将讨论结构位移分析的一个重要定理——卡氏定

理。
卡氏定理可以通过不同的方法证明，以下将利用弹性体应变能与载荷加载次

序的无关性，即应变能仅仅取决于载荷终值的性质加以推导证明。
为了简化问题，以简支梁表示弹性体，假设有任意一组载荷 F １ ，F ２ ，F ３ ，…，

F i，…，F n 作用于结构，如图 １９ 所示。 在这一组载荷作用下，外力 F １ ，F ２ ，F ３ ，…，
F i，…，F n 对应的广义位移分别为 Δ１，Δ２，Δ３，…，Δi，…，Δn。 根据能量原理，外力做

功等于梁的应变能。 设梁的应变能 V s 为外力 F １ ，F ２ ，…，F i，…，F n 的函数。 有
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图 １９
V ｓ ＝ f（F １ ，F ２ ，F ３ ，…，F i，…，F n） （１２０）

如果任意一个外力 F i 有增量 ｄF i，则应变能也有对应的增量。应变能增量可以

表示为

V ｓ ＋ ｄV ｓ ＝ V ｓ ＋ V ｓ
F i

ｄF i （１２１）
　　由于弹性体的应变能与外力的加载次序是无关的，因此可以将上述两组载荷

的作用次序颠倒。首先在弹性体上作用第一组 F i 的增量 ｄF i，然后再作用第二组外

力 F １ ，F ２ ，F ３ ，…，F i，…，F n。 由于弹性体满足胡克定理和小变形条件，因此两组外

力引起的变形是很小的，而且相互独立互不影响。
当作用第一组增量 ｄF i 时，ｄF i 作用点沿力作用方向的位移为 ｄΔi，如图 １９

（ｂ）所示，外力功为
１
２ ｄF iｄΔi。 作用第二组载荷 F １ ，F ２ ，F ３ ，…，F i，…，F n 时，尽管弹

性体已经有 ｄF i 作用，但是弹性体在外力作用下的广义位移 Δ１，Δ２，Δ３，…，Δi，…，
Δn 并不会因为 ｄF i 的作用而发生变化。因此第二组载荷 F １ ，F ２ ，F ３ ，…，F i，…，F n 产

生的应变能仍然为 V ｓ。 只是 ｄF i 在第二组载荷作用时在位移 Δi 上做功，如图 １９
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（ｃ）所示。 因此，梁的应变能由 ３ 个部分组成，有
１
２ ｄF iｄΔi ＋ V ｓ ＋ ｄF iΔi （１２２）

　　根据应变能与载荷加载次序的无关性，由式（１２１）和式（１２２），有
V ｓ ＋ V ｓ

F i
ｄF i ＝ １２ ｄF iｄΔi ＋ V ｓ ＋ ｄF iΔi

略去高阶小量，可得

Δi ＝ V ｓ
F i

（１２３）
　　公式（１２３）说明，应变能对于任意一个外力 F i 的偏导数等于 F i 作用点沿 F i

方向的位移。公式（１２３）通常称为卡氏（Ｃａｓｔ ｉｇ ｌｉａｎｏ）定理。实际该定理是卡氏第二

定理，而卡氏第一定理为：弹性杆件的应变能对于杆件上某一位移的变化率，等于

该位移相应的荷载，即 F i＝V ｓ
Δi
。 这里不再详述。 Ａｌｂｅｒｔ ｏ Ｃａｓｔ ｉｇ ｌｉａｎｏ，意大利工程

师，他于 １８７３ 年在他的学位论文中得到了以上定理。
卡氏定理对于任意弹性体都是成立的。 卡氏定理中的外力 F i 可以看作广义

力，则 Δi 为广义位移。 显然，如果 F i 为集中力，则 Δi 为与集中力方向一致的位移；
如果 F i 为力偶，则 Δi 为与力偶方向一致的角位移。

将公式（１１５）表示的弹性体应变能代入公式（１２３），则
Δi ＝ V ｓ

F i
＝ 
F i
∫

l

F
２Ｎ （x）
２E A

ｄx ＋∫
l

T
２ （x）
２G Iｎ

ｄx ＋∫
l

M
２
y（x）
２E Iy

ｄx ＋∫
l

M
２
z（x）
２E Iz

ｄx

　　由于上式的积分是对杆件轴线坐标 x 的，而偏导数运算是对广义力 F i 的，因
此可以先求偏导数然后积分。 这样位移计算公式可以写作

Δi＝ V ｓ
F i
＝∫

l

F Ｎ （x）
E A

F Ｎ （x）
F i

ｄx ＋∫
l

T （x）
G Iｎ

T （x）
F i

ｄx
　＋∫

l

M y（x）
E Iy

M y（x）
F i

ｄx ＋∫
l

M z（x）
E Iz

M z（x）
F i

ｄx

　　例 １３　桁架由杆件 B C 和 B D 组成，在结点 B 作用有铅垂载荷 F ，如图 １１０（ａ）
所示。 已知两杆的抗拉刚度 E A 相同并且为常量，试求 B 点的水平和铅垂位移。

解　桁架为拉压杆件组成的杆系结构，桁架的总应变能为

V ｓ ＝∑n

i＝ １
F
２Ｎ ili

２E A

根据卡氏定理，铅垂位移

y B ＝ V ｓ
F y

水平位移
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x B ＝ V ｓ
F ａ ｆ

根据题意需要计算 B 点的水平位移，而结构中并没有对应的广义力。 因此在应用

卡氏定理时需要施加一个虚拟的广义力 F ａｆ ，如图 １１０（ｂ）所示。

图 １１０
根据平衡关系可得两杆的内力，如图 １１０（ｃ）所示，即

F Ｎ ， B C ＝ ０６F ＋ ０８F ａ ｆ

F Ｎ ， B D ＝－ ０８F ＋ ０６F ａ ｆ

因此，桁架的应变能为

V ｓ ＝ F
２Ｎ ， B C lB C

２E A
＋ F

２Ｎ ， B D lB D

２E A

结点位移为

x B ＝ V ｓ
F ａ ｆ ＝

F Ｎ ， B C lB C

E A

F Ｎ ， B C

F ａ ｆ ＋
F Ｎ ， B D lB D

２E A

F Ｎ ， B D

F ａ ｆ

yB ＝ V ｓ
F ＝

F Ｎ ， B C lB C

E A

F Ｎ ， B C

F ＋ F Ｎ ， B D lB D

２E A

F Ｎ ， B D

F
F Ｎ ， B C

F ａ ｆ ＝ ０８，　　
F Ｎ ， B D

F ａ ｆ ＝ ０６
因为 F Ｎ ， B C

F ＝ ０６，　　 F Ｎ ， B D

F ＝－ ０８
偏导数求解完成后，令内力表达式中的虚拟广义力 F ａ ｆ为 ０，则将上述结果代入位

移表达式，可得
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x B ＝－ ００９６ F l

E A
，　　y B ＝ ０７２８ F l

E A

根据虚拟广义力 F ａ ｆ的方向，可知 B 点的水平位移是向左的；而铅垂位移是向下的。
例 １４　悬臂梁 A B 作用载荷如图 １１１（ａ）所示。 已知梁的抗弯刚度 E I 为常

量，试求 A 点的挠度 y A 和截面的转角 θA 。 轴力和剪力对于变形的影响忽略不计。

图 １１１
解　１） 首先求 A 点的挠度 yA 。
写出梁的弯矩方程

M （x） ＝－ F x － １
２ qx

２　　（０ ≤ x ≤ l）
弯矩对于集中力 F 的偏导数为

M （x）
F ＝－ x

　　根据卡氏定理，有
yA ＝ V ｓ

F ＝∫l

M （x）
E I

M （x）
F ｄx ＝∫l

１
E I
－ F x － １

２ qx
２ （－ x）ｄx

＝ １
E I

１３ F l
３ ＋ １８ ql

４

结果为正，表示挠度与外力 F 方向一致。
２） 求解 A 截面的转角 θA 。
由于 A 截面没有作用外力偶，因此不能直接应用卡氏定理。 假设在 A 截面作

用一个虚拟的外力偶 M ａ ｆ，如图 １１１（ｂ）所示。 这个虚拟的外力偶 M ａ ｆ称为附加力

偶，通过应变能对于附加力偶的偏导数可以计算截面转角。
悬臂梁在外力和附加力偶共同作用下的弯矩方程为

M （x） ＝－ F x － １
２ qx

２ － M ａ ｆ　　（０ ≤ x ≤ l）
弯矩对于附加力偶的偏导数为

M （x）
M ａ ｆ ＝－ １

将上述两式代入卡氏定理表达式（１２３），并且令虚拟的附加力偶 M ａ ｆ为 ０，则
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θA ＝ V ｓ
M ａ ｆ ＝∫l

M （x）
E I

M （x）
M ａ ｆ ｄx ＝∫

l

１
E I
－ F x － １

２ qx
２ （－ １）ｄx

＝ １
E I

１２ F l
２ ＋ １６ ql

３

　　应该注意，计算弯矩的偏导数需要附加力偶，而一旦偏导数求解完成，就可以

令附加力为零。 不要在积分之后才令附加力为零，那样增加了计算工作量。
上述两个例题均采用虚拟的广义力作为附加力计算结构位移，这种方法也称

为附加力法。
例 １５　刚架 A B C 作用载荷如图 １１２所示。 已知刚架所有杆件的抗弯刚度

E I 为常量并且相等，试求 A 点的垂直位移 y A 。轴力和剪力对于变形的影响忽略不

计。

图 １１２
解　根据卡氏定理，整个应变能对于 A 点垂直方向的外力 F 的偏导数就是 A

点的垂直位移 yA 。 但是对于本题，A 点的水平载荷也是 F ，因此为了避免求解偏导

数时混淆，这两个外力必须加以区别。 否则，笼统地对 F 求偏导数，将得到在两个

F 力作用下沿铅垂和水平方向的位移之和，如果 A 截面作用弯矩 M ＝F a，笼统地

对 F 求偏导数后，将还包含 A 面的转角在内。设铅垂力为 F １ ，水平载荷为 F ２ ，如图

１１２（ｂ）所示。
刚架的弯矩方程如下：
A B 段

M １ （x １ ） ＝－ F １x １　　（０ ≤ x １ ≤ a）
　　B C 段

M ２ （x ２ ） ＝－ F １a ＋ F ２x ２　　（０ ≤ x ２ ≤ a）
依题意，要求 A 面垂直位移，故对铅垂方向的力 F １ 求偏导数，即
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M １ （x １ ）
F １ ＝－ x １ ，　　 M ２ （x ２ ）

F １ ＝－ a

代入卡氏定理表达式，可得

yA ＝∫a

０
M １ （x １ ）

E I

M １ （x １ ）
F １

ｄx １ ＋∫a

０
M ２ （x ２ ）

E I

M ２ （x ２ ）
F １

ｄx ２

＝∫a

０
１

E I
（－ F １x １ ）（－ x １ ）ｄx １ ＋∫a

０
１

E I
（－ F １a＋ F ２x ２ ）（－ a）ｄx ２

＝ １
E I

１
３ F １a ３ ＋ F １a３ － １

２ F ２a ３

图 １１３

求完偏导数后，即可弃掉附加的下角标然

后进行积分，也可积分后再弃之。
令 F １＝F ２＝F ，则位移 yA 为

yA ＝ ５F a
３

６E I

　　例 １６　半径为 R 的圆弧形曲杆

A B ，角 A O B 为 ９０°，作用载荷如图 １１３
所示。已知曲杆的抗弯刚度 E I 为常量，试
求 B 截面的垂直位移 yB 和转角 θB ，轴力

和剪力对于变形的影响忽略不计。
解　１） 求 B 截面的垂直位移 yB 曲杆

弯矩方程为

M （φ） ＝ F R （１ － ｃｏ ｓφ） ＋ M B 　　 ０ ＜ φ＜ π
２

为了避免混淆，不要将 M B 的显式代入。 有

M （φ）
F ＝ R （１ － ｃｏ ｓφ）

所以

yB ＝∫
s

M （φ）
E I

M （φ）
F ｄs＝ １

E I∫π２
０ ［F R （１ － ｃｏｓφ） ＋ M B ］R （１ － ｃｏｓφ）R ｄφ

＝ １
E I

F R
３ ３４ π－ ２ ＋ M B R

２ １２ π－ １ ＝ １
E I

F R
３ ５４ π－ １

　　２） 求 B 截面的转角 θB 。
曲杆弯矩方程与求解垂直位移 y B 相同，而

M （φ）
M B

＝ １
所以

θB＝∫s

M （φ）
E I

M （φ）M B
ｄs＝ １

E I∫π２
０ ［F R （１ － ｃｏｓφ） ＋ M B ］R ｄφ
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＝ １
E I

F R
２ π２ － １ ＋

π
２ M B R

回代 M B＝F R ，可得

θB ＝ １
E I

F R
２ （π－ １）

　　运用卡氏定理时，问题的解就不再受直接用能量原理时外力必须单一的限制，
而适用于对任意多个载荷的弹性系统，求任意截面处的挠度和转角。在没有作用载

荷或没有与所求位移对应载荷的截面时，只需添加一个与所求位移对应的附加力，
并写出包含附加力在内的内力方程，在求完偏导数之后，令附加力为零。 运用卡氏

定理即可求得该截面对应的位移。

１４　莫 尔 积 分

基于能量原理的结构变形分析方法是多样的，本节介绍莫尔积分方法。莫尔积

分又称为单位载荷法，与卡氏定理方法比较，单位载荷法具有计算工作量小和简单

的特点。

图 １１４

以下通过应变能概念推导莫尔积分。为了简化推导过程，以简支梁弯曲变形为

例说明莫尔积分的基本概念。 然后根据能量关系，很容易推广到任意的杆系结构。
假设简支梁在载荷 F １ ，F ２ ，F ３ ，…，F i，…，F n 作用下发生弯曲变形，如图 １１４

（ａ）所示。 梁的应变能 V ｓ 为

V ｓ ＝∫
l

M
２ （x）
２E I

ｄx
式 中，弯 矩 M （x ）为 载 荷 F １ ， F ２ ， F ３ ，…，
F i，…，F n 共同作用下的简支梁横截面内力。

现在的问题是在上述载荷的作用下，如
何确定梁的任意截面挠度Δi。

首先 假设 在上 述载 荷 F １ ， F ２ ，F ３ ，…，
F i，…，F n 作用之前，在 C 点沿 Δi 方向作用一

个单位力 F ０ （F ０＝１），如图 １１４（ｂ）所示。 在

单位力 F ０ 作用下，设梁的弯矩为 M （x），则简

支梁内存储的应变能 V ｓ０为

V ｓ ０ ＝∫l

M
２ （x）２E I

ｄx

　　然后再作用载荷 F １ ，F ２ ，F ３ ，…，F i，…，F n

于简支梁，如图 １１４（ｃ）所示。 如果材料服从

胡克定理，而且结构为小变形，那么各个外力
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产生的变形是相互独立的，内力计算可以应用叠加方法。 因此梁的应变能 V ｓ １为

V ｓ １ ＝∫l

［M （x） ＋ M （x）］２
２E I

ｄx

外力功 W １ 为

W １ ＝ １
２ F ０Δ０ ＋ W ＋ F ０Δi

式中，Δ０ 为仅作用 F ０ 时梁的 C 点沿 F ０ 方向的位移。 W 为载荷 F １ ，F ２ ，F ３ ，…，F i，
…，F n 所作外力功，数值上等于梁的应变能 V ｓ，即 W １＝V ｓ。

令 V ｓ１等于 W １ ，则
∫

l

［M （x） ＋ M （x）］２
２E I

ｄx ＝ １
２ F ０Δ０ ＋ W ＋ F ０Δi

由于
１
２ F ０Δ０ 为仅有 F ０ 作用时的外力功， １２ F ０Δ０＝V ｓ０ 。 所以上式简化为

F ０Δi ＝∫l

M （x）M （x）
E I

ｄx

注意到 F ０＝１，所以

Δi ＝∫
l

M （x）M （x）
E I

ｄx （１２４）
式（１２４）称为莫尔积分。如果积分为正，说明单位力做正功，也就是说，Δi 与单位力

方向一致；反之，积分为负，则 Δi 与单位力方向相反。
应该注意莫尔积分中 M （x）为载荷 F １ ，F ２ ，F ３ ，…，F i，…，F n 引起的弯矩；而单

位力 F ０ 作用下，梁的弯矩为 M （x）。
对于组合变形杆件，莫尔积分的一般表达公式为

Δi＝∫l

F Ｎ （x） F Ｎ （x）
E A

ｄx ＋∫l

T （x）T （x）
G Iｎ ｄx

　 ＋∫
l

M y （x） M y （x）
E Iy

ｄx ＋∫
l

M z（x） M z（x）
E Iz

ｄx

　　莫尔积分也可以用于刚架、桁架和曲杆等结构的变形分析。 对于桁架结构，由
于各个杆件的轴力是常量，上式可以改写作

Δi ＝∑n

j＝ １
F Ｎ j F Ｎ j

E jA j
lj

式中，F Ｎ j为桁架第 j 杆中外力引起的轴力；F Ｎ j为单位力引起的轴力。
在莫尔积分公式推导中应用了叠加原理和以胡克定理为基础的应变能表达式

（１１９），因此公式（１２４）适用于线弹性结构。但是应该注意的是莫尔积分并不是仅

仅适用于线弹性问题，对于非线性弹性物体也是成立的，其表达式为

Δi ＝∫l
F Ｎ （x）ｄδ ＋∫l

T （x）ｄφ＋∫l
M y （x）ｄθy ＋∫l

M z（x）ｄθz （１２５）
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式中，F Ｎ （x），T （x），M y ，M z（x）为单位力引起的内力；ｄδ，ｄφ，ｄθy，ｄθz 为实际作用载

荷引起的变形。
例 １７　桁架结构如图 １１５（ａ）所示。 已知桁架各个杆件的抗拉压刚度 E A 均

相同，试求结点 B 的铅垂位移 yB 。

图 １１５
解　由于桁架各个杆件的抗拉压刚度 E A 均相等，根据公式（１２４）需要计算

F Ｎ j，F Ｎ j和杆的长度 lj。 由于桁架具有的杆件比较多，为了避免混淆，首先将杆件编

号，计算杆的长度 lj，并且将计算结果列在表 １１。 然后根据图 １１５（ａ）计算 F Ｎ j；其
次在 B 处施加铅垂单位力，如图 １１５（ｂ）所示，计算 F Ｎ j。

表 １－１　例 １－６ 中 B 点位移的莫尔积分参数

杆编号 杆长 lj F Ｎ j F Ｎ j F Ｎ jF Ｎ jlj

１ l F ０ ０
２ ２ l － ２ F ０ ０
３ l F １ F l

４ l －F ０ ０
５ ２ l － ２ F － ２ ２ ２ F l

６ l ２F １ ２F l

　　根据公式（１２４），有
ΔB＝ １

E A∑
n

j＝ １
F Ｎ j F Ｎ jlj

＝ １
E A
（F l＋ ２ ２ F l＋ ２F l） ＝ ３ ＋ ２ ２ F l

E A

计算结果为正，说明 B 的铅垂位移 ΔB 与单位力方向一致，铅垂向下。
例 １８　作用均匀分布载荷 q 的简支梁 A B ，如图 １１６所示。 已知梁的抗弯刚
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