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内 　容 　简 　介

本书内容共分 ８章 ：首先简略介绍了与统计物理学密切相关的力学与热力学 ，

以及在物理学中为何要引入几率概念 ，几率概念及统计方法与力学基础的结合如

何产生统计物理学 ；其次着重介绍了统计物理学的基础 ，包括系综概念 、系综运动

方程及其特解 ，这些特解与热力学的关系 ；接着介绍了统计物理学中的单粒子模型

统计方法以及这些方法与热力学的关系 ；然后介绍这些统计方法的应用 ；最后简要

介绍了作者和合作者多年来关于“量子力学不是波动力学 ，而是波动统计力学”的

探索结果 ，作为参考 。

本书可供物理相关专业本科生 、研究生以及教师使用 。
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第 1章 　经典力学与热力学简介

在 １９世纪 ，由于热力学三定律的确立 ，平衡热学理论变成了逻辑上完备的理

论 ，这就是热力学 。由于其前提的简单性与普遍性 ，热力学定律及其推论对一切物

质形态都适用 。因此 ，它是一种普遍的理论 。 但是 ，它在较大程度上仍是唯象理

论 。它的特征是 ：采用那些可以直接通过测量进行量度的概念 ，即采用那些不同于

力学量的各种状态变量和物质常数来描述各自的现象 ；至于这些变量和常数的相

互关系的定律只能通过不完善的归纳法由实验结果得到 。

经典力学在天文学及物理学某些分支的应用所获得的巨大成就 ，促使人们去

进行这样的尝试 ：用力学来解释热力学概念及其基本定律 。 由于力学基础和几率

概念及统计方法的结合 ，这种尝试终于获得了成功 ，从而创立了经典统计力学 。 这

样 ，热力学和统计力学相结合所构成的热学 ，不再是一种唯象理论 。

可见 ，要掌握经典统计力学 ，必须从经典力学与热力学理论的简介开始 。

１ ．１ 　经典力学的基础

就经典力学理论体系而言 ，其基本概念包括 ：

（１） 质点概念（质点系概念） 。 质点有惯性 ，以质量 m量度之 。 许多质点构成

质点系 。质点或质点系就是力学系统 。

（２） 时空概念 。用一个均匀流逝的变量 t表示时间 ；在时间的某一瞬间 t ，质

点能足够精确地被描述为一个具有坐标 ：

（ x ，y ，z） ＝ r

的三维物理空间几何点 。对于 n个质点组成的质点系 ，能足够精确地被描述为一

个具有坐标 ：



（ x１ ，x２ ，x３ ，x４ ，… ，x３ N ） ＝ r

的 ３ N维笛卡儿位形空间的几何点 。同时具有相应的速度和加速度 ：

d xd t ，d yd t ，d zd t ＝ v

d２ x
d t２ ，d２ yd t２ ，d２ zd t２ ＝ a

对于质点系 ，其速度和加速度为

d x１
d t ，d x２d t ，d x３d t ，… ，d x３ nd t ＝ v

d２ x１
d t２ ，d２ x２d t２ ，d２ x３d t２ ，… ，d２ x３ nd t２ ＝ a

　 　 （３） 相互作用概念 。一个质点对于另一个质点有一定的相互作用力 F 。 在许

多力学问题中 ，力 F往往是两个质点之间的距离的函数 ，即

F ＝ F（ r）

r ＝ r２ － r１

若有空间的标量函数 U（ r） ，使作用力 F可以从下面的运算导出 ：

F ＝ － ∇U（ r）

则受这种力作用的质点或质点系称为保守系 。

联系以上诸概念的基本定律包括 ：

（１） 惯性定律 。一个质点离开其他所有质点都足够远时 ，它的加速度等于零 。

（２） 运动定律 。此定律由下列微分方程表示 ：

F ＝ d pd t
或

Fi ＝ d pid t （ i ＝ １ ，２ ，３ ，… ，N） （１ ．１ ．１）

其中 p （或 pi ）表示质点的动量 ：

p ＝ mv

或

pi ＝ mvi（ i ＝ １ ，２ ，３ ，… ，N） （１ ．１ ．２）
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对于持续作用的力 ，而且质量 m是常数的情况 ，如果采用运动方程的另一种形式则

要方便得多 ，即

F ＝ m d２ rd t２
或

Fi ＝ mi d２ rid t２ ，（ i ＝ １ ，２ ，３ ，… ，N） （１ ．１ ．３）

式（１ ．１ ．１）或者式（１ ．１ ．３）就是经典力学的质点或质点系运动方程 ，更确切地说 ，是

质点或质点系运动方程的牛顿形式 。 而式（１ ．１ ．１）比式（１ ．１ ．３）具有更普遍的意

义 。我们注意到 ，运动方程只是坐标对时间的二阶微分方程 。这样 ，除了运动方程

以外 ，还需要给出某一特定时刻质点（或质点系）的坐标和速度（或者坐标和动量）

作为方程的初始条件 ，才能推算出质点在任何时刻的坐标和速度（或者坐标和动

量） ，从而得到质点运动的全部信息 。 可见 ，力学系统在任何时刻的运动状态必须

用它在该时刻的坐标 q和速度 v（或者坐标 q和动量 p）来描述 。

（３） 作用力定律 。它包含两方面的内容 ，第一 ，普遍的作用力定律 ，即作用力

与反作用力定律 ：

F２１ ＝ － F１２ （１ ．１ ．４）

其中 F１２ 表示质点 ２作用于质点 １的力 ，F２１ 表示质点 １作用于质点 ２的力 ，F１２ 与

F２１ 为作用力与反作用力 。第二 ，具体的作用力定律 ，例如万有引力定律 ：

F１２ ＝ G m１ m２

r２１２ r１２

具体的作用力定律还包括其他一些性质的力的定律 ，例如静电力 、静磁力 、弹性力 、

摩擦力等 。

如果一切力学事件是在上述各种已知力的作用下发生的 ，那么 ，通过解运动方

程就能够根据某一特定瞬间 t所给出的质点坐标和速度（或者坐标和动量）推算出

它在过去或未来任何时刻的坐标和速度（或者坐标和动量） ，而不必求助于其他任

何假设 。这样 ，上述各种力学事件便都能在逻辑上从经典力学的基础推导出来 。

由此可见 ，力学系统（质点或质点系）的运动状态要用其在时空中的坐标和速度（或

坐标和动量）来描述 。这样 ，在物理学发展史上 ，经典力学形成了第一个逻辑上完
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备的物理学理论演绎性体系 。

牛顿之后 ，经典力学运动定律的牛顿形式所使用的概念 ，特别是“力”这个概

念 ，受到各方面的质疑 。在牛顿的著作枟自然哲学的数学原理枠一书中 ，涉及力的概

念的惯性定律是这样陈述的 ：

“任何物体都继续它的静止状态或匀速直线运动状态 ，除非它被力迫使

改变那样的状态 。”

如果我们事先对力的概念一无所知 ，这定律的陈述将成为这样的空话 ：

“任何物体都继续它的静止状态或匀速直线运动状态 ，除非它不是

如此 。”

可见 ，牛顿在陈述惯性定律及运动定律时 ，认为力的概念是预先直觉地给出

的 ，不需作进一步说明 。而且 ，牛顿把影响物体运动的原因统统归结为力 ，这对研

究受约束系统的力学问题是不方便的 。从概念上说 ，虽然约束（至少是几何约束）

的作用可以看成是沿约束面法线方向强度极大的吸力场作用的极限 ，但这种想法

对动力学的研究来说并不富有成果 。于是 ，出现了种种努力 ，去改变经典力学运动

定律的陈述形式 ，使之尽量避免使用“力”的概念 。 在许多情况下采用了具有能量

量纲的标量函数取代力矢量的概念 。 结果 ，相继产生了经典力学运动定律的多种

陈述形式 。

当然 ，这些形式没有一个是完全独立于牛顿形式的 。 这并不奇怪 。 在任何一

种像经典力学这样的演绎性理论体系中 ，对于从最初被选定的公设（定律）导出的

相当多的推论 ，强调其中无论哪几个都是允许的 ，只要它们是独立的且是完备的 。

如果把被强调的这些推论作为新的公设（定律） ，也可以导出原来的公设 。 经典力

学运动定律的各种陈述形式之间的关系实际上就是如此 。 但是 ，这不等于说 ，陈述

形式的各种变化只是一种无意义的数学游戏 。因为 ，对于解决某一问题来说 ，用某

一种形式可能比采用其他形式更简便 ；更为重要的是 ，由于陈述形式上的多样化 ，

可以把物理学各分支理论的定律在数学形式上包括在经典力学运动定律的形式之

中 。诚然 ，这不意味着在物理意义方面该分支理论可归结为力学 。
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１ ．２ 　经典力学运动方程的各种形式

1 ．2 ．1 　经典力学运动方程的各种形式及其数学推导

数学推导的出发点

　 　我们进行数学推导的出发点是经典力学运动方程的牛顿形式 ，即式（１ ．１ ．３） ：

单质点系统 ：m r·· － F ＝ ０

多质点系统 ：mi x·· i － Fi ＝ ０ ，（ i ＝ １ ，２ ，３ ，… ，３ N）
（１ ．２ ．１）

将式（１ ．２ ．１）分别乘以全微分 d xi 和变分 δ x i ，然后相加得到

∑
i
m i x·· id x i － ∑

i
F id xi ＝ ０ （１ ．２ ．２）

∑
i
m i x··iδ x i － ∑

i
F iδ x i ＝ ０ （１ ．２ ．３）

系统能量

由式（１ ．２ ．２）得 ：

∑
i
m i x··id x i － ∑

i
F id x i ＝ ∑

i
m i x· id x· i － ∑

i
F id xi

＝ d ∑
i

１
２ mi x

· ２
i － ∑

i
F id xi ＝ ０

定义 ∑
i

１
２ mi x

·２
i 为系统的动能 ，用 T表示 。于是上式变成

d T － ∑
i
F id xi ＝ ０

对于保守系统 ，由于有 Fi ＝ － 抄U
抄 x i （ U 是系统的位能） ，于是上式又变成

d T ＋ ∑
i

抄U
抄 xi d x i ＝ d T ＋ dU ＝ d（ T ＋ U） ＝ ０ （１ ．２ ．４）

由此可见 ： T ＋ U ＝ 常数 E ，E称为系统的能量 。

拉格朗日函数与哈密顿变分原理

由式（１ ．２ ．３）得
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∑
i
m i x·· iδ xi － ∑

i
F iδ xi ＝ ∑

i
m i dd t x

·
i δ x i － ∑

i
F iδ x i 　 　 　 　 　 　 　 　

　 　 　 　 　 　 　 ＝ dd t ∑
i
m i x· iδ x i － ∑

i
m i x· iδ x· i － ∑

i
F iδ x i

　 　 　 　 　 　 ＝ dd t ∑
i
m i x· iδ xi － δ T － ∑

i
F iδ x i ＝ ０

对于保守系统 ，由于有 Fi ＝ － 抄U
抄 x i （ U 是系统的位能） ，于是上式变成

dd t ∑
i
m i x· iδ x i － δ（ T － U） ＝ ０ （１ ．２ ．５）

将式（１ ．２ ．５）对时间进行积分得

∑
i
m i x· iδ x i | tt０ － δ∫

t

t０
（ T － U）d t ＝ ０

若假设 ：δ x i | t０ ＝ δ x i | t ＝ ０ ，则由上式得

δ∫
t

t０
（ T － U）d t ＝ ０

令 T － U ＝ L ，称为拉格朗日函数 ，它具有能量的量纲 。并令∫
t

t０
Ld t ＝ S ，称为作

用量函数 。这样得到经典力学运动方程的哈密顿变分原理形式 ：

δ S ＝ ０

S ＝∫
t

t０
Ld t

L ＝ T － U

（１ ．２ ．６）

莫培督原理

由于 T ＋ U ＝ E ，于是有 S ＝∫
t

t０
Ld t ＝ ２∫

t

t０
Td t －∫

t

t０
Edt 。若假设 δ∫

t

t０
Edt ＝ ０ ，

则由式（１ ．２ ．６）得到经典力学运动方程的莫培督原理形式 ：

δ∫
t

t０
Td t ＝ ０ （１ ．２ ．７a）

对于单质点系统它变成

δ∫
r

r０
p · d r ＝ ０ （１ ．２ ．７b）
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广义坐标与拉格朗日方程

现在用 ３ N维广义坐标 （ q１ ，q２ ，q３ ，… ，q３ N ） 代替 ３ N 维笛卡儿位形空间（组态

空间）坐标 （ x１ ，x２ ，x３ ，… ，x３ N ） ，即进行如下变换 ：

x j ＝ x j （ q１ ，q２ ，q３ ，… ，q３ N ） ，（ j ＝ １ ，２ ，３ ，… ，３ N） （１ ．２ ．８）

在这里只要求这 ３ N个函数相互独立 ，除此之外 ，这 ３ N个函数的具体函数形式 ，以

及 ３ N个参数 （ q１ ，q２ ，q３ ，… ，q３ N ）都可以是任意的 。这样一来 ，拉格朗日函数 L 便

是 （ q ，q·）的函数 ，而对于非保守系来说 ，则是 （q ，q· ，t）的函数 ，即

L ＝ L（ q ，q· ，t） （１ ．２ ．９）

而相应的作用量函数为

S ＝∫
t

t０
L（q ，q· ，t）d t （１ ．２ ．１０）

对式（１ ．２ ．１０）进行变分得

δ S ＝∫
t

t０
∑
i

抄 L
抄 qi δqi ＋ ∑

i

抄 L
抄 q· i

δ q· i d t

＝∫
t

t０

dd t ∑
i

抄 L
抄 q· i

δqi ＋ ∑
i

抄 L
抄 qi －

dd t
抄 L
抄 q· i δqi d t

＝ ∑
i

抄 L
抄 q· i

δqi
t

t０

＋∫
t

t０
∑
i

抄 L
抄qi －

dd t
抄 L
抄 q· i δqid t （１ ．２ ．１１）

根据哈密顿原理 ，有

δ S ＝ ０ ，δqi | t０ ＝ δqi | t ＝ ０

由于在 t０ 到 t之间 ，δqi 完全是任意的 ，因此得

抄 L
抄 qi －

dd t（ 抄 L抄 q· i
） ＝ ０ ，（ i ＝ １ ，２ ，３ ，… ，３ N） （１ ．２ ．１２）

这就是经典力学运动方程的拉格朗日形式 ，称为拉格朗日方程 。 若设广义坐标就

是组态空间坐标 ，则有

L ＝ ∑
i

１
２ mi x

·２
i － U（ x１ ，x２ ，x３ ，… ，x３ N ）

抄 L
抄qi ≡ 抄 L

抄 x i ＝ － 抄U
抄 xi ＝ Fi

·７·第 １章 　经典力学与热力学简介



dd t
抄 L
抄 q· i ≡ dd t

抄 L
抄 x· i ＝ dd t（mi x

·
i） ＝ d p id t ＝ mi x·· i

抄 L
抄 qi －

dd t
抄 L
抄 q· i ＝ ０ 痴 Fi － mi x·· i ＝ ０

　 　可见 ，在这种情况下 ，拉格朗日方程变成牛顿方程 ， 抄 L抄 x i 是系统所受的力的第 i

个分量 ， 抄 L
抄 x· i
是系统动量的第 i个分量 ；在一般情况下 ，抄 L抄 qi 是系统所受的广义力的

第 i个分量 Q i ， 抄 L
抄 q· i
是系统广义动量的第 i 个分量 p i ，而拉格朗日方程可以表

示成

Qi ＝ d p id t
这在形式上与牛顿方程相同 。

作用量函数 S ——— “动量势”

现在考察系统的广义坐标在真实运动轨道上的运动 。 在这种情况下 ，拉格朗

日方程成立 ；若假设 δqi | t０ ＝ ０ ，δqi | t ＝ δqi ≠ ０ ，则由式（１ ．２ ．１１）得

δ S ＝ ∑
i

抄 L
抄 q· i

δqi
t

t０

＋∫
t

t０
∑
i

抄 L
抄 qi －

dd t
抄 L
抄 q· i δqid t

＝ ∑
i

抄 L
抄 q· i

δqi
t

t０

＝ ∑
i

抄 L
抄 q· i

δqi ＝ ∑
i
p iδqi

由此可见 ，若不考虑时间 t的因素 ，作用量函数 S是 q 的函数 ；若考虑时间 t的因

素 ，作用量函数 S是 （ q ，t）的函数 ，由此得

d S ＝ ∑
i
p id qi ＋ 抄 S

抄 t d t （１ ．２ ．１３）

抄 S
抄qi ＝ p i （１ ．２ ．１４a）

对于单质点系统来说 ，式（１ ．２ ．１４a）变成
∇ S ＝ p （１ ．２ ．１４b）

可见 ，作用量函数 S是“动量势” 。
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哈密顿函数

现在我们来考察这里引进的第一个类能量函数（即具有能量的量纲但不是能

量的函数） ———式（１ ．２ ．９）所表示的拉格朗日函数 L（ q ，q· ，t） ，并将它对时间进行

微商 ：

d Ld t ＝ ∑
i

抄 L
抄 qi q

·
i ＋ ∑

i

抄 L
抄 q· i
q·· i ＋ 抄 L

抄 t

＝ ∑
i

抄 L
抄 qi －

dd t
抄 L
抄 q· i q· i ＋ dd t ∑

i

抄 L
抄 q· i
q· i ＋ 抄 L

抄 t

＝ ∑
i

抄 L
抄 qi －

dd t
抄 L
抄 q· i q· i ＋ dd t ∑

i
p i q· i ＋ 抄 L

抄 t

根据拉格朗日方程 ，上式的第一项等于零 ，因此得到

dd t ∑
i
p i q· i － L ＝ － 抄 L

抄 t （１ ．２ ．１５）

　 　对于保守系 ，由于 抄 L
抄 t ＝ ０ ，因此 ， ∑

i
p i q· i － L 是运动守恒量 ，它是系统重

要的特征函数 ，称为哈密顿函数 ，是这里引进的第二个类能量函数 ，用 H 表示 ，即

H ＝ ∑
i
p i q· i － L （１ ．２ ．１６a）

对于保守系 ，有

H ＝ ∑
i

抄 L
抄 q· i
q· i － L ＝ ∑

i

抄 T
抄 q· i
q· i － （ T － U）

＝ ∑
i

∑
k
a i k q· k ＋ ∑

j
a ji q· j q· i － （ T － U）

＝ ２ T － （ T － U） ＝ T ＋ U ＝ E （１ ．２ ．１６b）
可见 ，对于保守系 ，哈密顿函数就是系统的能量 。

哈密顿正则方程

现在我们来考察这里引进的第二个类能量函数 ———式（１ ．２ ．１６a）所表示的哈
密顿函数 H ，对它进行微分 ，并引用拉格朗日方程得
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d H ＝ ∑
i
p id q· i ＋ ∑

i
q· id p i － ∑

i

抄 L
抄 qi d qi － ∑

i

抄 L
抄 q· i
d q· i － 抄 L

抄 t d t

＝ ∑
i
q· id p i － ∑

i

抄 L
抄 qi dqi － 抄 L

抄 t d t

＝ ∑
i
q· id p i － ∑

i
p
·
idqi － 抄 L

抄 t d t （１ ．２ ．１７a）
由式（１ ．２ ．１７a）可知 ，哈密顿函数 H 是 （q ，p ，t）的函数 ，即

H ＝ H（q ，p ，t）

对上式进行微分得

d H ＝ ∑
i

抄 H
抄 qi dqi ＋ ∑

i

抄 H
抄 p i d p i ＋ 抄 H

抄 t （１ ．２ ．１７b）
把式（１ ．２ ．１７a）与式（１ ．２ ．１７b）加以比较 ，得

q· i ＝ 抄 H
抄 p i

p
·
i ＝ － 抄 H

抄 qi

　 （ i ＝ １ ，２ ，３ ，… ，３ N） （１ ．２ ．１８）

抄 H
抄 t ＝ － 抄 L

抄 t 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （１ ．２ ．１９）

式（１ ．２ ．１８）称为哈密顿正则方程 ，它就是经典力学运动方程的哈密顿正则形式 。由

式（１ ．２ ．１０）与式（１ ．２ ．１６a） ，得

d Sd t ＝ L ＝ ∑
i
p i q· i － H （１ ．２ ．２０）

哈密顿正则方程式（１ ．２ ．１８）可以由如下变分而得

δS ＝ δ∫
t

t０
Ld t ＝ δ∫

t

t０
（ ∑

i
p i q· i － H）d t ＝ ０

由于 δqi | t０ ＝ δqi | t ＝ ０ ，由上式得

δ S ＝∫
t

t０
∑
i
q· iδ p i ＋ ∑

i
p iδ q· i － ∑

i

抄 H
抄 qi δqi － ∑

i

抄 H
抄 p i δ p i d t

＝∫
t

t０
∑
i
q· iδ p i ＋ dd t ∑

i
p iδqi － ∑

i
p
·
iδqi － ∑

i

抄 H
抄 qi δqi － ∑

i

抄 H
抄 p i δ p i d t

＝∫
t

t０
∑
i
q· i － 抄 H

抄 p i δ p i － ∑
i
p
·
i ＋ 抄 H

抄 qi δqi d t ＝ ０
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由此得式（１ ．２ ．１８） 。

哈密顿唱雅可比方程

前面所讨论到的经典力学运动方程的各种形式是变分形式或时间的常微分方

程形式 。这两者都同力学系统运动的轨道描述相关 。能否用场论方法（即偏微分

方程形式的描述方法）来描述经典力学的运动定律呢 ？答案是肯定的 ，这就是经典

力学运动方程的哈密顿唱雅可比形式 。由式（１ ．２ ．１３）可得

d Sd t ＝ 抄 S
抄 t ＋ ∑

i
p i q· i

由此式及式（１ ．２ ．２０）可得

H（ q ，p ，t） ＋ 抄 S
抄 t ＝ ０

我们知道 S是 （q ，t）的函数 ，上式中的 p若根据式（１ ．２ ．１４a）用 抄 S
抄 qi 来取代 ，就得到

偏微分方程 ：

抄 S
抄 t ＋ H q１ ，q２ ，… ，q３ N ；抄 S抄 q１ ，抄 S抄 q２ ，… ， 抄 S抄 q３ N ＝ ０ （１ ．２ ．２１a）

这方程称为哈密顿唱雅可比方程 ，它就是经典力学运动方程的哈密顿唱雅可比形式 。

对于单质点系统 ，由于 H 函数具有如下形式 ：

H ＝ １
２m（ p

２
x ＋ p２y ＋ p２z ） ＋ U（ x ，y ，z）

于是 ，哈密顿唱雅可比方程变为

抄 S
抄 t ＋

１
２m （∇ S）２ ＋ U ＝ ０ （１ ．２ ．２１b）

若单质点系统是保守系 ，由式（１ ．２ ．１６b）及式（１ ．２ ．２０）可得

S ＝ S０ （q） － Et

于是 ，式（１ ．２ ．２１b）变成
１
２m （∇ S０ ）２ ＋ U ＝ E （１ ．２ ．２１c）

单质点系统的哈密顿唱雅可比方程还可以直接由牛顿运动方程导出 。 对于单质点
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系统 ，牛顿方程为

d pd t ＝ － ∇U

我们把单质点系统及其在物理空间中的“副本”想象成物理空间“连续媒质” 。 组成

这种想象的“连续媒质”的“质点”具有相同的质量 ，而且各“质点”除了受位能 U 所

代表的力场的作用外 ，没有相互作用 。 这样 ， p可以看作是动量场 ，它是 （ x ，y ，z ，

t）的函数 。于是有 ：

d pd t ＝ 抄 p
抄 t ＋ （v · ∇） p （１ ．２ ．２２）

其中 v是“质点”的运动速度 。它与 p的关系为

v ＝ p
m （１ ．２ ．２３）

m是常数 ，其物理意义是质点的质量 。由式（１ ．２ ．１４b）可知 ， S函数是 p的势函数 。

将式（１ ．２ ．１４b）及式（１ ．２ ．２３）代入式（１ ．２ ．２２） ，将结果再代入牛顿运动方程 ，得

∇ 抄 S
抄 t ＋

１
２m （∇ S）２ ＋ U ＝ ０

由此得

抄 S
抄 t ＋

１
２m （∇ S）２ ＋ U ＝ 常数

　 　由于 U 只确定到任意常数 ，于是上式等号右边的常数可转移到等号左边并吸

收到 U 里面 。这样 ，上式就是单质点系统的哈密顿唱雅可比方程式（１ ．２ ．２１b） 。 由

此可见 ，哈密顿唱雅可比方程是动量势的运动方程 。由于

S（ x ，y ，z ；α１ ，α２ ，α３ ；t） ＝ 常数 C （１ ．２ ．２４）

所决定的曲面同质点运动轨道正交 ，称为“波阵面” ，因此 ，哈密顿唱雅可比方程也就

是上述“波阵面”的运动方程 。由此可见 ，经典力学运动方程的哈密顿唱雅可比形式

同力学系统运动的“波阵面”描述相关 。至此 ，我们对于力学系统的运动有两种描

述方式 ：力学系统运动的轨道描述和“波阵面”描述 。前者表示运动过程的纵向关

系 ，即在运动方向上的关系 ；后者表示运动过程的横向关系 ，即正交于运动方向上

的关系 。
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1 ．2 ．2 　泊松括号

考虑 （ q ，p）的任意两个连续 、可微函数 f（ q ，p）与 φ（q ，p） ，定义 f 与 φ的泊松

括号如下 ：

（ f ，φ） ＝ ∑ 抄 f
抄qi

抄φ
抄 p i －

抄 f
抄 p i

抄φ
抄 qi （１ ．２ ．２５）

由此定义推得

（ qi ，qk） ＝ （ p i ，p k） ＝ ０

（ qi ，pk） ＝ δi k
（１ ．２ ．２６）

其中 δi k 表示克罗内克符号 ：

δi k ＝
０ （当 i ≠ k）

１ （当 i ＝ k）

其泊松括号等于 δi k 的一对物理量 ，称为互相正则共轭的量 。由式（１ ．２ ．２６）可知 ，q

与 p是正则共轭量 。泊松括号具有如下性质 ：

（１） （u ，v） ＝ － （ v ，u） ；

（２） （u ，c） ＝ ０ ，其中 c是任意数 ；

（３）
（u１ ＋ u２ ，v） ＝ （u１ ，v） ＋ （u２ ，v）

（u ，v１ ＋ v２ ） ＝ （u ，v１ ） ＋ （u ，v２ ）
；

（４）
（u１ u２ ，v） ＝ （u１ ，v）u２ ＋ u１ （u２ ，v）

（u ，v１ v２ ） ＝ （u ，v１ ） v２ ＋ v１ （u ，v２ ）
；

（５） 若 u与 v 是一对正则共轭量 ，则有 ：（u ，v） ＝ １ 。

由这些性质得

u ，（ v ，w） ＋ v ，（ w ，u） ＋ w ，（u ，v） ＝ ０

由泊松括号的定义和哈密顿正则方程得

f
·

＝ （ f ，H） ＋ 抄 f
抄 t （１ ．２ ．２７）

于是 ，哈密顿正则方程式（１ ．２ ．１８）可表示成
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q· i ＝ （ qi ，H）

p
·
i ＝ （ p i ，H）

（ i ＝ １ ，２ ，… ，３ N） （１ ．２ ．２８）

这就是用泊松括号所表示的哈密顿正则方程 。由式（１ ．２ ．２７）可推得

（ t ，H） ＝ １ （１ ．２ ．２９）

这表明 ， H 与 t也是互为正则共轭的量 。

1 ．2 ．3 　小结

现在把上面的讨论作一个小结 。

（１） 经典力学运动方程的牛顿形式（牛顿方程） ———式（１ ．２ ．１）

单质点系统 ：m r·· － F ＝ ０

多质点系统 ：mi x·· i － Fi ＝ ０ ，

或 ：p
·
i － Fi ＝ ０

（ i ＝ １ ，２ ，３ ，… ，３ N）

　 　 （２） 经典力学运动方程的哈密顿变分原理形式 ———式（１ ．２ ．６）

δ S ＝ ０

S ＝∫
t

t０
Ld t

L ＝ T － U

　 　 （３） 经典力学运动方程的拉格朗日形式 ———拉格朗日方程式（１ ．２ ．１２）

抄 L
抄qi －

dd t
抄 L
抄 q· i ＝ ０ ，（ i ＝ １ ，２ ，３ ，… ，３ N）

　 　 （４） 经典力学运动方程的哈密顿正则形式 ——— 哈密顿正则方程式（１ ．２ ．１８）

q· i ＝ 抄 H
抄 p i

p
·
i ＝ － 抄 H

抄 qi

用泊松括号所表示的哈密顿正则方程 ———式（１ ．２ ．２８）

q· i ＝ （qi ，H）

p
·
i ＝ （ p i ，H）

　 （ i ＝ １ ，２ ，… ，３ N）
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　 　 （５） 经典力学运动方程的哈密顿唱雅可比形式 ——— 哈密顿唱雅可比方程

式（１ ．２ ．２１a）
抄 S
抄 t ＋ H q１ ，q２ ，… ，q３ N ；抄 S抄 q１ ，抄 S抄 q２ ，… ， 抄 S抄 q３ N ＝ ０

对于单质点系统 ，则为式（１ ．２ ．２１b）
抄 S
抄 t ＋

１
２m （∇ S）２ ＋ U ＝ ０

１ ．３ 　正则变换 ，相空间 ，刘维尔定理

1 ．3 ．1 　正则变换

　 　可以证明 ，拉格朗日方程式（１ ．２ ．１２）相对于点变换

Qi ＝ Qi（ q１ ，q２ ，… ，q３ N ） 　 （ i ＝ １ ，２ ，… ，３ N）

是不变的 。这一特征和广义坐标的选择的任意性是一致的 。 对于哈密顿正则方程

来说 ，上述点变换不是使它不变的唯一的变换 。现在考虑比点变换更一般的变换 ，

如下

Qi ＝ Qi（q１ ，q２ ，… ，q３ n ；p１ ，p２ ，… ，p３ N ）

Pi ＝ Pi（ q１ ，q２ ，… ，q３ n ；p１ ，p２ ，… ，p３ N ）
　 （ i ＝ １ ，２ ，… ，３ N） （１ ．３ ．１）

式（１ ．３ ．１）所表示的 ，并且使哈密顿正则方程不变的变换 ，称为正则变换 。 也就是

说 ，若式（１ ．３ ．１）是正则变换 ，则下式成立

q· i ＝ 抄 H
抄 p i

p
·
i ＝ － 抄 H

抄qi

痴
Q
·

i ＝ 抄 H′
抄 Pi

P
·

i ＝ － 抄 H
抄Qi

H′（ P ，Q）是新变量 （ P ，Q）下的哈密顿函数 。上式要求

δ∫ ∑ p idqi － Hd t ＝ ０ 　 痴 　 δ∫ ∑ PidQi － H′d t ＝ ０

即

∑
i
p idqi － Hd t ＝ ∑

i
P idQi － H′d t ＋ dF （１ ．３ ．２）

式（１ ．３ ．２）乃是使 （ q ，p） 至 （ P ，Q） 的变换（式（１ ．３ ．１））成为正则变换的充分而非
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必要条件 。函数 F称为正则变换的母函数（或导出函数） 。母函数的自变量有下列

四种情况

（q ，Q ，t） ，（ q ，P ，t） ，（ p ，P ，t） ，（ p ，Q ，t）

而必须排除下列两种情况 ：

（ q ，p ，t） ，（Q ，P ，t）

现对四种情况分别加以讨论 。

（１） 母函数是 （q ，Q ，t）的函数 ，以 F（ q ，Q ，t）表示 。

∑
i
p idqi － Hd t ＝ ∑

i
P idQi － H′d t ＋ dF

dF ＝ ∑ 抄F
抄 qi dqi ＋ ∑ 抄F

抄Qi dQi ＋ 抄F
抄 t d t

由此得

p i ＝ 抄F
抄 qi

Pi ＝ － 抄F
抄Qi

H′ ＝ H ＋ 抄F
抄 t

（１ ．３ ．３）

由式（１ ．３ ．３）可解出 Pi 与 Q i ，于是得到式（１ ．３ ．１）所表示的正则变换的具体形式 。

（２） 母函数是 （q ，P ，t）的函数 ，以 G（ q ，P ，t） 表示 。 首先求出 G与 F 的关系 ，

如下

G ＝ F ＋ ∑
i
P iQ i

由此得

∑ p idqi ＋ ∑ Qid Pi ＋ （ H′ － H）d t ＝ ∑ 抄G
抄 qi dqi ＋ ∑ 抄G

抄 Pi dPi ＋ 抄G
抄 t d t

于是可得

p i ＝ 抄G
抄 qi

Qi ＝ 抄G
抄Pi

H′ ＝ H ＋ 抄G
抄 t

（１ ．３ ．４）
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　 　 （３） 母函数是 （ p ，P ，t）的函数 ，以 K（ p ，P ，t）表示 。

K ＝ F ＋ ∑ PiQ i － ∑ p iq i
因此得

qi ＝ － 抄 K
抄 p i

Qi ＝ 抄 K
抄 Pi

H′ ＝ H ＋ 抄 K
抄 t

（１ ．３ ．５）

　 　 （４） 母函数是 （ p ，Q ，t）的函数 ，以 Φ（ p ，Q ，t）表示 。

Φ ＝ F － ∑ p i q i
因此得

qi ＝ － 抄 Φ
抄 p i

Pi ＝ － 抄 Φ
抄Qi

H′ ＝ H ＋ 抄 Φ
抄 t

（１ ．３ ．６）

值得注意的是 ，实际运动所引起的 q与 p 的变化也可以看作是正则变换

q ＝ q（ q０ ，p０ ，t）

p ＝ p（ q０ ，p０ ，t）
（１ ．３ ．７）

要求上述变换式满足

q０ ＝ q０ （q ，p ，t０ ）

p０ ＝ p０ （ q ，p ，t０ ）

　 　因为 （ q０ ，p０ ）与 （ q ，p）都满足哈密顿正则方程 ，因此式（１ ．３ ．７）所代表的变换

是正则变换 。此外值得注意的是 ，不论母函数怎么变化 ，新旧哈密顿函数之差总是

等于母函数对时间的偏微商 。若母函数对时间的偏微商为零 ，则 H′ ＝ H 。 若母

函数为作用量函数 S ，由哈密顿唱雅可比方程式（１ ．２ ．２１）得

H′ ＝ H ＋ 抄 S
抄 t ＝ ０ （１ ．３ ．８）
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式（１ ．３ ．８）意味着什么呢 ？哈密顿唱雅可比方程的完全积分 S ，即含有 ３ N ＋ １ 个任

意常数 αi（ i ＝ １ ，２ ，… ，３ N ＋ １）的解

S（q１ ，q２ ，… ，q３ n ；α１ ，α２ ，… ，α３ N ；t） ＋ α３ N ＋ １ （１ ．３ ．９）

它不仅是广义动量 P的势函数 ，而且由式（１ ．３ ．８）可知 ，若把哈密顿唱雅可比方程的

完全积分 S看做正则变换的一种母函数 ，求解力学问题就变得较简单 。 此时把任

意常数 αi 可当做新的广义坐标 。 设它们对应的广义动量为 βi ，于是 ，由哈密顿正

则方程及式（１ ．３ ．８）得

α
·
i ＝ 抄 H′

抄βi ＝ ０

β
·

i ＝ － 抄 H′
抄αi ＝ ０

由此得

αi ＝ ci（常数）

βi ＝ di（常数）

另一方面 ，由式（１ ．３ ．３）得

p i ＝ 抄 S
抄 qi

βi ＝ － 抄 S
抄αi

　 （ i ＝ １ ，２ ，… ，３ N） （１ ．３ ．１０）

由式（１ ．３ ．１０）可得到将 （ q ，p）表示成 （α ，β，t）的函数的 ６ N个方程式 ，即

qi ＝ qi（α１ ，α２ ，… ，α３ n ；β１ ，β２ ，… ，β３ n ；t）

p i ＝ p i（α１ ，α２ ，… ，α３ n ；β１ ，β２ ，… ，β３ n ；t）
　 （ i ＝ １ ，２ ，… ，３n） （１ ．３ ．１１）

这样也就解出了有关的力学问题 。其中 α与 β决定力学系统的运动轨道 ，因此它们

是轨道参数 。

1 ．3 ．2 　相空间

由于引入了广义坐标的概念 ，从而能够使力学从几何图像的联系中解脱出来

并采用纯数学分析的方法 。这样 ，我们才能够依靠数学分析方法的灵便性得到经

典力学运动方程的各种各样的数学形式 。 可是 ，为此所付出的代价是我们远离了
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概念的直观性 。为了弥补这种缺陷 ，现在我们还要回头来为力学系统的运动建立

某种几何形象 。为此 ，我们引入“相空间”的概念 ：哈密顿正则方程所有可能的解

（q ，p）的集合构成空间 ，我们称之为“相空间” 。

也就是说 ，“相空间”是力学系统所有可能的运动状态构成的空间 ，它是 ６ N 维

的 。它的每个点对应于力学系统的一个可能的运动状态 ，故称为该系统的代表点 。

当力学系统运动时 ，它的代表点也在相空间内运动 ，而且这种运动服从哈密顿正则

方程式（１ ．２ ．１８） 。代表点在运动时在相空间所描画出来的曲线称为相轨道 。 由于

哈密顿函数 H 的单值性 ，相空间任何一点都不可能具有 （ q· ，p
·
） 的多组值 ，因此 ，相

轨道之间是互不相交的 。

1 ．3 ．3 　刘维尔定理

庞加莱线性积分不变量定理

　 　设有偶数个状态参数

（ q１ ，q２ ，… ，q３ N ，p１ ，p２ ，… ，p３ N ）

其状态的运动方程为

q· i ＝ Qi（q１ ，q２ ，… ，q３ N ，p１ ，p２ ，… ，p３ N ，t）

p
·
i ＝ Pi（q１ ，q２ ，… ，q３ N ，p１ ，p２ ，… ，p３ N ，t）

上述状态运动方程成为哈密顿正则方程的充分必要条件是

I ＝∮ ∑
３ N

i ＝ １
p idqi

是积分不变量（在运动过程中不变的量） ，这个积分不变量称为庞加莱（Poincaré ）线
性积分不变量 ，它是庞加莱积分不变量的一阶形式 。 相空间中的运动实际上就是

与正则变换相对应的相空间映象 。

庞加莱积分不变量的二阶形式

I ＝ 簇
σ
∑
３ N

i ＝ １
dqid p i
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刘维尔定理

前面讨论过的正则变换实际上就是相空间内的某种映象 。 与正则变换相对应

的相空间映象具有如下重要性质 ：相空间中某一区域 M的体积 Ω ，相对于正则变

换所对应的映象是不变的 。

这就是说 ，对于相空间映象 ，下式成立 ：

Ω１ ＝ Ω２

Ω１ ＝∫ …∫dq１ dq２ … dq３ n d p１ d p２ … d p３ N

Ω２ ＝∫ …∫dQ１ dQ２ … dQ３ nd P１ d P２ … dP３ N

（１ ．３ ．１２）

实际上这是 ６ N维相空间的庞加莱积分不变量的 ６ N阶形式 ，即

I ＝∫ …∫dq１ dq２ … dq３ nd p１ d p２ … d p３ N
由于积分变量的变换 ，积分发生如下变换 ：

∫ …∫dQ１ dQ２ … dQ３ nd P１ d P２ … dP３ N ＝∫ …∫ D d q１ dq２ … dq３ n d p１ d p２ … d p３ N
其中 D是雅可比行列式 ：

D ＝ 抄（Q１ ， … ，Q３ N ；P１ ，… ，P３ N ）
抄（q１ ，… ，q３ N ；p１ ，… ，p３ N ）

＝

抄（Q１ ， … ，Q３ N ；P１ ，… ，P３ N ）
抄（ q１ ，… ，q３ N ；P１ ，… ，P３ N ）
抄（q１ ， … ，q３ N ；p１ ，… ，p３ N ）
抄（ q１ ，… ，q３ N ；P１ ，… ，P３ N ）

＝

抄（Q１ ， … ，Q３ N ）
抄（ q１ ，… ，q３ N ）
抄（ p１ ，… ，p３ N ）
抄（ P１ ，… ，P３ N ）

（１ ．３ ．１３）

由式（１ ．３ ．４）可知 ，式（１ ．３ ．１３）的分子行列式与分母行列式的元素分别为

抄Qi
抄qj ＝ 抄２ G

抄q j 抄 Pi

抄 p j
抄 Pi ＝ 抄２ G

抄 Pi抄 qj

可见 ，分子行列式与分母行列式的区别只在于行与列互为对调 ，因此 ，分子行列式

与分母行列式的值相等 ，即

D ＝ １
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于是得到式（１ ．３ ．１２） 。由于力学系统的真实运动所引起的 （ q ，p）变化可以看作是

正则变换 ，于是相空间代表点遵循哈密顿正则方程所发生的运动可以看作是正则

变换所对应的相空间映象 。 因此 ，根据式（１ ．３ ．１２） ，可以推得如下推论 ：当相空间

中某一区域 M内的代表点运动时 ，这些代表点所在区域的体积始终保持不变 。即

∫
M（ t）

dΓ ＝ ∫
M（ t０ ）

dΓ

dΓ ＝ dq１ dq２ … d q３ n d p１ d p２ … d p３ n
（１ ．３ ．１４）

或者

Δ q１ Δ q２ … Δ q３ n Δ p１ Δ p２ … Δ p３ n t ＝ Δ q１ Δ q２ … Δ q３ n Δ p１ Δ p２ … Δ p３ n t０ （１ ．３ ．１５）

这就是刘维尔定理 。

１ ．４ 　热力学简介

1 ．4 ．1 　热力学的特点

　 　热力学系统是多自由度宏观系统 ，它研究的是热力学系统达到平衡态时的行

为 。所谓平衡态是指稳定的 、不随时间变化的宏观状态 。 热力学与力学不同 。 力

学描述多自由度（例如 ， N个自由度）系统的行为需要 ２ N个状态参数 ，而热力学只

需要与自由度无关的少数几个状态参数就足够了 ；这些少数几个状态参数中 ，除了

力学参数之外 ，还有力学所没有的 、热力学所独有的热学状态参数（熵 S 与温度

T ） 。在统计力学出现之前 ，热力学所需要的少数几个状态参数 ，特别是其中的热学

参数 ，只能通过实验来理解 。因此 ，在统计力学出现之前 ，热力学是一种唯象理论 。

1 ．4 ．2 　热力学系统的状态参数

热力学系统有三种状态参数 ：力学参数（体积 V 、压强 P ；面积 A 、表面张力

σ ；长度 L 、张力 J ；磁化强度 M 、磁场强度 H ；极化强度 I 、电场强度 E ） ，化学参

数（粒子数 N 、化学势 μ ）和热学参数（熵 S与温度 T ） 。这三种状态参数都是成对

的 。这些成对的状态参数中 ，有一个是广延量 ，而另一个是强度量 。 所谓广延量 ，

是指随系统在空间中延伸范围或自由度的增加而增加的量 ；所谓强度量 ，是指与系
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统在空间中延伸范围或自由度无关的量 。

广延量 强度量

熵 S 温度 T

体积 V 压强 P

面积 A 表面张力 σ

长度 L 张力 J

磁化强度 M 磁场强度 H

极化强度 I 电场强度 E

粒子数 N 化学势 μ

力学参数中的广延量统称为广义位移 ，用 X i表示 ；强度量统称为广义力 ，用 Y i

表示 。即

X i … ，V ，A ，L ，M ，I

Y i … ， － P ，σ，J ，H ，E

1 ．4 ．3 　热力学势与热力学基本公式

热力学势

　 　在力学中 ，对于保守系来说 ，功可以用势能的形式储存起来 ，然后再释放 。 在

某些情况下 ，热力学系统也一样 ；我们可以通过可逆过程对系统做功来把能量储存

于热力学系统中 ，再以功的形式将能量取出 。 储存于系统之中后能再以功的形式

释放的这部分能量称为“自由能” ，或者称为“热力学势” 。由于采用不同的约束 ，或

者说采用不同的状态参数组合 ，从而有不同的“自由能” ，或者说不同的“热力学

势” 。我们将讨论五种热力学势 ：内能 U ，焓 H ，亥姆霍兹自由能 F ，吉布斯自由

能 G ，巨势 Ω 。

热力学基本公式

把热力学第一定律和第二定律结合起来 ，得到
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对于可逆过程 ——— Td S ＝ dU － Yd X － μd N （１ ．４ ．１a）
对于不可逆过程 ——— Td S ≥ dU － Yd X － μd N （１ ．４ ．１b）

这就是热力学基本公式 。

麦克斯韦关系式

从热力学基本公式可以导出一系列看起来很不同的量变化率之间的关系式 ，

称为麦克斯韦关系式 。无论在理论上还是在实验上 ，这些关系式都极为重要 。

内能 U 及其对应的热力学基本公式 、麦克斯韦关系式

U ＝ ST ＋ XY ＋ Nμ ＝ ST ＋ Ω ＋ G

dU ＝ Td S ＋ Yd X ＋ μd N 痴

T ＝ 抄U
抄 S X ，N

Y ＝ 抄U
抄 X S ，N

μ ＝ 抄U
抄 N S ，X

（１ ．４ ．２）

程麦克斯韦关系式

抄 T
抄 X S ，N

＝ 抄Y
抄 S X ，N

， 抄 T
抄 N S ，X

＝ 抄μ
抄 S X ，N

　 　 　 　 　 　

抄Y
抄 N S ，X

＝ 抄μ
抄 X S ，N

， 抄μi
抄 N j S ，X ，N（ i ≠ j）

＝ 抄μj
抄 N i S ，X ，N（ j ≠ i）

焓 H 及其对应的热力学基本公式 、麦克斯韦关系式

H ＝ U － XY ＝ ST ＋ Nμ ＝ ST ＋ G

d H ＝ Td S － XdY ＋ μd N 痴

T ＝ 抄 H
抄 S Y ，N

X ＝ － 抄 H
抄Y S ，N

μ ＝ 抄 H
抄 N S ，Y

（１ ．４ ．３）

程麦克斯韦关系式
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