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前 　 　 言

泛函分析是一门研究探讨不同领域问题本质和共性的学科 ．它起源于经典分

析 ，是数学的一个抽象分支 ．
２０ 世纪初期 ，随着线性常微分方程和偏微分方程 、变分学 、逼近论 ，特别是线

性微积分方程等学科理论的发展及大量研究结果的涌现 ，数学家们逐渐意识到 ：在
各种看似毫不相干的领域中 ，许多结果往往具有类似的特征和性质 ．通过去伪存

真 、仔细研究与提炼 ，人们获得了处理这些问题的一些有效且统一的途径 ．
抽象地处理问题 ，虽然有不直观的一面 ，但优越性也是易见的 ：它把握住了事

物最本质的内容 ，使研究者的观察免受非本质细节的干扰 ，从而对问题看得更深

入 、更清晰 ．同时 ，由于所得的结果反映了这些事物的本质和共性 ，所以它又可以应

用到大量不同的领域中去 ．正是由于这些优点 ，才使得泛函分析成为许多应用学科

进行科学研究的必备知识和有力助手 ．
虽然泛函分析是一门抽象课程 ，但它的理论仍来自于各种具体模型 ．本教材通

过大量例题说明 ，用泛函分析的观点思考问题 ，就会发现许多毫不相干的领域其实

有着许多本质的联系 ．这启发人们在研究某些陌生问题时 ，应设法把它与熟悉的领

域联系起来 ，并从后者的研究方法和结果中得到启迪和线索 ．
泛函分析课程的内容是相当丰富的 ．在假定读者已具备高等数学 、线性代数以

及集合论等方面的数学基础知识的前提下 ，本书力争在有限的课时内给读者树立

起泛函分析的基本概念 ，并掌握泛函分析理论的核心内容 ，如三大空间（度量空间 、
赋范空间 、内积空间）和算子概念 ，以及线性泛函分析的“四大定理”（延拓定理 、逆
算子定理 、闭图像定理 、共鸣定理）等 ．为方便读者自学 ，书中大部分习题都给出了

解答 ；同时 ，为了重点突出 ，有一些地方被处理成选读内容而打了“ 倡 ”号 ，请读者课

外选择阅读 ．
最后 ，我们还要指出 ：将抽象方法应用于具体情况 ，并体会出抽象方法的功效 ，

这并不比当初提炼这些抽象方法容易 ，因为随情况不同 ，方法是十分多变的 ．特别

是读者要将泛函分析的抽象理论应用于自己所面对的问题 ，更不是一件简单直观

的事情 ，它不仅要求研究者具有灵活的思维和丰富扎实的专业知识 ，而且还需要付

出艰苦不懈的科研毅力 ．
本书是在为工科研究生和高年级本科生讲授的“泛函分析”课程讲义的基础上

整理形成的 ．在出版之前 ，作者曾经在西北工业大学工科研究生“泛函分析”课程中

多次试用 ，得到了 １９９９ 级 ～ ２００３ 级学生们的许多帮助 ，作者在此表示衷心感谢 ．
本书第 １ 、２ 章由封建湖编写 ，第 ３ ～ ９ 章由门少平编写 ，西北工业大学数学与

信息科学系刘哲 、崔学伟 、张慧清等三位教师参加了部分习题的编写工作 ，最后由



门少平统一定稿 ．
西北大学理学院王戍堂教授 、西安交通大学理学院马逸尘教授 、西北工业大学

理学院钮鹏程教授仔细审阅了书稿 ，提出了许多宝贵的意见 ．西北工业大学数学与

信息科学系 、西北工业大学教务处和科学出版社的有关同志对本书的出版给予了

极大的支持 ，我们深表感谢 ．正是由于有了各方面的共同努力 ，才使本书得以完成 ．
尽管对书中进行了多次修改 ，难免还有疏漏和错误之处 ，敬请有关专家和读者

不吝赐教 ．

编 　 者
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第 1 章 　 基础知识

１ ．１ 　 集 　 　 合

1 ．1 ．1 　 集合的几个概念

１ ．集合及其运算

首先列出本书中常用的记号及集合运算的有关结论 ．
碬 ：空集 ．
“ ∈ ”和“ ∈桙 ” ：“属于”和“不属于” ．表元素与集合的关系 ．例如 ：a ∈ A（读作“ a

属于 A”）表示 a 是集合 A 的元素 ，a ∈桙 A（读作“ a 不属于 A”）表示 a 不是集合 A 的

元素 ．
“ 炒 ”和“ 炒桙 ” ：“包含于”和“不包含于” ．表集合与集合的关系 ．例如 ：A 炒 B（读

作“ A 包含于 B”）表示 A 是 B 的子集 ，即 A 的每个元素也是 B 的元素 ，也记作

B 车 A（读作“ B 包含 A”） ．A 炒桙 B（读作“ A 不包含于 B”）表示 A 不是 B 的子集 ，即
A 至少有一个不属于 B 的元素 ．

“ 愁 ” 、“ 愁 ！”和“ 愁桙 ” ：“存在” 、“存在惟一”和“不存在” ．
结论 ：碬 是任何集合的子集 ．
A ＝ B ：集 A 与 B 相等（二集由完全相同元素组成 ．或者说 ：二集互相包含） ．
A ≠ B ：集合 A 与集合 B 不等（有元素 ，它只属于两集之中的某一个集） ．
A ∪ B ＝ ｛ x｜ x ∈ A 或 x ∈ B｝ ：A 与 B 的并集（由 A ，B 的全体元素所组成的

集） ．
A ∩ B ＝ ｛ x｜ x ∈ A 且 x ∈ B｝ ：A 与 B 的交集（由 A ，B 的共同元素所组成的

集） ．
A ∩ B ＝ 碬 ：A 与 B 不相交（二集无公共元素） ．
A － B ＝ ｛ x｜ x ∈ A 且 x ∈桙 B｝ ：A 与 B 的差集（由 A 中不属于 B 的元素所成的

集） ．
Ac ＝ X － A ：A 在 X 中的余集 ．
集合运算有以下结论（证明略） ．
（１） A ∪ A ＝ A ，A ∩ A ＝ A ．
（２） A ∪ B ＝ B ∪ A ，A ∩ B ＝ B ∩ A ．
（３） A ∪ （ B ∪ C） ＝ （ A ∪ B） ∪ C ＝ A ∪ B ∪ C ；A ∩ （ B ∩ C） ＝ （ A ∩ B） ∩ C ＝



A ∩ B ∩ C ．
（４） A ∩ （ B ∪ C） ＝ （ A ∩ B） ∪ （ A ∩ C） ；A ∪ （ B ∩ C） ＝ （ A ∪ B） ∩ （ A ∪ C） ．
（５） A ∩ B 炒 A ，A ∩ B 炒 B ．
（６） A ∪ B 车 A ，A ∪ B 车 B ．
（７） （ Ac ）c ＝ A ，Xc ＝ 碬 ，碬 c ＝ X ．

（８） （De Morgan 法则） ∪
∞

n ＝ １
A n

c
＝ ∩

∞

n ＝ １
Ac

n ， ∩
∞

n ＝ １
A n

c
＝ ∪

∞

n ＝ １
Ac

n ．

Cartesian 乘积（或笛卡儿乘积）概念 ：设 X 与 Y 是两个非空集合 ，由所有序对

（ x ，y）（其中 ：x ∈ X ，y ∈ Y）所成的集 ，称为 X 与 Y 的 Cartesian 乘积 ，记为 X ×
Y ．

２ ．集合的势 ，可数集与不可数集

设 A 是一个集合 ，A 中元素的个数 ，称为 A 的势 ．如果 A 的势是有限数 ，则
称 A 为有限集 ；如果 A 的势不是有限数 ，则称 A 为无限集 ．

由于 碬 的势为 0 ，所以 碬 是有限集 ．
若两个集合的元能建立一一对应的关系 ，则认为这两个集合的元是一样多的 ，

或者说 ，它们的势相等 ．特别 ，若 A 能与正整数集（也称“自然数集”）一一对应 ，或
者说 ，A 的元（按对应的自然数的顺序）可用一个排列形式全部列出 ，则称 A 为可

列集或可数集 ；非可数的无限集 ，称为不可列集或不可数集 ．
若 A 的势不超过可数集的势 ，就称 A 为至多可数集 ．显然 ，可数集的子集是

至多可数集 ．
任意两个可数集 ，因它们各自都能与自然数集建立一一对应关系 ，故它们之间

也能建立起元素的一一对应关系 ．所以说 ，可数集所含的元素是一样多的 ．
自然数集本身是一个可数集 ．此外 ，我们再给出一个重要的命题 ．
定理 1 ．1 ．1 　 有理数集 Q 是一个可数集 ．
证 　 为证 Q 是可数集 ，只需举出一个能将有理数全部列出的数列即可 ．下面 ，

我们给出全体非负有理数的一种排列方法 ，然后通过正负相间 ，便可得到一个由全

体有理数组成的数列 ．

任何一个非负有理数 r ，都可惟一表为一个既约分数 p
q 的形式 ，称 p ＋ q 为 r

的权 ．比如 ，权为 １ 的有理数只有 ０ ＝ ０
１ ，权为 ２ 的有理数只有 １ ＝ １

１ ，但权为 ３ 的

有理数有 ０ ．５ ＝ １
２ 和 ２ ＝ ２

１ ，… ．显然 ，权相等的有理数是有限多的 ．

对任何两个非负的有理数 r ，s ，将其中权小的数排在权大的数前面 ；如果有理

数 r ，s 的权相等 ，将其中分子小的数排在分子大的数前面 ．按照这种方法 ，就可将
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非负有理数全体用数列的形式表出 ．□
我们给出可数集的下述性质 ．
定理 1 ．1 ．2 　 若 A ，B 是两个可数集 ，则 A ∪ B 和 A × B 都是可数集 ．
证 　 设 A ＝ ｛ a１ ，a２ ，… ，an ，… ｝ ，B ＝ ｛ b１ ，b２ ，… ，bn ，… ｝ ，考虑排列 ：a１ ，b１ ，

a２ ，b２ ，… ，an ，bn ，… ，去掉其中重复的元素 ，就得到了 A ∪ B 的一个排列 ，所以

A ∪ B是可数集 ．
设 r ＝ （ am ，bn ）是 A × B 元 ，称 m ＋ n 为 r 的权 ．显然 ，权相等的元在 A × B

中是有限多的 ．对 A × B 中任两个元 r ，s ，将其中权小的元排在权大的前面 ；如果

r 与 s 的权相等 ，就按 A 的排法 ，将 r 与 s 中第一分量靠前的元排在另一元的前

面 ．由此就可将 A × B 中元用排列的形式表出 ，所以 A × B 是可数集 ．□
设 A 是任一集合 ．由 A 的所有子集所组成的集 ，称为是 A 的幂集 ，记为 ２ A ．

例如 ，若 A ＝ ｛１ ，２｝ ，则 ２ A ＝ ｛ 碬 ，｛１｝ ，｛２｝ ，｛１ ，２｝｝ ．A 的势小于 2 A
的势（即 A 只能

与 2 A
的一个真子集建立一一对应关系 ，但不能与 2 A

建立一一对应关系） ，此结论

对 A 为无限集时也成立（其证明可在集合论方面的专著中查找） ．进而对无限集 ，
虽然它们的势都不是有限正整数 ，但不能因此认为它们的势都相等 ．

特别 ，我们证明以下定理 ．
定理 1 ．1 ．3 　 开区间（０ ，１）是不可数集 ．
证 　 首先 ，对 橙 x ∈ （０ ，１） ，则 x 可能是有限纯小数 、也可能是无限循环或不循

环的纯小数 ．对有限纯小数 ，将它改写为以 ９ 为循环节的无限循环小数形式 ．例如 ，
将 ０ ．５ 表成 ０ ．４９９ … ．这样 ，对任何 x ∈ （０ ，１） ，x 都可惟一地表成无限循环或不循

环纯小数“０ ．r１ r２ … rn … ”的形式 ，其中整数 rn 不全为 ９（否则 x ＝ １ ∈桙（０ ，１）） ，并且

有无限多个 r n 不为 ０ ．

若（０ ，１）中的数可用某个数列形式全部排出 ，设为数列 A ＝ ｛ x１ ， x２ ，… ，

x n ，… ｝ ，其中 ，

x １ ＝ ０ ．r１１ r１２ … r１n … ，　 x２ ＝ ０ ．r２１ r２２ … r２n … ，　 … ，　 xn ＝ ０ ．r n
１ r n

２ … r n
n … ，　 … ．

然而我们下面可证明有 x ∈ （０ ，１） ，但 x 不在数列 A 中 ，从而与 A 是（０ ，１）中全部

数的排列的假设矛盾 ，这便证明了（０ ，１）中的数是无法用数列形式全部排出的 ．
若 rii ≠ ５ ，取 ri ＝ ５ ；若 rii ＝ ５ ，取 ri ＝ ６（ i ＝ １ ，２ ，… ） ，再令 x ＝ ０ ．r１ r２ … rn … ．

显然 x ∈ （０ ，１） ，但不与｛ x１ ，x２ ，… ，x n ，… ｝中任何数相等 ，故 x 不在 A 中 ．□

任何无限集都含有可数子集 ，从这个意义上说 ，可数集是势最小的无限集 ．特
别 ，若把可数集的势记为 ０ 、开区间（０ ，１）的势记为 ，则由定理 １ ．１ ．３ ，知有 ０

＜ ．

由定理 １ ．１ ．１ ～ 定理 １ ．１ ．３ ，便可知在开区间（０ ，１）中 ，无理数点不但存在 ，而
且比有理数点要多得多 ．这是一个不能靠直观想像 、而只能用严格论证才能得到的
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结论 ．

1 ．1 ．2 　 实数集

１ ．实数集上的距离 、实数集的完备性以及实数集的其它重要性质

　 　 记 R１
为实数集 ．对 R１

中的任意两个数 x ，y ，称 d（ x ，y） ＝ ｜ x － y｜为 x 与 y
之间的距离 ．显然 R１ 上的距离 d 满足以下性质 ：

① 橙 x ，y ∈ R１ ，都有 d（ x ，y） ≥ ０ ，且 d（ x ，y） ＝ ０ 当且仅当 x ＝ y（称为“非负

性”） ；
② d（ x ，y） ≤ d（ x ，z） ＋ d（ y ，z） ，橙 x ，y ，z ∈ R１ （称为“三角不等式”） ．
设｛ xn ｝是一数列 ，若有 x ∈ R１ ，使得当 n → ∞ 时 ，有｜ x n － x｜ → ０ ，则称｛ x n ｝是

R１ 中一个收敛列 ，并称 x 为｛ xn ｝的极限 ，记为 x n → x 或 lim
n → ∞

xn ＝ x ．

设｛ xn ｝是一数列 ，若它具有如下性质 ：

“对任意 ε ＞ ０ ，都存在 N ＝ N（ ε） ，当 m ，n ＞ N 时 ，恒有 ｜ xm － xn ｜ ＜ ε 成立 ．”

则称｛ xn ｝是 R１
中的基本列或柯西（Cauchy）列 ．

定义 1 ．1 ．1 　 设 A 是 R１
的子集 ，若 A 中任意的基本列都在 A 中有极限 ，则称

A 为 R１
的一个完备子集 ．□

例如 ，闭区间［０ ，１］是 R１
中一完备子集 ，而开区间（０ ，１）不是 R１

中的完备子

集 ，因为
１
２ ，１３ ，… ，１n ，… 是（０ ，１）中的基本列 ，但它的极限 ０ 不在（０ ，１）中 ．

特别 ，实数集本身是 R１ 中的完备子集 ，这就是下面的定理 ．
定理 1 ．1 ．4（柯西收敛准则） 　 若｛ x n ｝是 R１

中基本列 ，则｛ xn ｝在 R１
中收敛 ．□

定理 １ ．１ ．４ 指出了实数集的一个重要性质 ，这个性质称为实数集的完备性 ．
定义 1 ．1 ．2 　 设 A 是 R１ 的子集 ．若有常数 M ＞ ０ ，使得 A 中的任意数 x 到 ０

的距离｜ x － ０｜ ＝ ｜ x｜都不大于 M ，则称 A 为 R１ 的有界子集 ；若存在 x ∈ R１ ，且存

在 A 中数列｛ x n ｝（ xn ≠ x） ，使得 x n → x ，则称 x 为 A 的聚点 ；若 A 包含它的所有

聚点 ，则称 A 为 R１
中一个闭集 ；若 A 的任意数列中都含有基本子列 ，则称 A 为致

密集 ；若 A 是一个完备的致密集 ，则称 A 为紧集 ．规定任意有限集都是紧集 ．□
显然 ，若 A 是紧集 ，则 A 中任意序列都存在在 A 中收敛的子列 ．
我们已经熟知一些常见的致密集和紧集的例子 ．比如 ，闭区间［０ ，１］和开区间

（０ ，１）都是 R１ 中的有界集 ，并都是致密集 ；因［０ ，１］是完备集 ，故它也是紧集 ．
定理 1 ．1 ．5 　 R１ 中任意有界集都是致密集 ，而有界闭集都是紧集 ．
证 　 只考虑无限集情况 ，且只证前半命题 ．设 A 是 R１

中一有界无限集 ，｛ xn ｝

是 A 中任取的数列 ，则由 A 的有界性 ，有有界区间 ［ － M ， M］ ，使 ｛ xn ｝ 炒

［ － M ，M］ ．将［ － M ，M］平分为两个小区间［ － M ，０］和 ［０ ，M ］ ，因｛ x n ｝是无限
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集 ，必有其中一个小区间 （记为 ［ a１ ，b１ ］）含有｛ xn ｝中无限多个数 ，在［ a１ ，b１ ］ ∩

｛ xn ｝中取定一个数 ，记为 x１ １ ；再将［ a１ ，b１ ］平分为两个小区间 ，仍由于｛ xn ｝是无限

集 ，必有一个小区间（记为［ a２ ，b２ ］）含有｛ xn ｝中无限多个数 ，在［ a２ ，b２ ］ ∩ ｛ xn ｝中

取定一个排在 x１ １ 后面的数 ，记为 x１ ２ ；… ．以这种方法 ，我们得到｛ x n ｝中一个子列

｛ x１ n ｝及一组区间［ an ，bn ］ ，满足 ：

（１） 区间长度 bn － an ＝ １
２ n － １ M → ０ ；

（２） 当 m ＞ n 时 ，有 x１ m ∈ ［ an ，bn ］ ．

由（１） ，可知对任意 ε ＞ ０ ，都存在 N ，使得 bN － aN ＜ ε ；由 （２） ，便知当 m ，

n ＞ N时 ，有｜ x１ n － x１ m ｜ ≤ bN － aN ＜ ε ．这说明｛ x１ n ｝是｛ xn ｝中一个基本列 ，故由定

义 ，得知 A 是致密集 ．□
用上面定理证明中使用的方法以及实数集的完备性 ，能证得在 R１

中成立着

下面的闭区间套定理 ．
定理 1 ．1 ．6（闭区间套定理） 　 设［ an ，bn ］是 R１

中一列闭区间 ，满足下列条件 ：

（１） ［ an ＋ １ ，bn ＋ １ ］ 炒 ［ an ，bn ］ ，n ＝ １ ，２ ，… ；

（２） lim
n → ∞

｜ bn － an ｜ ＝ ０ ．

则存在惟一的 x ∈ R１ ，使得 ∩ ∞
n ＝ １ ［ an ，bn ］ ＝ ｛ x｝ ．□

２ ．实数集的稠密子集

定义 1 ．1 ．3 　 设 M ，A 是 R１
中任意两个子集 ．如果对任意 x ∈ M ，及任意 δ ＞

０ ，都存在 y ∈ A ，使得不等式｜ y － x｜ ＜ δ 成立 ，则称 A 在 M 中稠密 ．特别 ，如果 A
在 R１

中稠密 ，则称 A 为 R１
的一个稠密子集 ．□

定义 １ ．１ ．３ 的一个等价说法是 ：若 A 在 M 中稠密 ，则对 M 中任一取定的实

数 x ，及 δ ＞ ０ ，在该 x 的 δ唱邻域 O（ x ，δ） ＝ ｛ y ∈ R１ ：｜ y － x｜ ＜ δ｝中 ，都含有 A 中的

数 ．
定理 1 ．1 ．7 　 有理数集 Q 是实数集 R１

中的一个稠密子集（由此也可知 Q 在

R１
的任一集合 M 中都稠密） ．
证 　 对 R１ 中任取定的 x ，有整数 n ，使 x ∈ ［ n ，n ＋ １］ ．考虑 x 的任一 δ唱邻域

O（ x ，δ） ，它是一个 x 为中心 、长 ２ δ 的开区间 ．显然有整数 m ，使 １
m ＜ δ ．将闭区间

［ n ，n ＋ １］作 m 等分 ，则分点 n ＋ i
m （ i ＝ ０ ，１ ，… ，m） 都是有理数 ．由于相邻分点

的距离为
１
m ＜ δ ，故必有分点含于 O（ x ，δ）中 ，从而在 x 的任意邻域中 ，都含有有

理数 ．□
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３ ．实数子集的上确界和下确界

设 M 是 R１ 中的子集 ，若有 b ∈ R１ ，使对一切 x ∈ M ，都有 x ≤ b ，则称 b 为实

数集 M 的一个上界 ；M 的最小上界称为 M 的上确界 ，记为 sup M ．类似地 ，若有

a ∈ R１ ，使对一切 x ∈ M ，都有 x ≥ a ，则称 a 为实数集 M 的一个下界 ；M 的最大

下界称为 M 的下确界 ，记为 inf M ．

例 1 ．1 ．1 　 设 M １ ＝ ３ － １
n ：n ＝ １ ，２ ，… ，M ２ ＝ （ － １ ，４） ，M ３ ＝ ［ － １ ，＋ ∞ ］ ，

即 M １ 是数列 ，M ２ ，M ３ 分别是有界和无界区间 ．则 inf M １ ＝ ２ ，sup M １ ＝ ３ ；

in f M ２ ＝ － １ ，sup M ２ ＝ ４ ；inf M３ ＝ － １ ，sup M ３ ＝ ＋ ∞ ．

可以看到 ，数集的上确界与数集中的最大数是不同的概念 ．数集中若有最大

数 ，则它一定是该集的上确界 ，但反之并不成立 ．比如上例中 ，M１ 的上确界是 ３ ，但

最大数却不存在 ．
定理 1 ．1 ．8 　 r ＝ inf M 的充分必要条件是它满足下面两个条件 ：
（１） r 是实数集 M 的下界 ；
（２） 存在｛ mn ｝ 炒 M ，使得 mn → r ．
证 　 （ 痴 ）只证 r ≠ － ∞ 情况 ．r 显然是实数集 M 的下界 ．又对 橙 ε ＞ ０ ，在开区

间（ r ，r ＋ ε）中必有 M 中的数（否则 r ＋ ε是 M 的下界 ，与 r 是最大下界的假设矛

盾） ，于是当 ε → ０ 时 ，容易找到｛ mn ｝ 炒 M ，满足 mn → r ．
（ 迟 ）设 r 是实数集 M 的下界 ，且存在 ｛ mn ｝ 炒 M ，使得 mn → r ．则对任意

s ＞ r ，s 都不可能是 M 的下界（由于 mn → r ，故必有其中的点 mn ，满足 mn ＜ s） ，

所以 r 是 M 的最大下界 ，即 r ＝ inf M ．□
特别 ，如果 r 是实数集 M 的下界 ，且 r ∈ M ，则取 mn ≡ r ，由定理 １ ．１ ．８ ，便知

r 是 M 的下确界 ，并且 r 也是 M 中的最小元 ．上面的 M １ 和 M ３ 就都是这样的

集合 ．
同样 ，有“ r ＝ sup M 骋 r 是 M 的上界 ，且存在｛ mn ｝ 炒 M ，使 mn → r”成立 ．

定理 1 ．1 ．9 　 若数集 M 有有限下（上）界 ，则必有有限下（上）确界 ．
证 　 只证明下界命题 ．设 a ＞ － ∞ 是 M 的一个下界 ，在 M 中任取定一数 x１ ，

则 a ≤ x１ ．若 a ＝ x１ ，则 a 就是 M 的下确界 ；若 a ＜ x１ ，考虑闭区间［ a ，x１ ］的中点

p ，若 p 是 M 的下界 ，则令区间［ m１ ，n１ ］ ＝ ［ p ，x１ ］ ；若 p 不是 M 的下界 ，则有 x ２

∈ M ，使得 x２ ＜ p ，此时令区间 ［ m１ ，n１ ］ ＝ ［ a ， p］ ．总之我们得到一个闭区间

［ m１ ，n１ ］ ，它的长度是闭区间［ a ，x１ ］的一半 ，且左端点 m１ 是 M 的下界 ，右端点

n１ 不是 M 的下界 ．同样 ，我们又可以得到闭区间［ m２ ，n２ ］ ，它的长度是闭区间

［ m１ ，n１ ］的一半 ，且左端点 m２ 是 M 的下界 ，右端点 n２ 不是 M 的下界 ．依次类
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推 ，可得到一组闭区间［ mk ，nk ］ ，k ＝ １ ，２ ，… ，其左端点 mk 是 M 的下界 ，右端点 nk

不是 M 的下界 ，且满足

（１） ［ mk ＋ １ ，nk ＋ １ ］ 炒 ［ mk ，nk ］ ，k ＝ １ ，２ ，… ；

（２） lim
k → ∞

｜ mk － nk ｜ ＝ ０ ．

由闭区间套定理 ，存在惟一 r ∈ R１ ，使得 ∩
∞

k ＝ １
［ mk ，nk ］ ＝ ｛ r｝ ．显然有 lim

k → ∞
mk ＝ lim

k → ∞
nk

＝ r ．
由于 mk 是 M 的下界 ，及 mk → r ，用反证法可首先证得 r 是 M 的下界（留作

习题） ．其次 ，由于 nk 不是 M 的下界 ，有 xk ∈ M ，使 r ≤ xk ＜ nk 成立 ．令 k → ∞ ，便

得到 xk → r ．据定理 １ ．１ ．８ ，便证得 r 是 M 的下确界 ．□

下面的结论是明显的 ．
定理 1 ．1 ．10 　 若实数集 A ，B 满足 A 炒 B ，则

in f B ≤ in f A ≤ sup A ≤ sup B ． □

习题 1 ．1

１ ．证明集合运算的性质（１） ～ （８） ．

２ ．证明开区间（０ ，１）与实数集 R１ 的势相等 ．

３ ．设 f 是 R１
上的单调函数 ，证明 f 的不连续点全体是至多可数集 ．

４ ．设｛ An ｝中每个 An 都是可数集 ，证明 A ＝ ∪
∞

n ＝ １
An 及 B ＝ A１ × A ２ × … × An 都是可数集 ．

５ ．举例说明 R１ 中的闭集不全是致密集 ．

６ ．闭区间套定理中的闭区间序列能否换成一列开区间 ？

７ ．证明sup
n ≥ １

（ － １） n １ － １
n ＝ １ ．

８ ．若 an 是实数集 M 的下界 ，且 an → a ．证明 a 也是 M 的下界 ．问 ：a 是否就是下确界 ？

９ 倡 ．若 x ∈ A 满足条件 ：存在 x 的某个邻域 O（ x ，δ） ，使得 O（ x ，δ） 炒 A ，则称 x 为实数集

A 的一个内点 ．若实数集 A 的每个点都是 A 的内点 ，则称 A 为一个开集 ．证明 ：开区间（０ ，１）是

一个开集 ．

１ ．２ 　 连续函数的性质及其黎曼积分

1 ．2 ．1 　 连续函数的性质

　 　 设 f（ t）是 R１
上的连续函数 ，则 f（ t）具有下述性质 ．

（１） 保号性 ．若 t０ ∈ R１
使得 f（ t０ ） ＞ ０ ，见图 １ ．１ ，则存在 δ ＞ ０ ，使有 t０ 的邻域

O（ t０ ，δ） ，橙 t ∈ O（ t０ ，δ） ，都有

f（ t） ＞ ０ ．

·７·１ ．２ 　 连续函数的性质及其黎曼积分



图 １ ．１

　 　 （２） 介值定理 ．设 M 是 R１ 中任一区间 ，若 c 满足

inf
t ∈ M

f（ t） ＜ c ＜ sup
t ∈ M

f（ t） ，则存在 t０ ∈ M ，使 f（ t０ ） ＝ c ．

（３） 对任意 r ∈ R１ ，记 Er ＝ ｛ t ∈ R１ ： f （ t） ＞ r｝ ，
则 Er 是 R１

中的开子集 ．
（４） 若 f（ t）在闭区间［ a ，b］上连续 ，则存在 t０ ，

珋t０ ∈ ［ a ， b ］ ，使得 f （ t０ ） ＝ inf
t ∈ ［ a ， b］

f （ t） ， f （ 珋t０ ） ＝

sup
t ∈ ［ a ， b］

f（ t）成立 ．

我们只证明性质（３）和性质（４） ．
先证性质（３） ，根据习题 １ ．１ 第 ９ 题 ，只需证 Er 中的点都是内点 ．橙 t０ ∈ Er ，

则有 f（ t０ ） ＞ r ．令 h（ t） ＝ f（ t） － r ，则 h（ t）连续 ，且 h（ t０ ） ＞ ０ ．由连续函数的保号

性质 ，有 t０ 的邻域 o（ t０ ，δ） ，使得 橙 t ∈ o（ t０ ，δ） ，都有 h（ t） ＞ ０ ，进而可得 O（ t０ ，

δ） 炒 Er ，所以 t０ 是 Er 中的内点 ．再由 t０ ∈ Er 的任意性 ，便证得 Er 是开集 ．

再证性质（４） ．设 c ＝ inf
t ∈ ［ a ， b］

f（ t） ，则存在｛ tn ｝ 炒 ［ a ，b］ ，使得

f（ tn ） → c ， （１ ．１）

由定理 １ ．１ ．５ ，［ a ，b］是紧集 ，故在｛ tn ｝中有收敛子列（不妨设为它自己） ，且极限

（设为 t０ ） 属于［ a ，b］ ．在（１ ．１）中令 n → ∞ ，便得到 f（ t０ ） ＝ c ．同理可证有 珋t０ ∈

［ a ，b］ ，使 f（珋t０ ） ＝ sup
t ∈ ［ a ， b］

f（ t）成立 ．□

性质（４）说明 ，有界闭区间上的连续函数能达到最小值和最大值 ，分别将它们

记为 min
a ≤ t ≤ b

f（ t）和 max
a ≤ t ≤ b

f（ t） ．

1 ．2 ．2 　 连续函数序列的极限

设 f（ t）和 fn （ t）（ n ＝ １ ，２ ，… ）都是［ a ，b］上的函数 ，若 橙 t ∈ ［ a ，b］及 橙 ε ＞ ０ ，
愁 N ＝ N（ ε ，t） ＞ ０ ，当 n ＞ N 时 ，有｜ f n （ t） － f（ t）｜ ＜ ε ，则称函数列 fn （ t）在［ a ，

b］上处处收敛于 f（ t） ；若 橙 ε ＞ ０ ，愁 N ＝ N（ε）（ N 与 t 无关） ＞ ０ ，当 n ＞ N 时 ，对
橙 t ∈ ［ a ，b］ ，有｜ f n （ t） － f（ t）｜ ＜ ε ，则称函数列 fn （ t）在［ a ，b］上一致收敛于函数

f（ t） ．
函数列的一致收敛在分析数学中是一个十分重要的概念 ，下面给出此方面的

一些结论（有关证明可在“高等数学”或“数学分析”等书籍中查找） ，这些结论在本

书后面的讨论中都有重要应用 ．
定理 1 ．2 ．1 　 若在［ a ，b］上函数列｛ fn （ t）｝的每一项 f n （ t）都连续 ，且 fn （ t）一

致收敛于 f（ t） ，则函数 f（ t）也在［ a ，b］上连续 ．□
定理 1 ．2 ．2 　 若在 ［ a ，b］上函数列 ｛ f n （ t）｝的各项 f n （ t）都连续可导 ，且

｛ f n （ t）｝收敛于 f（ t） ，｛ f ′n （ t）｝一致收敛于 g（ t） ，则 f（ t）也在［ a ，b］上可导 ，且
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f ′（ t） ＝ g（ t） ，即

lim
n → ∞

d
d t fn （ t） ＝ g（ t） ＝ f ′（ t）

＝ d
d t（ lim

n → ∞
f n （ t））（即极限号与求导数号可以交换）

又 ，此时｛ f n （ t）｝在［ a ，b］上也是一致收敛于 f（ t）的 ． □

我们强调 ，定理 １ ．２ ．１ 的条件不能减弱为处处收敛 ．
例 1 ．2 ．1 　 令 f n （ t） ＝ tn ，则 f n （ t）在［０ ，１］上处处收敛于函数

f（ t） ＝
０ ，　 当 ０ ≤ t ＜ １ 时 ，

１ ，　 当 t ＝ １ 时 ，

但 f（ t）在［０ ，１］上不连续 ．

1 ．2 ．3 　 黎曼积分

定义 1 ．2 ．1 　 设 f （ t）是 ［ a ，b］上的函数 ．给 ［ a ，b］加入分点 D ： x０ ＝ a ＜

x１ ＜ … ＜ xi ＜ … ＜ xn ＝ b ，这些点将［ a ，b］分成了 n 个小区间［ xi － １ ，xi ］（ i ＝ １ ，

２ ，… ，n） ；在每个小区间［ xi － １ ，xi ］上取 ξi 和 ηi ，使 f（ ξi ）和 f （ ηi ）分别为 f（ t）在
［ xi － １ ，xi ］上的最大值和最小值 ，再令

Λ（ D） ＝ ∑
n

i ＝ １
f（ ξi ）（ xi － xi － １ ） ，　 　 λ（ D） ＝ ∑

n

i ＝ １
f（ ηi ）（ xi － xi － １ ） ，

分别称 Λ（ D） 和 λ（ D） 为 f（ t） 关于分法 D 的达布大和和达布小和 ；如果存在有限

实数 I ，使得对任意分法 D ，只要分点越来越密 、最长的小区间长度趋于 ０ 时 ，都有

Λ（ D） → I 及 λ（ D） → I 成立 ，则称 f（ t） 在［ a ，b］ 上黎曼（Riemann） 可积 ，并称 I

为 f（ t） 在［ a ，b］ 上的黎曼积分 ，记为∫
b

a
f（ t）d t ．□

上述积分过程可简单记忆为分割 、作和 、求极限 ．
［ a ，b］上的连续函数都是黎曼可积函数 ．非黎曼可积函数也是存在的 ．
例 1 ．2 ．2 　 设

π（ t） ＝
０ ，当 t 是［０ ，１］ 中的无理数时 ，

１ ，当 t 是［０ ，１］ 中的有理数时 ，

则有 Λ（ D） ≡ １ ，λ（ D） ≡ ０ ，因此 π（ t） 在［０ ，１］上不是黎曼可积函数 ．
定理 1 ．2 ．3 　 若连续函数序列｛ f n （ t）｝在［ a ，b］上一致收敛于 f（ t） ，则有

lim
n → ∞∫

b

a
fn （ t）d t ＝∫

b

a
f（ t）d t ＝∫

b

a
lim
n → ∞

f n （ t）d t（即积分号与极限号可以交换） ，

且 橙 t ∈ ［ a ，b］ ，有
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lim
n → ∞∫

t

a
f n （ s）d s ＝∫

t

a
f（ s）d s ＝∫

t

a
lim
n → ∞

f n （ s）d s ． □

习题 1 ．2

１ ．证明连续函数的保号性质 ．

２ ．求证 ：方程 x３ ＋ x － １ ＝ ０ 在区间（０ ，１）中至少有一个根 ．

３ ．若 t → t０ （或 ∞ ）时 ，有 f（ t） → c ，则对一切 tn → t０ （或 ∞ ） ，都有 f（ tn） → c ．利用这个结论 ，

证明 lim
t → ∞

cos t 不存在 ．

４ ．（夹逼原理） 　 若在 t０ 的某去心邻域内 ，有 f（ t） ≤ g（ t） ≤ h（ t）且 lim
t → t０

f（ t） ＝ lim
t → t０

h（ t） ＝

A 成立 ，则有 lim
t → t０

g（ t） ＝ A ．

　 　 请应用夹逼定理 ，证明 lim
t → ０

t １
t ＝ １ ，其中

１
t 表示实数

１
t 的整数部分 ．

５ ．证明［ a ，b］上的 连续函数列 fn （ t）一致收 敛于 f （ t）的充要 条件是 max
a ≤ t ≤ b

｜ fn （ t） －

f（ t）｜ → ０ ．

６ ．用上题的结论证明 ：f n（ t） ＝ sin（π tn ） 在［０ ，１］上处处收敛于常函数 f０ （ t） ＝ ０ ，但不一致

收敛于常函数 ０ ．

７ ．证明 ：若函数列 fn （ t）一致收敛于 f（ t） ，则 f n （ t）必处处收敛于 f（ t） ，反之不一定成立 ．

１ ．３ 　 勒贝格测度与勒贝格积分

1 ．3 ．1 　 集合的测度

　 　 在高等数学中 ，经常提到直线上一个集合为“可求长度” 、平面上一个子集为

“可求面积”等概念 ．比如 ，对于直线上的一个区间 A（开 、闭 、半开半闭均可） ，A 的

“长度” μ（ A）就是 A 的右端点与左端点之差 ．
考察计算“区间长度”的“函数” μ ，它的“定义域”B是由“区间或有限个区间的

并集”所组成 ，并且 μ 满足下面的条件 ：
（１） 对 B中的任意集合 A ，都有 μ（ A） ≥ ０ ；
（２） 若 A 是 B中两个不相交区间 B 和 C 的并集（称 B ，C 为 A“构成区间”） ，

则 μ（ A） ＝ μ（ B） ＋ μ（ C） ；若 B ，A ∈B满足 B 炒 A ，则 μ（ A － B） ＝ μ（ A） － μ（ B）
（这特别意味着 μ（ 碬 ） ＝ ０） ．

特别指出 ，并不是任意实数集都是“可求长”的 ．设 A 为开区间（０ ，１）中无理数

的全体 ，则 A 就不是可求长的集合 ，即 A 不在 μ 的定义域 B中 ．
一般的 ，我们把一个自变量取为集合的实函数称为“集函数” ．特别 ，若集函数

还满足上面两个条件 ，就称该集函数为一个“测度”函数 ．上面的 μ 就是一个测度

函数 ，通常称为“黎曼测度” ．能用黎曼测度求出“长度”的集合称为“黎曼可测集” ，
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而 μ 的定义域 B就是黎曼可测集的集合 ，它关于集合的有限并和差运算是封闭

的 ，即 ，若 B ，A ∈B ，则 A ∪ B 和 A － B 都在 B中 ．
黎曼测度有时还不能满足研究的需要 ，主要是其中的黎曼可测集还不够多 ，所

以人们还努力寻找了一些其它测度函数 ，最重要的一个便是勒贝格（ Lebesgue）测
度函数 ．下面对一般可测集 、测度 、测度空间等概念 ，特别是勒贝格测度作一简介 ，
它们都属“实变函数论”课程的内容 ，欲了解更多情况 ，请阅文献［１］（上册） ．

① 设 X 是 R１ 的一个子集 ，B是由 X 的某些子集所成的非空集类（即 B是由

X 的某些子集为元素所成的集合） ．如果对于任意 E１ ，E２ ∈ B ，都有 E１ ∪ E２ ∈B ，

及 E１ － E２ ∈ B（注 ：由此可知空集 碬 ∈ B ） ，则称 B是一个环 ；如果对于任意一列

Ei ∈B（ i ＝ １ ，２ ，… ） ，都有 ∪ ∞
i ＝ １ Ei ∈ B（注 ：为与上面有限并区别 ，称这里为可数并

或可列并） ，以及 E１ － E２ ∈B ，则称 B是一个 σ唱环 ．

② 设B是 X 的某些子集所成的环 ，μ 是定义在B上的函数（即 μ 的定义域是

B ，或者说 ，函数 μ 所取的自变量是 X 的某些子集） ，并满足如下条件 ：
i） μ（ 碬 ） ＝ ０ ；
ii） 橙 E ∈B ，μ（ E） ≥ ０ 　 （非负性） ；
iii） 橙 Ei ∈B（ i ＝ １ ，２ ，… ） ，如果 Ei ∩ Ej ＝ 碬 （ i ≠ j） ，且 ∪ ∞

i ＝ １ Ei ∈B ，就有

μ ∪
∞

i ＝ １
Ei ＝ ∑

∞

i ＝ １
μ（ Ei ） 　 　 （可列可加性） ，

那么就称 μ 为 B上的测度 ．
由以上三条不难推出测度还有下述性质 ：
vi） （单调性） 若 A 彻 B ，则 μ（ A） ≤ μ（ B） ；

v） （半可加性） μ（ ∪
∞

i ＝ １
Ei ） ≤ ∑

∞

i ＝ １
μ（ Ei ）（不要求有条件 Ei ∩ Ej ＝ 碬 （ i ≠ j）） ．

例 1 ．3 ．1 　 设 X ＝ ｛１ ，２ ，… ，n ，… ｝ ，B ＝ ｛ A ：A 是 X 的子集｝ ．令 μ ：B → R１ ，
μ（ A） ＝ A 中元素的个数 ．则可验证 ② 中条件 i） ～ iii）成立 ，即 μ 是 B上的测度 ．

例 1 ．3 ．2 　 设 B是由数轴 R１
上区间（包括无穷区间）以及它们的有限并和有

限差为元素所成的环（它不是 σ唱环） ．对 B中任意元素 A ，规定 ：μ（ A） ＝ 组成 A 的

各构成区间的长度之和 ．则 μ 是 B上的一个测度 ，即“黎曼测度” ．
③ 设 μ 是环B上的测度 ．若 E ∈B满足 μ（ E） ＜ ∞ ，则称 E 是测度有限的 ；如

果 E ∈B ，且有一列 Ei ∈ B（ i ＝ １ ，２ ，… ） ，每个 Ei 都是测度有限的 ，而 E 炒 ∪ ∞
i ＝ １ Ei ，

那么称 E 的测度是 σ唱有限的 ；如果每个 E ∈ B都是 σ唱有限的 ，就称测度 μ 是 σ唱有
限的 ．

④ 设 B是 X 的某些子集作成的环 ．如果 X ＝ ∪ E ∈ B E ，就称（ X ，B）是一个可

测空间 ，而 B中的每个元（是集合）都称为是可测空间（ X ，B）中的可测集 ．
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⑤ 设（ X ，B）是一可测空间 ，μ 是 B 上的一个测度 ，则称（ X ，B ，μ）为测度空

间 ，简称 X 是测度空间 ．如果 μ 还是 σ唱有限的 ，就称（ X ，B ，μ）为 σ唱有限测度空间 ．

1 ．3 ．2 　 勒贝格可测空间 、勒贝格测度 、勒贝格可测函数以及勒贝格积分浅述

本小节简要介绍一维点集的勒贝格（Lebesgue）测度与勒贝格可测函数理论 ，
它不仅是建立勒贝格积分的必要准备 ，而且在其它学科（如概率论与随机过程）中
也经常用到 ．

１ ．勒贝格可测集与勒贝格测度

设 P（R１ ） ＝ ｛ E ：E 是 R１ 的子集 ｝ ．显然 ，若有以 P（R１ ）为定义域的测度 ，那么

这个测度的应用范围将是最广泛的 ．可惜 ，在枟实变函数论枠中证明了一个结论 ：不
存在以 P（R１ ）为定义域的测度 ．

能否在 P（R１ ）中取出足够多的集 ，使它们成一 σ唱环 ，并在该环上有测度 ？

设 E 是 P（R１ ） 中任一元素 ．对于每一列覆盖 E的开区间｛（ ai ，bi ）｝（即 ∪
∞

i ＝ １
（ ai ，

bi ） 车 E） ，作它们的长度之和 μ ＝ ∑
∞

i ＝ １
（ bi ，ai ）（ μ可以等于 ∞ ） ．不同的开区间列 μ

值一般是不同的 ．所有这样的 μ 值全体组成一个非负数的集合 ，其下确界称为 E

的勒贝格外测度 ，记为 μ 倡 （ E） ，即 μ 倡 （ E） ＝ inf
E 炒 ∪

∞

i ＝ １
（ a i ， b i）

∑
∞

i ＝ １
（ bi － ai ）（注 μ 倡 只是定

义在 σ唱 环 P（R１ ） 上的集函数 ，它在 P（R１ ） 上不具有可列可加性 ，故 μ 倡
在 P（R１ ）

上不是测度） ．再取 P（R１ ） 中满足Carath砪odory条件的集合 E全体（ 若 E ∈ P（R１ ）
满足条件 ：橙 F ∈ P（R１ ） ，都成立着

μ 倡 （ F） ＝ μ 倡 （ F ∩ E） ＋ μ 倡 （ F － E） ，
则称 E 满足 Carath砪odory 条件）作成 P（R１ ）的子集 L ．可证 ：L 是一个 σ唱环 ，并且

μ 倡 是 L 上的测度（即 μ 倡
在 L 上具有可列可加性） ，将 μ 倡 仍简记为 μ ．则称（R１ ，

L ，μ）为勒贝格测度空间 ，L 中元素称为勒贝格可测集 ，μ 称为勒贝格测度 ．
以上结论 ，详细证明可见枟实变函数论枠等专著 ．
在 R１

中哪些是勒贝格可测集 ，或者说 ，L 中都有哪些元素 ？ 此问题在枟实变

函数论枠中也有论述 ．大体地说 ，勒贝格可测集包括了所有的开集 、闭集以及黎曼可

测集等集合 ．特别 ，单点集都是勒贝格可测集 ，进而作为可数个互不相交的单点集

的并集 ，任一可数集都是勒贝格可测集 ，因此勒贝格可测集还包括许多非区间形式

的集 ；再由 L 关于可列运算以及差运算的封闭性 ，知由可数个勒贝格可测集所产

生的并集（简称为可数并）或交集（简称为可数交）还是勒贝格可测集 ；任意勒贝格

可测集在 R1
中的余集 ，也是勒贝格可测集 ．
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特别指出 ，黎曼可测集的勒贝格测度与用黎曼测度所计算的结果是相等的 ．因
此勒贝格测度是黎曼测度从 B到 L 上的扩张 ，这就是我们将勒贝格测度仍用黎曼

测度符号 μ 来表示的原因 ．
既然可数集是勒贝格可测集 ．我们自然要考虑可数集的勒贝格测度 ．
定理 1 ．3 ．1 　 若 A 是实数集 R１ 中的可数集 ，则 μ（ A） ＝ ０ ．
证 　 显然单点集的测度是 ０（自证） ．设 A ＝ ｛ x１ ，x２ ，… ，xn ，… ｝ ，则 A ＝

∪
∞

n ＝ １
｛ xn ｝ ．因 i ≠ j 时 ，｛ xi ｝ ∩ ｛ x j ｝ ＝ 碬 ，由测度性质（iii） ，得 μ （ A） ＝ ∑

∞

i ＝ １
μ（｛ xi ｝）

＝ ∑
∞

i ＝ １
０ ＝ ０ ．

（还可考虑用定义“ μ 倡 （ A） ＝ inf μ ＝ ∑
∞

i ＝ １
（ bi － ai ） ：A 炒 ∪

∞

i ＝ １
（ ai ，bi ） ” 来直

接证明这个结论 ．设 A ＝ ｛ x１ ，x２ ，… ，xn ，… ｝ ，易知有

橙 ε ＞ ０ ，令 B ＝ ∪
∞

i ＝ １
xi －

ε
２ i ＋ １ ，xi ＋

ε
２ i ＋ １ ，则 A 炒 B ，且相应的 μ 值为

μ ＝ ∑
∞

i ＝ １
xi ＋ ε

２ i ＋ １ － xi － ε
２ i ＋ １ ＝ ∑

∞

i ＝ １

ε
２ i ＝ ε ．

令 ε → ０ ，便得到

０ ≤ μ 倡 （ A） ＝ inf μ ＝ ∑
∞

i ＝ １
（ bi － ai ） ：A 炒 ∪

∞

i ＝ １
（ ai ，bi ） ＝ ０ ，

所以 A 的勒贝格测度为 ０ ．证毕 ．） □
由定理 １ ．３ ．１ 知有理数集的勒贝格测度为 ０ ，由此说明 ，勒贝格测度的定义域

L 确实比黎曼测度的定义域大 ．其实 ，正如复函数 w ＝ e z
是实函数 y ＝ e x

的扩张

函数一样 ，勒贝格测度是黎曼测度的扩张函数 ．
勒贝格测度为 0 的集 ，简称为零集 ．由测度的单调性 ，知零集的任意子集还是

零集 ；由测度的半可加性 ，知零集的有限并或可列并也都是零集 ．除可数集都是零

集外 ，还有一些不可数集也是零集（参阅文献［１］（上册）中介绍的康托集） ．零集都

是勒贝格可测集 ．另外 ，P（R１ ）中非勒贝格可测集也是存在的 ．
因此 L 确实是由 P（R１ ）中部分元素组成的一个 σ唱环 ，同时也确实包含着较为

广泛的集合 ．

２ ．勒贝格可测函数

定义 1 ．3 ．1 　 若在定义域 X 中去掉一零集后 ，f （ t）成为一个处处有有限值的

函数 ，则称 f（ t）为几乎处处有限函数 ；若在 X 中去掉一零集后 ， f （ t） ＝ g（ t） 处

处成立 ，则称 f ，g 为几乎处处相等 ，记为 f ＝ g（a ．e ．）（almost everyw here 的缩写） ；
若在 X 中去掉一零集后 ，函数列 fn 处处收敛于函数 f ，则称 fn 几乎处处收敛于 f ，
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记为 f n → f（a ．e ．）或 f n
a ．e ．

f ；若在 X 中去掉一零集后 ，函数列 f n 一致收敛于函

数 f ，则称 f n 几乎一致收敛于 f ，记为 f n 痴 f（a ．e ．） ．□

定义 1 ．3 ．2 　 设 f 是定义在某可测集 E 上的实函数 ，若对任一给定实数 r ，E
的子集｛ x ∈ E ：f（ x） ＜ r｝（记为 E［ f ＜ r］）都是可测集（即都是 B中的元） ，则称 f
是（勒贝格）可测函数 ．□

例 1 ．3 ．3 　 设

f（ x） ＝
１ ，　 当 x 是有理数 ，

０ ，　 当 x 是无理数 ，

求证 f 是 R１
上的可测函数 ．

证 　 对任一给定实数 r ，考察 E［ f ＜ r］ ：
（１） 当 r ＞ １ 时 ，对 橙 x ∈ R１ ，都有 f（ x） ＜ r ，故此时 E［ f ＜ r］ ＝ R１ ，是勒贝格

可测集 ；
（２） 当 ０ ＜ r ≤ １ 时 ，则只有当 x 为无理数时 ，才有 f（ x） ＜ r ，故此时 E［ f ＜ r］ ＝

R１ － Q，仍然是勒贝格可测集 ；
（３） 当 r ≤ ０ 时 ，则 橙 x ∈ R１ ，f（ x） ＜ r 不成立 ，因此 E［ f ＜ r］ ＝ 碬 ，还是勒贝

格可测集 ．
通过以上讨论 ，知对任意实数 r ，E［ f ＜ r］都是可测集 ，故 f 是可测函数 ．证

毕 ．
可测函数还有其它等价判断方法 ．可以证明 ：若以下条件中任一个成立 ，则 f

都是 E 上的可测函数 ．
A ．对任一给定实数 r ，E［ f ≤ r］都是可测集 ．
B ．对任一给定实数 r ，E［ f ＞ r］都是可测集 ．
C ．对任一给定实数 r ，E［ f ≥ r］都是可测集 ．
D ．对任两给定的不相等实数 r ，s（不妨设 s ＜ r） ，E［ s ≤ f ＜ r］都是可测集 ．
我们只证明 A ，D ，其它请读者考虑 ．
证 A 　 只需证条件 A 中的条件与定义中“对任一给定实数 r ，E［ f ＜ r］都是可

测集”条件等价 ．
先证明由定义 １ ．３ ．２ 中的条件可得到条件 A ．为此 ，我们先证明集合等式 ：

E［ f ≤ r］ ＝ ∩
∞

n ＝ １
E f ＜ r ＋ １

n
（用“等式两边的集合是互相包含的”来证明） ．

任取 x ∈ E［ f ≤ r］ ，则 f（ x） ≤ r ，显然对任意整数 n ，有 f （ x） ＜ r ＋ １
n ，故

x ∈ E f ＜ r ＋ １
n 对 n 都成立 ，即 x ∈ ∩

∞

n ＝ １
E f ＜ r ＋ １

n ，再由 x 在 E［ f ≤ r］中的
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任意性 ，得到 E［ f ≤ r］ 炒 ∩
∞

n ＝ １
E f ＜ r ＋ １

n ；

其次 ，任取 x ∈ ∩
∞

n ＝ １
E f ＜ r ＋ １

n ，则 f（ x） ＜ r ＋ １
n 对一切 n 成立 ，令 n → ∞ ，

便得 f（ x） ≤ r ，即 x ∈ E ［ f ≤ r ］ ，再由 x 在 ∩
∞

n ＝ １
E f ＜ r ＋ １

n 中的任意性 ，得

∩
∞

n ＝ １
E f ＜ r ＋ １

n 炒 E［ f ≤ r］ ．

因此等式两边的集合是互相包含的 ，故等式成立 ．
进而 ，若“对任意实数 r ，E［ f ＜ r］是可测集” ，则由上面集合等式 ，因右边是一

列可测集的交 ，便得到 ：“对任意实数 r ，E［ f ≤ r］是可测集” ．这就由定义 １ ．３ ．２ 中

的条件得到了条件 A ．
反之 ，根据另一个集合等式

E［ f ＜ r］ ＝ ∪
∞

n ＝ １
E f ≤ r － １

n 　 （请读者自证） ，

我们也可由条件 A 也可以得到定义 １ ．３ ．２ 中的条件 ．
因此 ，我们证得条件“对任意实数 r ，E［ f ≤ r］可测”与条件“对任意实数 r ，

E［ f ＜ r］可测”是等价的 ．故条件 A 也可以作为可测函数的定义 ．
证 D 　 我们证明 ，条件“对任意实数 r ，E［ f ＜ r］可测”与条件“对任两给定的

不相等实数 r ，s（ s ＜ r） ，E［ s ≤ f ＜ r］是可测集”也是等价的 ．先由前者推后者 ．此
时 ，对任意 r ，s （ s ＜ r） ，由于 E［ f ＜ r］和 E［ f ＜ s］都可测 ，又因为 E［ s ≤ f ＜ r］ ＝
E［ f ＜ r］ － E［ f ＜ s］是可测集之差 ，故 E［ s ≤ f ＜ r］是可测集 ．

再由后者推前者 ．由于有 E［ f ＜ r］ ＝ ∪
∞

n ＝ １
E［ r － n ≤ f ＜ r － n ＋ １］ ，而后者是

可测集的可列并 ，故得知前者是可测集 ．证毕 ．
定理 1 ．3 ．2 　 可测函数作线性运算（即函数加法和数乘运算）仍得可测函数 ．
证 　 设 f 是可测集 E 上的可测函数 ，a 为任意给定的实数 ．先证 af 是可测函

数 ．当 a ＝ ０ 时 ，af ≡ ０（零常函数）显然是可测函数（请自己证明） ；当 a ≠ ０ 时 ，不妨

设 a ＞ ０ ，则对任意实数 r ，有等式 E［ af ＜ r］ ＝ E［ f ＜ r桙a］ ，后者是可测集 ，故
E［ af ＜ r］可测 ；同样 ，当 a ＜ ０ 时 ，对任意实数 r ，有 E［ af ＜ r］ ＝ E［ f ＞ r桙a］ ，仍
是可测集 ．因此 ，我们证得对任意实数 a ，af 都是可测函数 ．

设 f ，g 是可测集 E 上两个可测函数 ，欲证 f ＋ g 可测 ．考察集合 E［ f ＋ g ＜ r］
的可测性 ，其中 r 是任一取定实数 ．因有理数集 Q 是一可数集 ，由集合等式

E［ f ＋ g ＜ r］ ＝ ∪
q ∈ Q

｛ E［ f ＜ q］ ∩ E［ g ＜ r － q］｝

（留作练习） ，注意到右端是可测集的可数并 ，故 E［ f ＋ g ＜ r］是可测的 ．进而由 r
的任意性 ，便得知 f ＋ g 是可测函数 ．□
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最后再举几个可测函数的例子 ．以下 ，E 是任意一个可测集 ．
例 1 ．3 ．4 　 E 上的简单函数（ 即“分段”函数 ，并在每个可测集“段”上是常函

数）是 E 上的可测函数 ．
本例题的证法与例 １ ．３ ．３ 是一样的 ．
例 1 ．3 ．5 　 E 上的连续函数一定是 E 上的可测函数 ．
因为若 f 连续 ，则据连续函数的性质（３） ，对任一给定实数 r ，E［ f ＜ r］都是开

集 ，故都是可测集 ．

例 1 ．3 ．6 　 设 f n 是单调递增可测函数列 ，且在 E 上有 f n
a ．e ．

f ，则 f 是可测

函数 ．

本题证明提示 ：先记 E 中不满足 fn （ x） → f（ x）的点 x 的集合为 E１ ，则 E１ 是

零集 ．进而对任意实数 r ，E１ ［ f ＞ r］ 是可测集 ；再设 E２ ＝ E － E１ ，则 E２ 也是可测

集（以上结论请读者思考其根据） ．因为 f n 是可测函数 ，所以 E２ ［ f n ＞ r］是可测集 ，

还因为对任一给定实数 r ，有集合等式

E［ f ＞ r］ ＝ E１ ［ f ＞ r］ ∪ ｛ ∪
∞

n ＝ １
E２ ［ f n ＞ r］｝

（要用到 f n 的单调递增性）成立 ，所以 ，E［ f ＞ r］可表为一列可测集的可列并集 ，故

它是可测集 ，再由 r 的任意性 ，便知 f 是可测函数 ．

注 　 即使去掉本例中｛ f n ｝的单调性条件 ，仍可证极限 f 是可测函数 ．

３ ．可测函数的构造 ——— 鲁津（ Л узин）定理

我们从例 １ ．３ ．５ 看到 ，可测集上的连续函数一定是可测函数 ．反过来 ，虽然一

般的可测函数不一定连续 ，但也“差不多”是连续的 ，这就是下面著名的鲁津定理所

给出的结果 ，它刻画了一般可测函数的构造 ，这里将证明略去 ．
定理 1 ．3 ．3（鲁津定理） 　 设 f 是 E 上几乎处处有界的可测函数 ，则对任意

δ ＞ ０ ，存在闭集 F 炒 E ，及在整个 R１
上连续的函数 g （ F 及 g 依赖于 δ） ，满足在 F

上 f ＝ g ，及 sup
x ∈ R １

g（ x） ＝ sup
x ∈ F

f （ x） ＜ ∞ ，in f
x ∈ R １

g（ x） ＝ sup
x ∈ F

f（ x） ＞ － ∞ ，且 μ（ E － F）

＜ δ ．□
因 f 与 g 仅在 E － F 上不等 ，而 E － F 测度又很小 ，故我们称 f “差不多”

连续 ．
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４ ．勒贝格积分及其性质

定义 1 ．3 ．3 　① 　 设 E 是一个可测集 ，f 是定义在 E上有界的可测函数 ，即存在

确定的实数 l ，u（ l ≤ inf f ≤ sup f ＜ u） 使 f（ E） 彻 ［ l ，u］ ．在闭区间［ l ，u］ 中任取

一分点组 D ：l ＝ l０ ＜ l１ ＜ l２ ＜ … ＜ ln ＝ u ，记 δ（ D） ＝ max
１ ≤ k ≤ n

（ lk － lk － １ ） ，Ek ＝

E［ lk － １ ≤ f ＜ lk ］ ，再任取一组插值 P ＝ ｛ ξk ｝（即 ξk 满足 lk － １ ≤ ξk ≤ lk ） ，作和式

S（ D ，P） ＝ ∑
n

k ＝ １
ξk μ（ Ek ） ，称它为分点组 D 和插值 P 下的一个“和数” ，见图 １ ．２ ．如

果存在数 s ，它满足条件 ：
橙 ε ＞ ０ ，愁 δ ＞ ０ ，对任意分点组 D 和插值 P ，只要 δ（ D） ＜ δ ，就恒有

| S （ D ，P） － s | ＜ ε ，则称 f 在 E 上关于测度 μ 是可积分的 ，并称 s是 f 在 E 上关

于测度 μ 的积分 ．记做 s ＝∫ E
fd μ ．特别 ，如果 μ是勒贝格测度 ，且 f关于 μ 可积 ，则

称 f 是 E上勒贝格可积函数 ，并称 s 是 f 在 E 上的勒贝格积分 ，记为（ L）∫ E
fd μ ．□

图 １ ．２

对照定义 ，勒贝格积分与黎曼积分的区别在于 ：前者是对值域作分割 ；而后者

是对定义域作分割 ，进而后者要求被积函数在几乎每个小区间上的“振幅”能充分

小 ．正是由此 ，导致了“黎曼可积函数没有勒贝格可积函数多”的结果 ．
例 1 ．3 ．7 　 设 N ＝ ｛１ ，２ ，… ｝ 是自然数集 ，f ：N → R１ （此时每个 f 等价于一个

数列） ．再令 N上测度 μ为 μ（ A） ＝ A 的势 ．则当 f 满足 ∑
∞

i ＝ １
| f（ i） | p

收敛（ p 为一
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① 这里给出的定义仅限于 E 为测度有限且 f 为有界可测函数的情况 ．在一般勒贝格积分

讨论中 ，这两个限制是可以被去掉的 ．特别 ，在后面集合 L［ a ，b］ 中 ，还包含了许多几乎处处有

界的函数 ．



确定的正数） 时 ，有

∫ E
| f（ t） | p d μ ＝ ∑

∞

i ＝ １
| f（ i） | p μ（｛ i｝） ＝ ∑

∞

i ＝ １
| f（ i） | p ．

　 　 例 1 ．3 ．8 　 设 a ＜ b ，π（ t）是区间［ a ，b］上的简单函数（即“分段”常函数） ．不
妨设

π（ t） ＝

c１ ，　 t ∈ E１ ，

　 … …

cn ，　 t ∈ En ，

其中｛ Ei ｝是［ a ，b］中互不相交的可测子集 ，且 ∪
n

i ＝ １
Ei ＝ ［ a ，b］ ．则据定义 １ ．３ ．３ ，有

∫［ a ， b ］
π（ t）d μ ＝ ∑

n

i ＝ １
ci · μ（ Ei ） 　 （这里 μ 是［ a ，b］ 上的任意一个测度） ．

　 　 利用这个结果可得 ：若 π（ t）为［ a ，b］中有理数集 Q 的特征函数 ，即 π（ t）为

π（ t） ＝
１ ，　 t ∈ ［ a ，b］ ∩ Q ，

０ ，　 t ∈ ［ a ，b］ － Q ，

则它的勒贝格积分为 ０ ，计算如下

（ L）∫［ a ， b ］
π（ t）d μ ＝ ０ · μ｛［ a ，b］ － Q｝ ＋ １ · μ｛［ a ，b］ ∩ Q｝

＝ ０ × （ b － a） ＋ １ × ０ ＝ ０ ．

　 　 注 　 以上证明了 π 在［ a ，b］上是勒贝格可积的 ．但是 ，π 在［ a ，b］上不是黎曼

可积的（见定理 １ ．２ ．３ 上面的论述） ！
勒贝格积分具有以下性质（证明皆从略） ．
（１） 设 μ（ E） ＜ ∞ ，那么 E 上一切有界可测函数 f 关于测度 μ 必可积 ．
（２） 若 f 在 E 上可积 ，则｜ f｜在 E 上可积 ；反之亦然 ．并且成立着

∫ E
f（ t）d μ ≤∫ E

| f（ t） | d μ ．

　 　 （３） 设 f 是 E 上有界可测函数 ，μ（ E） ＜ ∞ ．如果将 E 分解成有限个互不相交

的可测集｛ Ei ｝的和 ：E ＝ ∪
m

i ＝ １
Ei ，那么

∫ E
fd μ ＝ ∑

m

i ＝ １
∫ E i

fd μ ．

　 　 （４） 若 f ，g 都在 E 上可积 ，且在 E 上成立着 f ≤ g（a ．e ．） ，则有

∫ E
f（ t）d μ ≤ ∫ E

g（ t）d μ ．

　 　 （５） 积分具有线性性质 ，即

·８１· 第 １ 章 　 基础知识



① ∫ afd μ ＝∫ fd μ ，其中 a 任意实数 ．

② ∫（ f ＋ g）d μ ＝ ∫ fd μ ＋∫ gd μ ．

（６） 积分还具有全连续性质 ，即 ，若 f 是 E 上可积函数 ，则有 橙 ε ＞ ０ ，愁 δ ＝
δ（ ε） ＞ ０ ，对任意可测集 e 炒 E ，当 e满足 μ（ e） ＜ δ 时 ，则成立着

∫ e
f（ t）d μ ＜ ε ．

　 　 记［ a ，b］上勒贝格可积函数全体为 L［ a ，b］ ，则 L［ a ，b］还有以下性质 ．
定理 1 ．3 ．4 　 设 f ∈ L［ a ，b］ ，则对任意 ε ＞ ０ ，有连续函数 g ，使得

∫［ a ， b］
| f（ t） － g（ t） | d μ ＜ ε ．

　 　 证 　 设 f ∈ L［ a ，b］ ，首先由积分的全连续性质 ，知对任意 ε ＞ ０ ，存在 δ ＞ ０ ，
对任意可测集 e 炒 E ＝ ［ a ，b］ ，当 μ（ e） ＜ δ 时 ，成立着

∫ e
| f（ t） | d μ ＜ ε

４ ． （１ ．１）

　 　 其次 ，因 f 几乎处处有限 ，对上面的 δ ＞ ０ ，存在 N ＞ ０ ，使 E１ ＝
de f

E［｜ f｜ ＞ N］有

μ（ E１ ） ＜ δ ． （１ ．２）

　 　 令 E２ ＝ E － E１ ，由定理 １ ．３ ．３ ，对上述 ε ＞ ０ 和 N ＞ ０ ，存在闭集 E３ 炒 E２ ，以

及在整个 R１
上连续的函数 g ，使在 E３ 上恒有 f ＝ g ，并还成立着 （记 E４ ＝ E２ －

E３ ）

μ（ E４ ） ＜ ε
４ N （１ ．３）

和

sup
t ∈ R １

| g（ t） | ＝ sup
t ∈ E

２

| f（ t） | ≤ N ． （１ ．４）

　 　 由 E１ ，E２ 的定义及（１ ．４） ，可知在 E１ 上有｜ f（ t） － g（ t）｜ ≤ ｜ f（ t）｜ ＋ ｜ g（ t）｜
≤ ２｜ f （ t）｜ ，而在 E４ 上有 ｜ f （ t） － g（ t）｜ ≤ ｜ f （ t）｜ ＋ ｜ g（ t）｜ ≤ ２ N ，从而由

（１ ．１） 、（１ ．２）和（１ ．３） ，得到

　 ∫［ a ， b］
| f（ t） － g（ t） | d μ

＝ ∫ E
１

| f（ t） － g（ t） | d μ ＋∫ E
４

| f（ t） － g（ t） | d μ

≤ ２∫ E
１

| f（ t） | d μ ＋ ２ N∫ E
４

１d μ
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＜ ２ × ε
４ ＋ ２ N × ε

４ N ＝ ε ． （１ ．５）

故命题成立 ．□
下面的性质证略 ．
定理 1 ．3 ．5 　 设 f ∈ L［ a ，b］ ，则对任意 ε ＞ ０ ，有简单函数 π ，使得

∫［ a ， b］
| f（ t） － π（ t） | d μ ＜ ε ． □

　 　 定理 1 ．3 ．6 　 ［ a ，b］上黎曼可积函数 f 皆是勒贝格可积函数 ，且积分值相等 ，
即

（ R）∫
b

a
f（ t）d t ＝ （ L）∫［ a ， b ］

f（ t）d μ ． □

　 　 定理 1 ．3 ．7（勒贝格控制收敛定理） 　 设 f k （ t） ∈ L［ a ，b］（ k ＝ １ ，２ ，… ）且存在

m（ t） ∈ L［ a ，b］ ，使得

| fk （ t） | ≤ m（ t） ，　 　 t ∈ ［ a ，b］ ，k ＝ １ ，２ ，… ．

如果等式

lim
k → ∞

f k （ t） ＝ f（ t）

除某零测度集外处处成立（即 fk 几乎处处收敛于 f） ，那么 f（ t） ∈ L［ a ，b］ ，并且

∫［ a ， b］
f（ t）d μ ＝ lim

k → ∞∫［ a ， b ］
fk （ t）d μ ． □

　 　 定理 1 ．3 ．8（莱维（ Levi）定理） 　 设非负函数列 fk （ t） ∈ L［ a ，b］满足条件 ：

f k （ t） ≤ fk ＋ １ （ t）（ k ＝ １ ，２ ，… ） ，令 f（ t） ＝ lim
k → ∞

f k （ t） ，则

lim
k → ∞∫［ a ， b］

f k （ t）d μ ＝∫［ a ，b ］
f（ t）d μ ． □

　 　 定理 1 ．3 ．9（法图（Fatou）引理） 　 设 f k （ t） ∈ L［ a ，b］是一列非负函数 ，则有

∫［ a ， b］
lim
k → ∞

f k （ t）d μ ≤ lim
k → ∞∫［ a ， b］

fk （ t）d μ ． □

　 　 定理 １ ．３ ．７ ，１ ．３ ．８ 以及 １ ．３ ．９ 其实是等价的 ．它们是勒贝格积分中三个重要

的极限定理 ，标志着积分极限问题在勒贝格积分范围内得到了远比黎曼积分更为

圆满的解决 ，这正是勒贝格积分的最大成功之处 ．
在结束本节之前 ，我们再对勒贝格积分作以回顾和小结 ．由定理 １ ．３ ．６ ，知黎

曼可积函数都是勒贝格可积的 ，且两种积分值相等 ；反之 ，例 １ ．３ ．８ 说明 ，勒贝格可

积函数却不一定是黎曼可积的 ．因此 ，我们得到以下结论 ．
（１） 勒贝格可积函数比黎曼可积函数的存在性要更加广泛一些 ，因此勒贝格

积分也比黎曼积分在应用范围上要广泛一些 ；
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（２） 欲求一个函数的勒贝格积分 ，如果该函数是黎曼可积的 ，则可通过计算它

的黎曼积分 ，得到它的勒贝格积分值 ．进而 ，黎曼积分中的牛顿 莱布尼茨公式在勒

贝格积分中也可以得到某种程度上的应用 ，这对一些函数的勒贝格积分计算带来

方便 ，避免了用定义 １ ．３ ．３ 中那种“分割 、作和 、求极限”的较麻烦的计算方法 ．
注 　 在“实变函数论”中 ，对牛顿 莱布尼茨公式中涉及到的导函数问题也作了

深入的分析 ，并研究了在勒贝格积分中牛顿 莱布尼茨公式成立的条件 ，从而对该

公式进行了推广 ，使得对一些不为黎曼可积的勒贝格可积函数 ，也可用“牛顿 莱布

尼茨公式”计算积分值 ．
我们再把黎曼积分中关于极限号与积分号可交换的条件（见定理 １ ．２ ．３） ，与

在勒贝格积分中 ，极限号与积分号可交换的条件（定理 １ ．３ ．７ 等）进行对比 ，又可得

到以下结论 ．
（３） 在勒贝格积分中 ，极限号与积分号可交换的条件比黎曼积分要弱一些 ．
经过上述粗略对比 ，就可发现勒贝格积分不论是在应用范围上 ，还是在推理运

算的灵活程度上 ，都比黎曼积分有着较大的优越性 ．
勒贝格积分是 １９０２ 年由法国数学家勒贝格建立的 ，它克服了黎曼积分的某些

缺陷 ，使积分运算在更广泛的领域中得到了应用 ，并给分析数学本身也带来了一系

列深刻的变化 ．

习题 1 ．3

１ ．证明集合等式 E［ f ＜ r］ ＝ ∪
∞

n ＝ １
E f ≤ r － １

n ．

２ ．证明集合等式 E［ f ＋ g ＜ r］ ＝ ∪
q ∈ Q

｛ E［ f ＜ q］ ∩ E［ g ＜ r － q］｝ ．

３ ．证明 ：若 f 连续 ，则对任一给定实数 r ，E［ f ＜ r］都是开集 ．
４ ．设 μ（ E） ≠ ０ ，f 在 E 上可积 ．如果对任意有界可测函数 ψ ，都有

∫E
f（ t） ψ（ t）d μ ＝ ０ ，

则 f（ t） ＝ ０ ，a ．e ．，t ∈ E ．

５ ．用例 １ ．３ ．３ 中给出的可测函数 f 来验证定理 １ ．３ ．３ ．

６ ．试从
１

１ ＋ x ＝ １ － x ＋ x２ － x３ ＋ … ，０ ≤ x ≤ １ ，求证

ln２ ＝ １ － １
２ ＋ １

３ － １
４ ＋ … ．
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第 2 章 　 度量空间

2 ．1 　 度量空间的概念及例子

2 ．1 ．1 　 度量空间的基本概念

　 　 第 １ 章中讨论了 R１ 上的距离与性质 ，本章讨论一般度量空间概念及其性质 ．
定义 2 ．1 ．1 　 设 E 是一非空集合 ．若对 E 中任一对元素 x ，y ，都有相应有限

实数 d（ x ，y）与它们对应 （或者说 ，d 是 E 上真的二元实函数） ，且 d 适合如下条

件 ：

图 ２ ．１

（１） d（ x ，y） ≥ ０ ，并且 d（ x ，y） ＝ ０ 当且仅当 x ＝ y
（此条件称为“非负性”） ；

（２） 成立着三角不等式（见图 ２ ．１） ，即

d（ x ，y） ≤ d（ x ，z） ＋ d（ y ，z） ，　 橙 x ，y ，z ∈ E ，

则称 d（ x ，y）是元素 x ，y 之间的度量或距离 ，并称 E 按

d（ x ，y）成为度量空间或距离空间 ，记为（ E ，d）或简记为

E ．E 中的元素称为点 ．□
由性质（１） ，（２） ，令 z ＝ x ，可推出距离还有对称性 ，

即

（３） d（ x ，y） ＝ d（ y ，x） ．
另外 ，还有与（２）等价的三角不等式 ：
（４） ｜ d（ x ，y） － d（ y ，z）｜ ≤ d（ x ，z）（任意两边之差小于第三边） ．
下面举一些度量空间的例子 ，这些空间大部分在以后的研究中也都是基本对

象而显得比较重要 ．
例 2 ．1 ．1 　 设平面 R２ （类似地 ，R N ） ，对 橙 P１ ＝ （ x１ ，y１ ） ，P２ ＝ （ x２ ，y２ ） ∈ R２ ，令

d０ （ P１ ，P２ ） ＝ ［（ x１ － x２ ）２ ＋ （ y１ － y２ ）２ ］
１
２ ，

d１ （ P１ ，P２ ） ＝ max｛ | x１ － x２ | ， | y１ － y２ |｝ ，

d２ （ P１ ，P２ ） ＝ | x１ － x２ | ＋ | y１ － y２ | ，
d３ （ P１ ，P２ ） ＝

| x１ － x２ |
１ ＋ | x１ － x２ | ＋

| y１ － y２ |
１ ＋ | y１ － y２ | ，

d４ （ P１ ，P２ ） ＝ ［ | x１ － x２ | １
２ ＋ | y１ － y２ | １

２ ］２ ，



可证 ：R２ （类似地 ，RN ）按 d０ ，d１ ，d２ ，d３ 皆分别成为度量空间（其中 d０ 就是常见的

度量） ．这里只证 d３ 是一个度量 ．显然 d３ 是真函数且满足条件（１） ，故我们只需再

证明它满足条件（２）即可 ．为此 ，我们首先说明 ：对任意实数 a ，b ，都有

| a ＋ b |
１ ＋ | a ＋ b | ≤ | a |

１ ＋ | a | ＋ | b |
１ ＋ | b | ． （２ ．１）

　 　 事实上 ，当 x ≥ ０ 时 ，函数 φ（ x） ＝ x
１ ＋ x单调增 ，故由不等式｜ a ＋ b｜ ≤ ｜ a｜ ＋

｜ b｜ ，得

| a ＋ b |
１ ＋ | a ＋ b | ≤ | a | ＋ | b |

１ ＋ | a | ＋ | b | ＝ | a |
１ ＋ | a | ＋ | b | ＋ | b |

１ ＋ | a | ＋ | b |
≤ | a |

１ ＋ | a | ＋ | b |
１ ＋ | b | ，

因此（２ ．１）得证 ．
设 P３ ＝ （ x３ ，y３ ） ．令 a ＝ x１ － x２ ，b ＝ x２ － x３ ，代入（２ ．１） ，得

| x１ － x３ |
１ ＋ | x１ － x３ | ≤

| x１ － x２ |
１ ＋ | x１ － x２ | ＋

| x２ － x３ |
１ ＋ | x２ － x３ | ． （２ ．２）

同理 ，有

| y１ － y３ |
１ ＋ | y１ － y３ | ≤

| y１ － y２ |
１ ＋ | y１ － y２ | ＋

| y２ － y３ |
１ ＋ | y２ － y３ | ． （２ ．３）

将式（２ ．２） ，（２ ．３）相加 ，便得

d３ （ P１ ，P３ ） ≤ d３ （ P１ ，P２ ） ＋ d３ （ P２ ，P３ ） ，

因此 d３ 满足条件（２） ，证毕 ．

这里指出 ，d４ 不是 R２
上的度量 ．只要取 P１ ＝ （１ ，０） ，P２ ＝ （０ ，０） ，P３ ＝ （０ ，１） ，

计算便可得知三角不等式不成立 ．
例 ２ ．１ ．１ 说明 ，在一个集合上可以定义不止一种度量 ，使它成为度量空间 ．通

常情况下 ，记号 R２ （类似地 ，R N ）将专指平面 R２ （集合 R N ）按 d０ 所成的度量空间 ．

例 2 ．1 ．2 　 设 a ，b 是任意两个有限实数 ，其中 a ＜ b ．C［ a ，b］表示闭区间［ a ，
b］上连续实（或复）函数的集合 ．橙 x ，y ∈ C［ a ，b］（注意 x ，y 是两个函数） ，定义

d０ （ x ，y） ＝ max
t ∈ ［ a ，b ］

| x（ t） － y（ t） | ，

d１ （ x ，y） ＝ ∫
b

a
| x（ t） － y（ t） | d t ，

d２ （ x ，y） ＝ ∫
b

a
| x（ t） － y（ t） | ２ d t

１
２

，

则 C［ a ，b］分别按 d０ ，d１ ，d２ 都成为度量空间 ．
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