
地球物理学中的高阶
统计量方法

王书明 　 朱培民 　 李宏伟 　 王家映 　 著

国家自然科学基金（４０２７４０３９ ，６０４７２０６２）
中国地质大学（武汉）学术著作出版基金

中国地质大学（武汉）“２１１ 工程”建设

　 资助

北 　 京



内 　 容 　 简 　 介

　 　 本书简要回顾了现代信号处理和高阶统计量信号分析的基本理论和方

法 ，同时论述了高阶统计量基础理论研究方面的一些最新进展 ，包括广义高

斯信号分析 、信号检测等 。 本书重点阐述了高阶统计量在大地电磁测深 、地

震勘探和工程勘查等地球物理领域的研究和应用情况 。 本书可作为地球物

理学 、信号分析等专业的大学教师 、研究生和高年级大学生的教学参考书 ，
同时对从事实际资料分析 、信号处理理论与应用研究的地球物理科技工作

者具有参考和使用价值 。

　 图书在版编目（CIP）数据

　 地球物理学中的高阶统计量方法／王书明等著 ． — 北京 ：科学出版社 ，

２００６
　 ISBN ７唱０３唱０１５８８８唱１

　 Ⅰ 畅 地 … 　 Ⅱ 畅 王 … 　 Ⅲ 畅 高阶 统计量 应用 地球物理学 　 Ⅳ 畅 P３
　 中国版本图书馆 CIP 数据核字（２００５）第 ０７７０２５ 号

责任编辑 ：李 　 锋 　 罗 　 吉／责任校对 ：刘小梅

责任印制 ：钱玉芬／封面设计 ：王 　 浩

科学出版社发行 　 各地新华书店经销

倡

２００６ 年 ３ 月第 　 一 　 版 　 　 开本 ： B５（７２０ × １０００）

２００６ 年 ３ 月第一次印刷 　 　 印张 ： １２

印数 ：１ — ２ ５００ 　 　 　 　 　 　 字数 ： ２２４ ０００

定价 ： 25 ．00 元

（如有印装质量问题 ，我社负责调换枙科印枛）



序

近二十年来 ，我国经济建设快速发展 ，国家对油气 、固体矿产 、地
下水资源 、灾害环境调查与防治的需求日渐增长 。 培养与造就一批又

一批具有扎实专业基础和创新意识 ，能够从事油气 、固体矿产 、环境与

工程地球物理勘探的优秀人才十分重要 。 中国地质大学（武汉）作为

教育部首批进入“２１１”建设的重点大学 ，地球物理学曾是国内创办的

第一个地球物理学专业 ，培养过新中国第一代地球物理专业的工程

师 。 在知识经济时代的今天 ，该如何把最新最好的知识传授给学生 ？
又该如何培养学生的创新意识和能力呢 ？

１９９７ 年以来 ，地球物理与空间信息学院的教师们开展了地球物

理系列课程建设的研究 ，编写了以方法原理 、数据采集 、反演与综合解

释为主线的新系列教材 。 新的纵向系列教材把重 、磁 、电 、震 、测五门

主干课程中带有基础和共性的内容有机结合在一起 ，避免了不必要的

重复 ，加强基础 、综合和交叉 ，提高了学生的学习效率 ，拓宽了学生的

知识面 ，使学生能系统地掌握地球物理的专业基础知识 ，具有一定的

综合解决实际问题的能力 。 纵向系列课程经八年的教学实践 ，已经全

部正式出版 ，在本科的教学中发挥了重要作用 。
为了进一步拓展学生的知识面 ，培养学生的创新意识和创新能

力 ，地球物理与空间信息学院的教师又组织编写了这套专著性质的教

学参考书 ，旨在把地球物理学的各个领域（固体地球物理 、能源地球物

理 、固体矿产地球物理 、环境与工程地球物理）中的新原理 、新方法 、新
技术 、新应用和自己的科研成果及时介绍给学生 。 这套“地球物理系

列丛书”目前已完成了三本 ：
地球物理学中的高阶统计量方法（王书明 、朱培民 、李宏伟 、王家

映）
位场勘探数据处理新方法（刘天佑）
探地雷达理论与实践（邓世坤）
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今后还将陆续编写浅层地震勘探 、工程电法勘探等方面的内容 。
高阶统计量方法是现代数字信号处理领域中十分活跃的一个研

究方向 ，该方法与以前基于二阶统计量的相关方法比较具有更大的优

越性 ，可以解决信号相位估计问题 ，且能够抑制高斯噪声 。 该方法在

信号与图像处理及地球物理领域中得到了广泛应用 。 书中介绍了现

代信号处理的基本理论和方法 ，重点阐述了高阶统计量的概念 、理论

和方法 ，以及它们在大地电磁测深 、地震以及工程物探中的应用 。
位场勘探即重 、磁勘探 ，它们是两种古老的 、应用十分广泛的地球

物理方法 ，近二十年来位场勘探仪器精度提高了 １ ～ ２ 个数量级 ，使得

这两种地球物理方法不仅在解决传统地质问题 ，如基础地质 、油气勘

探 、固体矿产勘探中发挥更大作用 ，而且拓宽了它的应用领域 ，如灾

害 、考古等工程环境勘查问题 。 位场勘探数据处理方法也有了长足的

发展 ，如非线性科学的数学方法（小波分析 、分形几何 、人工神经网络 、
模拟退火 、遗传算法反演等） 、现代信号处理方法 、联合反演与 ３D 可

视化技术都在位场数据处理中得到了广泛的应用 ，提高了位场勘探方

法的应用效果 。
探地雷达是指用于探测地球浅表介质层或人工构筑体内部结构

及其特征的一类高频电磁方法 。 目前 ，探地雷达在硬件设计 、数据采

集及数据处理技术等方面得到不断改进并日趋完善 。 用于地球环境 、
资源及工程探测的雷达系统 ，如卫星遥感雷达 、机载雷达以及安装在

车辆上用于高速扫描测量的雷达系统都已得到开发和运用 。 探地雷

达技术的应用范围十分广泛 ，而且仍在不断拓展 。 探地雷达剖面的数

值模拟（包括探地雷达天线辐射特征的模拟）以及探地雷达剖面数据

处理的研究也取得了重大进展 。 对探地雷达资料的处理解释以及探

地雷达剖面的数值模拟技术的研究在沿用传统的地震勘探资料处理

方法与模拟技术的基础上 ，更加注重结合探地雷达技术自身的特征 。
地球物理系列丛书是一套专著性的教学参考书 ，可以作为地球物

理专业大学本科生的选用教材 、研究生的参考书 ，也可供从事地球物

理工作的工程师 、研究人员参考 。 我们真诚地希望这套地球物理系列

丛书能为广大读者在学习深造 、解决生产 、科研实际问题中发挥作用 。

中国科学院院士
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中国地球物理学会荣誉理事长
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前 　 　 言

信号分析与处理已经有了很长一段历史 ，并已形成应用广泛的一套基本理

论和基本方法 。 随着社会的进步 ，新问题 、新技术和新机遇不断涌现 ，信号分析

与处理也一直在不断地演变和发展着 。 现代信号分析与处理的一个显著特征是

对非高斯 、非线性 、非最小相位 、非平稳以及有色噪声的研究 。
在以往的地球物理资料处理中 ，习惯于假设信号（或噪声）服从高斯分布 ，从

而仅用二阶统计量便可提取信息 ，进行参数辨识以及各种处理 。 但是 ，高斯分布

只是许多分布类型中的一种 。 对非线性系统而言 ，即使输入高斯信号 ，其输出也

是非高斯信号 ，因此 ，非高斯信号是更普遍的信号 。 除此之外 ，在地球物理勘探

领域 ，所处理的信号往往不但是非高斯的 ，而且是非最小相位的 ，甚至是非线性

的 ，测量噪声也往往是有色的 。 因此 ，在实际工作中 ，我们常常面临的问题是如

何处理非高斯 、非最小相位 、非因果 、非平稳信号 。 利用高阶统计量便是解决这

些问题的主要手段之一 。 与传统的二阶统计量相比 ，高阶统计量具有如下显著

优点 ：可以辨识非因果 、非最小相位 、非线性系统 ；可以抑制高斯或非高斯的有色

噪声 ；可以抽取不同于高斯信号的多种信号特征 ；可以分析与处理循环平稳信

号 ，等等 。 因此 ，高阶统计量的发展与应用是近年来信号处理领域一个十分重要

的发展 。
早在 ２０ 世纪 ６０ 年代初 ，人们就已从数学上研究高阶统计量 ，并用于解决工

程上的一些特殊问题 。 但直到 ８０ 年代后期 ，这一方面的研究才真正得到迅速发

展与应用 ，其应用范围已涉及通信 、地球物理 、生物医学 、故障诊断 、声纳等多个

领域 。 国内把高阶统计量应用于重 、磁 、电 、震等实际地球物理资料处理的文章

还不多见 。 因此 ，普及和发展高阶统计量的理论及方法 ，并将其应用于实际工

作 ，已成为地球物理领域的一个急迫而重要的问题 。 为了使更多的地球物理领

域的科技工作者 、研究生和高年级学生学习 、使用和掌握高阶统计量方法 ，了解

该方法在地球物理领域的应用和研究进展 ，推动这种新方法的进一步研究和应

用 ，我们撰写了本书 。
本书介绍了现代信号处理的基本理论和方法 ，重点阐述了高阶统计量的概

念 、理论和方法 ，以及它们在大地电磁测深 、地震以及工程物探中的应用研究情

况 。 其中 ，比较系统地介绍了作者近年来所做的高阶统计量的理论和应用研究

方面的成果 ，这些成果大部分发表在国内外刊物上 ，还有一部分是尚未来得及发
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表的最新研究成果 。
全书共分 ５ 章 。 第一章是绪论 ，介绍了信号分析与处理的发展历史及其在

地球物理领域的应用情况 ；第二章是全书的基础 ，论述了随机信号以及现代谱估

计的基本内容 ；第三章论述了高阶累积量及其谱的定义 、性质和估计 ；第四章阐

述了高阶统计量在大地电磁测深中的应用研究情况 ，重点论述了大地电磁信号

的统计特征分析和利用恢复的功率谱抑制有色高斯噪声的研究成果 ；第五章论

述了高阶统计量在地震和工程物探中的应用研究情况 ，重点讨论了地震信号的

统计特征 、时频域分析方法以及在地震和工程勘探中的具体应用 。
中国地震局监测预报中心副总工程师赵家骝研究员对本书所用的大地电磁

实际资料的具体来源给予了热情的关心和支持 ，中国地震局地质与地球物理研

究所赵国泽研究员 、邓前辉研究员 、汤吉副研究员 、中国石油集团公司浙江石油

勘探处镇国钧高级工程师 、黄哲高级工程师 、兰州地震研究所赵和云研究员提供

了本书所用的大地电磁时间序列实际资料 。 作者在此谨向他们致以衷心的感

谢 。 另外还要诚挚感谢中国地质大学刘天佑教授为本书的出版所做的大量工

作 。
作者 在 本书 中 的 研 究 工 作 得 到 了 国 家自 然 科 学 基 金 （４０２７４０３９） 、

（６０４７２０６２）资助 。 特别感谢中国地质大学（武汉）学术著作出版基金 ，及中国地

质大学（武汉）“２１１ 工程”建设对本书的出版资助 。
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第一章 　 绪 　 　 论

信号是随时间变化的某种物理量 ，可以表示成关于时间的函数 。 在科学

研究和工程技术等领域中 ，经常需要对信号进行处理 。 所谓信号处理 ，就是采

用某种计算方法并按预定的规则对信号进行运算 。 有时为了便于运算和应

用 ，可对其进行必要的变换 。
信号可以分为模拟信号和数字信号 。 模拟信号是指在时间上和幅度上都

是连续的信号 ，数字信号是指在时间上是离散的 、在幅度上也是离散的信号 ，

数字信号可以用时间序列来表示 。 在 ２０ 世纪 ６０ 年代以前 ，对信号的处理 ，大
多都是用模拟方法实现的 ，６０ 年代后 ，数字信号处理方法得到了较快的发展 。
原因有四 ：① 数字信号处理技术具有显著的优越性 ，如抗干扰能力强（高稳定

性） 、系统调试方便（高灵活性） ，随着电子计算机技术的飞速发展 ，数字信号处

理的速度不断提高（高速性） ；② 在经济上比较合理 ，扩大了用数字方法处理信

号的领域 ；③ 数字信号处理的理论和技术不断地发展和更新 ，使模拟信号用数

字方法处理变得十分方便 ；④ 可以进行物理不可实现的信号处理 。

虽然在很多情况下需要处理的信号本身就是序列 ，但是大多数的应用还

是要涉及用离散时间技术来处理连续时间信号 。 在这种情况下 ，先要把一个

连续时间信号转换成一个样本序列 ，即一个离散时间信号 。 经过离散时间处

理后 ，再把输出序列转换成连续时间信号 。 对于这样一些系统来说 ，人们常常

希望它们能实时工作 ，这就意味着离散时间系统要以对连续时间信号采样的

同一速率来完成输出样本的计算 。 连续时间信号的离散时间处理广泛应用于

通信系统 、雷达 、语音和视频编码 、地球物理 、生物医学工程等领域 。
大多数传统信号处理都涉及处理一个信号而得到另一个信号 。 因此 ，另

一类重要的信号处理问题就是信号解释 。 在这类问题中 ，处理的目的不是为

了得到一个输出信号 ，而是要得到该输入信号的某一特征 。 例如 ，在语言识别

和理解系统中 ，其目的是为了解释输入信号 ，或者从输入信号中提取信息（信
号的识别和转换） 。

信号处理问题自然不仅限于一维信号 。 虽然在理论上一维和多维信号处

理之间存在着一些基本的差别 ，但是很多情况下二者之间有着直接的对应关

系 。 在石油勘探 、地震监测和核试验监测等地震数据分析中 ，都要用到多维信



号处理技术 。
基于离散傅里叶变换和信号建模的谱分析又是信号处理另一个丰富而重

要的内容 。 谱分析最早可以追溯到古代对时间的研究 ，那时人们已经观察到

某些事物的运动具有周期性 ，如昼夜更替 、四季更迭 、月亮的阴晴圆缺等 。 １８
世纪 ，Bernoulli 、Euler 和 Lagrange 等人对波动方程及其正弦解进行了研究 。
１９ 世纪初叶 ，Fourier（傅里叶）证明了在有限时间段上定义的任何函数都可以

用正弦和余弦的无限谐波的总和来表示 。 以傅里叶分析为基础 ，１８９８ 年

Schuster 提出用周期图的概念研究太阳黑子数的周期变化 。 １９３６ 年 Wiener
发表了经典性论文枟广义谐波分析枠 ，对平稳随机过程的自相关函数和功率密

度谱作了精确的定义 ，证明了二者之间存在着傅里叶变换的关系 ，从而为谱分

析奠定了坚实的统计学基础 。 可以认为 ，这一年是谱分析发展历史中的重要

转折点 。 １９６５ 年 Cooley 和 T ukey 完成了著名的快速傅里叶变换（ FFT）算

法 ，把计算傅里叶变换的时间缩短了两个数量级 ，从而使离散傅里叶变换走向

工程实用 ，同时也使周期图谱估计方法很快流行起来 。 周期图和自相关法以

及它们的改进方法称为谱估计的经典方法 。
然而 ，不管数据记录有多长 ，周期图和自相关法得到的估计都不是功率谱

的良好估计 。 事实上 ，随着记录长度的增加 ，这两种估计的随机起伏反而会更

加严重 ，它们还存在着以下两个难以克服的固有缺点 ：① 频率分辨率（区分两

个邻近频率分量的能力）不高 。 这是因为它们的频率分辨率反比于数据记录

长度 ，而实际应用中一般不可能获得很长的数据记录 ；② 经典谱估计方法在工

程中都是以离散傅里叶变换（DFT）为基础的 ，它隐含着对无限长数据序列进

行加窗处理（加了一个有限宽的矩形窗） 。 矩形窗的频谱主瓣不是无限窄的 ，
且有旁瓣存在 ，这将导致能量向旁瓣中泄漏 ，主瓣变得模糊不清 。 严重时 ，还
会使主瓣产生很大失真 ，甚至主瓣中的弱分量被旁瓣中的强泄漏所掩盖 。 为

了克服以上缺点 ，人们曾做过长期努力 ，提出了平均 、平滑等办法 ，在一定程度

上改善了经典谱估计的性能 。 实践证明 ，对于长数据记录 ，以傅里叶变换为基

础的经典谱估计方法 ，的确是比较实用的 。 但是 ，经典方法始终无法根本解决

频率分辨率和谱估计稳定性之间的矛盾 ，特别是在数据记录很短的情况下 ，这
一矛盾显得尤为突出 。 这就促进了现代谱估计方法研究的开展 。

谱估计的现代方法主要是以随机过程的参数模型为基础的 ，因此 ，也可以

将其称为参数模型方法 ，或简称模型方法或参数方法 ，而相应地把经典方法称

为非参数方法 。 参数模型的引入 ，意味着额外地利用了“随机过程是如何产生

的”有关信息 ，并从根本上摒弃了“加窗效应” ，因而谱估计现代方法的性能比

经典方法要好得多 ，特别是对短数据记录的情况 。 实际上 ，时间序列模型在非
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工程领域早已被采用 。 例如 ，Yule 在 １９２７ 年 、Walker 在 １９３１ 年都曾使用过

自回归模型预测描述经济的时间序列的发展趋势 ，而 Prony 则早在 １７９５ 年就

曾采用指数模型去拟合在气体化学实验中获得的数据 。 在统计学和数值分析

领域中 ，历史上人们也曾采用过模型方法 。 因此 ，现代谱估计与以上所述的非

工程领域中曾采用过的时间序列模型有着历史渊源 。
现代谱估计技术的研究和应用主要起始于 ２０ 世纪 ６０ 年代 。 １９６７ 年

Burg 在地震学研究中受到线性预测滤波的启发 ，提出了最大熵谱估计方法 ；

１９６８ 年 Parzen 正式提出了自回归谱估计方法 ；１９７１ 年 Van der Bos 证明了一

维最大熵谱估计与自回归谱估计等效 ；１９７２ 年出现的谱估计的 Prony 方法在

数学上与自回归方法有某些类似 ；目前以自回归平均模型为基础的谱估计已

经比自回归模型谱估计具有更高的频率分辨率和更好的性能 。 １９７３ 年

Pisarenko 提出的谐波分解方法提供了可靠的频率估计方法 ，实际上它是以自

回归平均模型为基础的谱估计特例 。 １９８１ 年 Schmidt 提出了谱估计的多信

号分类算法 ，它对于正弦信号频率的估计很有效 。 目前 ，现代谱估计研究仍侧

重于一维谱分析 ，其他如多维谱估计 、多通道谱估计 、高阶谱估计等的研究正

在兴起 ，特别是对双谱和三谱的研究受到了更高的重视 ，人们希望这些新方法

能更多地在提取信息 、估计相位和描述非线性等方面获得应用 。
根据已知的有限长的随机序列来估计随机信号模型的参数 ，称为模型参

数估计 。 模型可以是 AR 模型 、MA 模型和 ARMA 模型 ，估计它们的参数时 ，
要依据一定的准则 ，通常比较多地采用最小均方误差准则 。 基于自相关函数

的模型参数估计存在着以下几个问题 ：① 估计非高斯信号的模型参数时 ，不能

充分获取隐含在数据中的信息 ；② 若信号不仅是非高斯的而且还是非最小相

位的 ，所得到的模型参数反映不出原信号的非最小相位特点 ；③ 当测量噪声较

大 ，尤其当测量噪声是有色噪声时 ，所得到的模型参数有较大的估计误差 。

基于高阶谱的模型参数估计方法能够有效地解决上述三个问题 。 在信号

处理领域 ，习惯于假设信号（或噪声）服从高斯分布 ，从而仅用二阶统计量便可

提取信息 ，进行参数辨识以及各种处理 。 然而 ，高斯分布只是许多分布类型中

的一种 。 对非线性系统而言 ，即使输入的是高斯信号 ，其输出也是非高斯信

号 ，因此 ，非高斯信号是更普遍的信号 。 在很多实际应用中 ，如地球物理勘探

等 ，信号模型中的激励信号 u（ n）往往是非高斯的 ，系统 H（ z）不是最小相位

的 ，甚至是非线性的 ，测量噪声 v（n）也往往不是白色的 。 因此 ，在实际工作

中 ，我们常常面临大量非高斯 、非最小相位 、非因果 、非平稳信号的处理问题 ，
利用高阶统计量便是解决这些问题的主要手段 。 高阶统计量给我们提供了前

所未有的十分丰富的信息 ，使我们可以辨识非因果 、非最小相位 、非线性系统 ；
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可以抑制高斯或非高斯的有色噪声 ；可以抽取不同于高斯信号的多种信号特

征 ；可以分析与处理循环平稳信号等等 ，从而给信号处理领域开辟了一个崭新

的宽阔前景 。 因此 ，高阶统计量的发展与应用是近年来信号处理领域一个十

分重要的发展 ，是现代信号处理的核心内容之一 。
早在 ２０ 世纪 ６０ 年代初 ，人们就已从数学上研究高阶谱 ，并用于解决工程

上的一些特殊问题 ，但高阶谱的计算量相当大 ，实现起来困难很大 。 ８０ 年代

初 ，随着信号检测 、估计和识别研究的发展 ，以及计算机技术的成熟 ，人们又重

新开始重视高阶谱的研究 。 直到 ８０ 年代后期 ，这一方面的研究才真正得到迅

速发展与应用 ，其应用范围已涉及通信 、地球物理 、生物医学 、故障诊断 、声纳

等多个领域 。 在国内 ，起步较晚（８０ 年代中后期） ，但也取得了一些进展 ，主要

应用于通信领域 。 国内把高阶统计量应用于实际地球物理资料处理的文章还

不多见 。 因此 ，普及高阶统计量的理论及方法 ，进一步发展这一理论与方法 ，
并将其应用到地球物理领域 ，已成为信号处理领域的一个急迫问题 。

在信号处理和系统理论等领域使用高阶统计量（高阶谱和高阶累积量）的
主要动机与出发点可以归结为 ：① 抑制加性有色噪声（其功率谱未知）的影响 ；
② 辨识非因果 、非最小相位系统或重构非最小相位信号 ；③ 抽取由于高斯性偏

离引起的各种信息 ；④ 检测和表征信号中的非线性以及辨识非线性系统 ；⑤ 检

测和表征信号中的循环平稳性以及分析和处理循环平稳信号 。

高阶统计量不仅可以自动抑制高斯有色噪声的影响 ，而且有时也能够抑

制非高斯有色噪声的影响 ；高阶循环统计量则能够抑制任何平稳（高斯与非高

斯）噪声的影响 。 高阶统计量之所以能够大大超越功率谱和相关函数 ，道理很

简单 ：高阶统计量包含了二阶统计量没有的大量丰富信息 。 可以说 ，凡是使用

功率谱或相关函数进行过分析与处理而又未得到满意结果的任何问题都值得

重新试用高阶统计量方法 。

在大地电磁测深法（MT）中 ，以往基于功率谱的各种方法 ，对信号和地质

模型作了许多假设和要求 ，如假设信号为高斯信号 、噪声为高斯白噪声 、大地

系统为最小相位的线性系统 ，但实际情况一般并非如此 。 而且由于功率谱本

身内在的计算方式 ，抑制噪声能力弱 ，且在其处理过程中丢失了信号中的相位

信息 。 因此造成 MT 资料差 ，解释结果不甚理想 。 针对大地电磁测深法

（MT）中的电磁信号 ，本书第四章在利用该方法对 MT 信号进行统计分析 、功

率谱重构以及有色噪声抑制分析等方面作了一定的探索 。
在地震信号处理中 ，人们提出了基于高阶统计量的子波估计算法 ，相对于

基于二阶统计量的子波估计算法 ，这种新方法可以解决子波相位估计问题 。
基于高阶统计量的时延估计（即切片位置估计）算法 ，人们开发了新的地震初
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至拾取以及同相轴追踪技术 ，取得的结果优于基于二阶统计量的技术所取得

的结果 。 从理论模型的数据处理结果看 ，这些方法能有效提高成像的分辨率 ，
具有较好的抗干扰能力 。 本书第五章论述了高阶统计量在地震及工程勘探领

域的应用情况 ，主要论述了我们根据高阶统计量的有关理论和方法提出的双

谱 、互双谱高阶时频分析算法及其在由孔洞 、缝隙等引起的非均匀储集体的识

别中的应用情况 。

·５·第一章 　 绪 　 　 论



第二章 　 现代信号处理基础

本章是全书接下来各章的理论基础 。 在本章中 ，首先介绍了随机信号的

基本概念 ，然后论述了一些关于广义高斯信号分析的新成果 ，包括广义高斯分

布参数估计及其性质 、广义高斯信号和的分布特征以及产生广义高斯分布随

机数的一种新算法 ，最后介绍了现代谱估计的基本理论 。

２ ．１ 　 随 机 信 号

信号是信息的载体 ，其数值或观测值为随机变量的信号 ，称为随机信号 。
所谓随机 ，是指信号的取值服从某种概率规律 ，这一规律可以是完全已知的 、
部分已知的或完全未知的 。

2 ．1 ．1 　信 号 分 类

在数学上 ，信号用一组变量值表示 。 若｛ s（ t）｝是一个实数或复数序列 ，则
称序列｛ s（ t）｝为信号 。 当时间 t定义在连续变量区间 ，序列｛ s（ t）｝称为连续时

间信号 。 许多人工信号和自然信号都是连续时间信号 ，例如雷达 、声纳 、无线

电广播 、通信 、控制系统和生物医学中的信号 。 在使用计算机进行信号处理

时 ，连续时间的信号需要先转换成离散时间信号 。 若信号取值的时间 t 为整

数 ，即 t ＝ ０ ，± １ ，… 或 t ＝ ０ ，１ ，… 时 ，则变量序列｛ s（ t）｝称为离散时间序列 。
如果序列｛ s（ t）｝在每个时刻的取值不是随机的 ，而是服从某种固定函数

的关系 ，则称之为确定性信号 。 如下面几种常用的确定性信号 。
阶跃信号

U（ t） ＝
１ ， t ≥ ０

０ ， t ＜ ０
（２ ．１ ．１）

　 　 符号信号

sgn（ t） ＝
１ ， t ≥ ０

－ １ ， t ＜ ０
（２ ．１ ．２）

　 　 矩形脉冲



Pa （ t） ＝
１ ， | t | ≤ a
０ ， | t | ＞ a

（２ ．１ ．３）

　 　 谐波信号

s（ t） ＝ Acos（ ωc t ＋ θ０ ） （２ ．１ ．４）

　 　 与确定性信号不同 ，若序列｛ s（ t）｝在每个时刻的取值是随机变量 ，则称之

为随机信号 。 下面是一个随机信号的例子 。
正弦型随机相位信号

X（ t） ＝ Acos（ω０ t ＋ φ） （２ ．１ ．５）

式中 ，A 和 ω０ 为常数 ，φ 为（０ ，２π）上均匀分布的随机变量 ，其密度函数为

f（ φ） ＝
１
２π ， ０ ≤ φ ≤ ２π

０ ， 其他

（２ ．１ ．６）

由于相位 φ是一个连续型的随机变量 ，在（０ ，２π）上有无穷多个取值 ，其样本

空间为

Sφ ＝ ｛φ１ ，φ２ ，… ，φn ，… ｝ （２ ．１ ．７）

对于任意元素 φi（ i ＝ １ ，２ ，… ）都对应一个确定的函数式 ，

xi （ t ，φi） ＝ Acos（ω０ t ＋ φi） 　 　 φi ∈ （０ ，２π） （２ ．１ ．８）

φi 不同 ，对应的函数式 xi （ t ，φ i）亦不同 ，所以随机相位信号实际上是一族不同

的时间函数

｛ xi（ t ，φi ） ＝ Acos（ ω０ t ＋ φi） ，　 　 i ＝ １ ，２ ，… ｝ （２ ．１ ．９）

xi（ t ，φi ）通常称为随机过程的样本函数 。
由于 φ是一个随机变量 ，我们在观察信号 X（ t）前 ，并不能预知 φ 究竟取

何值 ，因此 ，我们也不能预知 X（ t）究竟取哪个样本函数 ，只有观测以后才能确

定 ，所以这是一个随机过程 。 因此 ，随机信号也是随机过程 ，具有以下特点 ：
① 随机信号在任何时间的取值都是不能先验确定的随机变量 ；② 虽然随机信

号取值不能先验确定 ，但是这些取值却服从某种统计规律 。 即随机信号或过

程可以用概率分布特性（统计性能）统计地描述 。

2 ．1 ．2 　随机过程的统计描述

1 ．随机过程的基本概念

　 　 自然界变化的过程通常可以分为确知过程和随机过程 ，另外还有混沌过

程 。 如果每次试验所得到的观测过程都相同 ，且都是时间 t 的一个确知函数 ，
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具有确定的变化规律 ，那么这样的过程就是确知过程 。 反之 ，如果每次试验所

得到的观测过程都不相同 ，是时间 t的不同函数 ，试验前又不能预知这次试验

会出现什么结果 ，没有确定的变化规律 ，这样的过程称为随机过程 。 这是对随

机过程的直观解释 ，下面我们给出严格的定义 。
定义 2 ．1 ．1 　 设随机试验 E 的样本空间为 S ＝ ｛ e｝ ，对其每一个元素

ei（ i ＝ １ ，２ ，… ）都以某种法则确定一个样本函数 x（ t ，ei ） ，由全部元素｛ e｝所确

定的一族样本函数 X（ t ，e）称为随机过程 ，简记为 X（ t） 。
从以上定义看 ，随机过程是一组样本函数的集合 。 对于不同的时刻 t１ ，

t２ ，… ，ti … ，X（ t）对应不同的时间变量 X（ t１ ） ，X（ t２ ） ，… ，X（ ti ） ，… ，通常 X（ ti）
称为随机过程在时刻 t ＝ ti 的状态 ，可见 X（ t）可以看作一族随时间变化的随

机变量 。
当 e和 t 均变化时 ，才是随机过程完整的概念 ，从以上的分析可以看出 ，

随机过程是一组样本函数的集合 ，或者也可以看作一组随机变量的集合 。 因

此我们可以从另一个角度定义随机过程 。
定义 2 ．1 ．2 　 设有一个过程 X（ t） ，若对于每一个固定的时刻 tj （ j ＝ １ ，

２ ，… ） ，X（ tj ）是一个随机变量 ，则称 X（ t）为随机过程 。
定义 ２ ．１ ．２ 是把随机过程看成是一组随时间变化而变化的随机变量 。
上述两种定义实质上是一致的 ，相互起补充作用 。 在作实际观测时 ，通常

采用定义 ２ ．１ ．１ ，据此用实验方法观测各个样本函数 ，观测次数越多 ，所得到

的样本数目亦越多 ，也就越能够掌握这个过程的统计规律 ；在进行理论分析

时 ，通常采用定义 ２ ．１ ．２ ，把随机过程看作多维随机变量的推广 ，时间分割越

细 ，维数越大 ，对过程的统计描述也越全面 ，并且可以把概率论中多维随机变

量的理论作为随机过程分析的理论基础 。
尽管随机过程的变化过程是不确定的 ，但在这不确定的变化过程中仍包

含有规律性的因素 ，这种规律性从大量的样本经统计后呈现出来 ，也就是说随

机过程是存在某些统计规律的 ，这些统计规律的数学描述有概率分布（密度） 、
数字特征等 。

2 ．随机过程的概率分布

根据随机过程的定义 ，随机过程实际上是一组随时间变化的随机变量 ，因
此我们可以用多维随机变量的理论来描述随机过程的统计特征 。

（１） 一维概率分布

对于某个特定的时刻 t１ ，X（ t１ ）是一个随机变量 ，它的分布函数可以写成

FX （ x１ ，t１ ） ＝ P｛ X（ t１ ） ≤ x１ ｝ （２ ．１ ．１０）

因此 ，对于任意的时刻 t ，X（ t）也是一个随机变量 ，设 x 为任意实数 ，我们定义
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FX （ x ，t） ＝ P｛ X（ t） ≤ x｝ （２ ．１ ．１１）

为 X（ t）的一维分布 。
显然 ，由于对不同的时刻 t ，随机变量 X（ t）是不同的 ，因而相应地也有不

同的分布函数 ，因此 ，随机过程的一维分布不仅是实数 x 的函数 ，而且也是时

间 t的函数 。
如果 FX （ x ，t）的一阶导数存在 ，则定义

f X （ x ，t） ＝ 抄 FX （ x ，t）
抄 x （２ ．１ ．１２）

为随机过程 X（ t）的一维概率密度 。 如果我们知道了随机过程的一维概率密

度 ，那么我们也就知道了随机过程在所有时刻上随机变量的一维概率密度 。
随机过程的一维概率分布是随机过程最简单的统计特性 ，它只能反映随

机过程在各个孤立时刻的统计规律 ，而不能反映随机过程在不同时刻状态之

间的联系 ，因此要更好地描述随机过程 ，需要引入更高维的概率分布 。
（２） 二维概率分布和 n维概率分布

由于对任意的两个时刻 t１ 和 t２ ，X（ t１ ）和 X（ t２ ）是两个随机变量 ，因此我

们可以用二维随机变量的概率分布来推广定义随机过程的二维分布 。
对于任意的时刻 t１ 和 t２ ，以及任意的两个实数 x１ 和 x２ ，定义

FX （ x１ ，x２ ，t１ ，t２ ） ＝ P｛ X（ t１ ） ≤ x１ ，X（ t２ ） ≤ x２ ｝ （２ ．１ ．１３）

为随机过程 X（ t）的二维概率分布 。 如果 FX （ x１ ，x２ ，t１ ，t２ ）对 t１ 、t２ 的偏导数

存在 ，则定义

f X （ x１ ，x２ ，t１ ，t２ ） ＝ 抄２ FX （ x１ ，x２ ，t１ ，t２ ）
抄 x１ 抄 x２

（２ ．１ ．１４）

为随机过程 X（ t）的二维概率分布 。
同理 ，对于任意的时刻 t１ ，t２ ，… ，tn ，X（ t１ ） ，X（ t２ ） ，… ，X（ tn ）是一组随机变

量 ，定义这组随机变量的联合分布为随机过程 X（ t）的 n维概率分布 ，即定义

FX （ x１ ，x２ ，… ，xn ，t１ ，t２ ，… ，tn ） ＝ P｛ X（ t１ ） ≤ x１ ，X（ t２ ） 　 　

≤ x２ ，… ，X（ tn ） ≤ xn｝ （２ ．１ ．１５）

为随机过程 X（ t）的 n 维概率分布 。 若 n 阶偏导数存在 ，则称

f X （ x１ ，x２ ，… ，xn ，t１ ，t２ ，… ，tn ） ＝ 抄 n F X （ x１ ，x２ ，… ，xn ，t１ ，t２ ，… ，tn）
抄 x１ 抄 x２ … 抄 xn

（２ ．１ ．１６）

为随机过程 X（ t）的 n 维概率密度 。
n维分布可以描述任意 n 个时刻状态之间的统计规律 ，比一维 、二维含有

更多的 X（ t）的统计信息 ，对随机过程的描述也更趋完善 。 一般说来 ，要完全
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描述一个过程的统计特性 ，应该 n → ∞ ，但实际上我们是无法获得随机过程的

无穷维概率分布的 。 在工程应用上 ，通常只考虑它的二维概率分布 。

3 ．随机过程的数字特征

随机过程的数字特征常用的有均值 、方差 、相关函数等 ，它们都是从随机

变量的数字特征推广而来的 ，然而不同的是 ，随机过程的数字特征一般不是常

数 ，而是时间 t的函数 ，因此随机过程的数字特征也常称为矩函数 。 下面是几

个常用的数字特征 。
（１） 均值

对于任意时刻 t ，X（ t）是一个随机变量 ，我们把这个随机变量的均值定义

为随机过程的均值 ，记为 mX （ t） 。 即

mX （ t） ＝ E｛ X（ t）｝ ＝∫
∞

－ ∞
x f X （ x ，t）d x （２ ．１ ．１７）

式中 ，f X （ x ，t）为 X（ t）的一维概率密度 。 随机过程 X（ t）的均值是时间 t的函

数 ，也称为均值函数 。 统计均值是对随机过程 X（ t）中所有样本函数在时间 t
的所有取值进行概率加权平均 ，所以又称为集合平均 。 随机过程的均值可以

直观地理解为在 t时刻所有样本函数取值的一个分布中心 ，它反映了样本函

数统计意义下的平均变化规律 。
（２） 方差

随机过程 X（ t）的方差定义为

σ２X （ t） ＝ E｛［ X（ t） － mX （ t）］２ ｝ （２ ．１ ．１８）

随机过程的方差也是时间的函数 ，由定义可以看出 ，方差是非负函数 。 方差还

可以表示为

σ２X （ t） ＝ E｛ X２ （ t）｝ － m２
X （ t） （２ ．１ ．１９）

　 　 （３） 相关函数和协方差函数

均值和方差只描述了随机过程在某个特定时刻的统计特性 ，所用的只是

一维概率密度 ，并不能反映随机过程在两个不同时刻状态之间的联系 。 为此

可以引入一个能反映两个不同时刻状态之间相关程度的数字特征 ——— 相关函

数 。
设任意两个时刻 t１ 、t２ ，定义

RX （ t１ ，t２ ） ＝ E｛ X（ t１ ） X（ t２ ）｝ ＝ ∫
＋ ∞

－ ∞∫
＋ ∞

－ ∞
x１ x２ f（ x１ ，x２ ，t１ ，t２ ）d x１ d x２

（２ ．１ ．２０）

为随机过程 X（ t）的自相关函数 ，通常简称为相关函数 。 式中 ，f（ x１ ，x２ ，t１ ，t２ ）
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为 X（ t）的二维概率密度 。
当 t１ ＝ t２ ＝ t时 ，RX （ t ，t） ＝ E｛ X２ （ t）｝ 。 由式（２ ．１ ．１９）可得

RX （ t ，t） ＝ σ２X （ t） ＋ m２
X （ t） （２ ．１ ．２１）

自相关函数 RX （ t１ ，t２ ）可正可负 ，其绝对值越大 ，表示相关性越强 。 一般说来 ，
t１ 、t２ 相隔越远 ，相关性越弱 ，RX （ t１ ，t２ ）的绝对值也越小 。 当 t１ ＝ t２ ＝ t 时 ，其
相关性应是最强的 ，RX （ t１ ，t２ ）的绝对值最大 。

相关性的描述除了用相关函数外 ，有时也用协方差函数 。 定义

K X （ t１ ，t２ ） ＝ E｛［ X（ t１ ） － mX （ t１ ）］［ X（ t２ ） － mX （ t２ ）］｝ （２ ．１ ．２２）

为随机过程 X（ t）的协方差函数 。
很显然 ，协方差函数也可表示为

K X （ t１ ，t２ ） ＝ E｛ X（ t１ ） X（ t２ ）｝ － mX （ t１ ）mX （ t２ ）
＝ RX （ t１ ，t２ ） － mX （ t１ ）mX （ t２ ） （２ ．１ ．２３）

当 t１ ＝ t２ ＝ t时 ，K X （ t ，t）即为方差函数 。
如果 K X （ t１ ，t２ ） ＝ ０ ，则我们称 X（ t１ ）和 X（ t２ ）是不相关的 。 如果 RX （ t１ ，

t２ ） ＝ ０ ，则我们称 X（ t１ ）和 X（ t２ ）是相互正交的 。 不相关和正交是随机过程的

两个重要概念 。
（４） 离散随机过程的数字特征

如果 X（ t）是离散型随机过程 ，假定它有 N 个离散状态 ，任意时刻 t的取

值为 x１ （ t） ，x２ （ t） ，… ，x N （ t） ，取值的概率分别为 p１ （ t） ，p２ （ t） ，… ，pN （ t） ，则
均值为

mX （ t） ＝ ∑
N

i ＝ １
xi （ t） pi（ t） （２ ．１ ．２４）

方差为

σ２X （ t） ＝ ∑
N

i ＝ １
［ xi （ t） － mX （ t）］２ pi（ t） （２ ．１ ．２５）

自相关函数为

RX （ t１ ，t２ ） ＝ E｛ X（ t１ ） X（ t２ ）｝ ＝ ∑
N

i ＝ １
∑
N

j ＝ １
xi（ t１ ） x j（ t２ ） pi j （ t１ ，t２ ）

（２ ．１ ．２６）

其中

pij （ t１ ，t２ ） ＝ P｛ X（ t１ ） ＝ xi （ t１ ） ，X（ t２ ） ＝ x j （ t２ ）｝ （２ ．１ ．２７）

协方差函数为

K X （ t１ ，t２ ） ＝ E｛［ X（ t１ ） － mX （ t１ ）］［ X（ t２ ） － mX （ t２ ）］｝ 　 　 　 　
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＝ ∑
N

i ＝ １
∑
N

j ＝ １
［ xi （ t１ ） － mX （ t１ ）］［ xj （ t２ ） － mX （ t２ ）］ pij （ t１ ，t２ ）

（２ ．１ ．２８）

　 　 均值和自相关函数 RX （ t１ ，t２ ）分别为随机信号 X（ t）的一阶矩和二阶矩 ，
类似地 ，还可以定义信号｛ X（ t）｝的 k阶矩为

μ（ t１ ，… ，tk ）
de f

E［ x（ t１ ） ，x（ t２ ） ，… ，x（ tk ）］ （２ ．１ ．２９）

2 ．1 ．3 　平稳随机过程

随机过程可分为平稳和非平稳两大类 ，随机信号也可以分为平稳和非平

稳两类 。 严格地说 ，在实际应用中 ，绝大部分信号都是非平稳信号 ，但是 ，平稳

信号的分析比较容易 ，而且在所讨论的问题中 ，如果产生一个随机信号的主要

条件在时间的进程中不改变或变化极小可以忽略 ，则此信号可以认为是平稳

的 。
定义 2 ．1 ．3（严格平稳随机过程） 　 如果随机过程 X（ t）的任意 n 维分布不

随时间起点的不同而变化 ，即当时间平移 Δ t 时 ，其任意的 n 维概率密度不变

化 ，则称 X（ t）是严格平稳的随机过程或称为狭义平稳随机过程 。
根据定义 ，狭义平稳随机过程的任意 n维概率密度应满足

f X （ x１ ，… xn ，t１ ＋ Δ t ，… ，tn ＋ Δ t） ＝ f X （ x１ ，… ，xn ，t１ ，… ，tn）
（２ ．１ ．３０）

特别是一维概率密度

f X （ x ，t） ＝ f X （ x） （２ ．１ ．３１）

与时间无关 ，而二维概率密度

f X （ x１ ，x２ ，t１ ，t２ ） ＝ f X （ x１ ，x２ ，τ） ，　 　 τ ＝ t１ － t２ （２ ．１ ．３２）

由此可见 ，对于严格平稳的随机过程 ，它的均值和方差是与时间无关的常数 ，
而自相关函数只与 t１ 和 t２ 的差值有关 ，而与本身的取值是无关的 。 严格平稳

最基本的特征是时间起点的平移不影响它的统计特性 ，即 X（ t）与 X（ t ＋ Δ t）
具有相同的统计特性 。

定义 2 ．1 ．4（广义平稳随机过程） 　 如果随机过程 X（ t）的均值为常数 ，自
相关函数只与 τ＝ t１ － t２ 有关 ，即

mX （ t） ＝ mX （２ ．１ ．３３）

RX （ t１ ，t２ ） ＝ RX （τ） ，　 　 τ ＝ t１ － t２ （２ ．１ ．３４）

则称随机过程 X（ t）是广义平稳的 。
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显然 ，严格平稳的随机过程必定是广义平稳的（若二阶矩存在） ，但广义平

稳的随机过程不一定是严格平稳的 。
对于随机相位信号而言 ，其均值 、自相关函数和方差分别为

mX （ t） ＝ E｛ X（ t）｝ ＝ E｛ Acos（ω０ t ＋ φ）｝ ＝ A∫
２ π

０
cos（ ω０ t ＋ φ） １

２πdφ ＝ ０

RX （ t１ ，t２ ） ＝ E｛ X（ t１ ） X（ t２ ）｝ ＝ E｛ Acos（ω０ t１ ＋ φ） Acos（ω０ t２ ＋ φ）｝

＝ １
２ A２ E｛cos ω０ （ t１ － t２ ） ＋ cos［ ω０ （ t１ ＋ t２ ） ＋ ２ φ］｝

＝ １
２ A２ cos ω０ （ t１ － t２ ） ＋ １

２ A２∫
２ π

０

１
２πcos［ω０ （ t１ ＋ t２ ） ＋ ２ φ］dφ

＝ １
２ A２ cos ω０ （ t１ － t２ ）

σ２X （ t） ＝ RX （ t ，t） － m２
X （ t） ＝ １

２ A２

所以随机相位信号是平稳的 。
由于在许多工程技术问题中 ，常常仅在相关理论（一 、二阶矩）的范围内讨

论问题 ，因此划分出广义平稳随机过程来 。 而相关理论之所以重要 ，是因为在

实际中 ，一 、二阶矩能给出有关平稳随机过程平均功率的几个主要指标 。 比

如 ，如果随机过程 X（ t）代表噪声电压信号 ，那么在相关理论范围内就可以给

出直流分量 、交流分量 、平均功率及功率在频率上的分布等 。
前面分别定义了严格平稳和广义平稳 ，随着近代信号处理技术的发展 ，还

广泛采用了其他的一些平稳的概念 。

1 ． k阶严平稳

对于严格平稳而言 ，是指 X（ t）和 X（ t ＋ c）（ c 为常数）具有完全相同的统

计特性 ，即对于任意的 n ，有
f X （ x１ ，x２ ，… ，xn ，t１ ，t２ ，… ，tn） ＝ f X （ x１ ，x２ ，… ，xn ，t１ ＋ c ，t２ ＋ c ，… ，tn ＋ c）

（２ ．１ ．３５）

如果上式只对 n ≤ k成立 ，则称随机过程 X（ t）是 k阶严平稳的 。 如果 k ＝ ２ ，则
称 X（ t）是二阶严平稳的 。 如果上式对 n ＝ k 成立 ，则对于 n ＜ k 也是成立的 ，
这是因为第 k 阶概率密度确定了它的低阶概率密度 。

2 ．渐近平稳

当 c → ∞ 时 ，X（ t ＋ c）的任意 n阶概率密度与 c 无关 ，即

lim
c → ∞

f X （ x１ ，x２ ，… ，xn ，t１ ＋ c ，t２ ＋ c ，… ，tn ＋ c） （２ ．１ ．３６）
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存在 ，且与 c 无关 ，则称 X（ t）是渐近平稳的 。

3 ．循环平稳

如果随机过程 X（ t）的分布函数满足如下关系

　 FX （ x１ ，x２ ，… ，xn ，t１ ，t２ ，… ，tn）
＝ FX （ x１ ，x２ ，… ，xn ，t１ ＋ mT ，t２ ＋ mT ，… ，tn ＋ mT） （２ ．１ ．３７）

如果 m 为整数 ，T 为常数 ，则称 X（ t）是严格循环平稳的 。 需要注意的是严格

循环平稳信号不一定是严格平稳信号 ，因为式（２ ．１ ．３４）对任意的 c 都要成立 ，
而严格循环平稳只有当 c ＝ m T 时满足式（２ ．１ ．３４） 。

2 ．1 ．4 　功率谱和周期图

离散时间实平稳随机信号 xn 的功率谱 S x x （ z）定义为 xn 的自相关函数

Rx （ k）的双边 z 变换 ，即

Sx x （ z） ＝ ∑
∞

k ＝ － ∞
Rx x （ k） z－ k （２ ．１ ．３８）

式中 ，Rx （ k）定义为

Rx （ k） ＝ E［ xn ＋ k x n］ （２ ．１ ．３９）

　 　 若 Rx （ k）是稳定的 ，则 Sx x （ z）的收敛域包括 z 平面上的单位圆 ，于是令

z ＝ ejω ，便可定义以频率为自变量的功率谱

Sx x （ω） ＝ ∑
∞

k ＝ － ∞
Rx （ k）e－ jω k （２ ．１ ．４０）

Sx x （ ω）在物理意义上说明了信号 xn 的频率成分 ，以及功率随频率的分布 。
两实平稳随机信号 xn 和 y n 的互相关函数和互功率谱定义为

Rx y （ k） ＝ E［ xn ＋ k y n ］ （２ ．１ ．４１）

Sx y （ z） ＝ ∑
∞

k ＝ － ∞
Rx y （ k） z－ k （２ ．１ ．４２）

　 　 在实际应用中 ，通常观测到的是信号的有限个取样值 ，可用 yN （ n）表示 。
可以认为它是分段平稳随机信号中的一段 ，也可以将它看成是从平稳随机信

号中截取出来的一段数据 。 对于平稳随机信号 ，无论从何时开始从其中任取

一段长为 N 的数据 ，所计算出来的均值或自相关值都是相同的 。 信号 yN （n）
可以看成是用一个宽为 N 的数据窗 w（ n）从平稳随机信号 y（ n）中截取出来

的 ，即

yN （n） ＝ y（ n） w（n） （２ ．１ ．４３）
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之所以假定 yN （n）是分段平稳信号中的一段或从平稳随机信号中用数据窗选

取出来的 ，主要原因在于这样便可根据遍历性假设用时间平均代替集合平均 。
若已知 N 个数据为

yN （n） ＝ （ y０ ，y１ ，… ，yn － １ ） （２ ．１ ．４４）

则用时间平均来近似计算的自相关函数为

R
∧

y （ k） ＝ １
N ∑

N － １ － | k |

n ＝ ０
yn ＋ k y k ， 　 | k | ≤ N － １ （２ ．１ ．４５）

称之为取样自相关 。 它可以看成有限长序列 yN （n）和 y N （ － n）的卷积运算结

果除以 N ，即

R
∧

y （ k） ＝ １
N（ yN （n） 倡 yN （－ n）） （２ ．１ ．４６）

　 　 取样自相关函数的双边 Z 变换称为周期图 ，它是功率谱的一种估计 ，用
S
∧

y y （ z）表示 ，

S
∧

y y （ z） ＝ ∑
N － １

k ＝ － （ N － １ ）
R
∧

y （ k） z － k （２ ．１ ．４７）

由此可得

S
∧

y y （ z） ＝ １
NY（ z）Y（ z－ １ ） （２ ．１ ．４８）

这里 ，Y（ z）是 yN （n）的 Z 变换 。 上面两式是计算周期图的两种基本方法 ，前
者称为间接法 ，后者称为直接法 。 令 z ＝ ejω ，由上式可得

S
∧

y y （ ω） ＝ １
N | Y（ ω） | ２ ＝ １

N ∑
N － １

n ＝ ０
yN （n）e－ jω n ２

（２ ．１ ．４９）

该式很适合用 FFT 来计算 。
长度为 N 的数据段计算出的周期图所能达到的频率分辨率为

Δ ω ＝ k ２πN （２ ．１ ．５０）

式中 ，k是一个比例常数 。 考虑到数字频率与物理频率之间存在着下列关系

ω ＝ ２π f T ＝ ２π f
f s

（２ ．１ ．５１）

式中 ，T 是时域中的取样间隔 ， f s ＝ １
T是取样频率 ，则可得到用物理频率表示

的频率分辨率为

Δ f ＝ k f s

N ＝ k １
NT ＝ k １

TR
（２ ．１ ．５２）

式中 ，TR ＝ N T 是数据段的持续时间 ，单位为 s 。
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用周期图作为功率谱的估计 ，有两大缺点 ：一是旁瓣泄漏 ；二是非一致估

计 。 虽然人们提出了许多方法改进周期图的性能 ，但仍然存在着频率分辨率

与谱估计稳定性之间的矛盾 ，特别是当数据段长度 N 很短时 ，这种矛盾显得

尤为突出 。 现代谱估计正是为解决这一矛盾提出来的［ １ ～ ３ ］ 。

２ ．２ 　 现代谱估计

前面讨论的估计功率谱密度的周期图方法是一种计算简单的经典方法 。
它的主要特点是不考虑信号模型 ，是一类非参数化方法 。 它的主要问题是 ：由
于假定信号的自相关函数在数据观测区以外等于零 ，因此估计出来的功率谱

很难与信号的真实功率谱相匹配 。 一般情况下 ，周期图的渐近性能无法给出

实际功率谱一个满意的近似 ，因而是一种低分辨率的谱估计方法 。
另一类功率谱估计方法使用参数化的模型 ，它们统称为参数化功率谱估

计 。 由于这类方法能够给出比周期图方法高得多的频率分辨率 ，故又称为高

分辨率方法或现代谱估计方法 。

2 ．2 ．1 　谱估计的参数模型方法

人们通常会或多或少地掌握关于被估计过程的某些先验知识 ，从而有可

能对它作出某些合理的假定 。 例如为它建立一个准确或至少近似的模型 ，而
不必像经典谱估计方法那样主观武断地认为凡未观测到的数据都等于零 。 这

就从根本上摒弃了对数据序列加窗的隐含假设 。 以参数模型为基础的谱估计

图 ２ ．２ ．１ 　 离散随机信号 x （ n）
的有理传输函数模型

方法一般按下列 ３ 个步骤进行 ：① 为被估计

的随机过程确定或选择一个合理的模型 ；
② 根据已知观测数据估计模型的参数 ；③ 用

估计得到的模型参数计算功率谱 。
实际应用所遇到的随机过程大多数可以

用有理传输函数模型很好地逼近 ，如图 ２ ．２ ．１ 所示 。 图中 ，输入激励 u（ n）是均

值为零 、方差为 σ２ 的白噪声序列 ，线性系统传输函数为

H（ z） ＝ B（ z）
A（ z） ＝

∑
q

k ＝ ０
bk z － k

∑
p

k ＝ ０
ak z － k

（２ ．２ ．１）

式中 ，bk 是前馈（或动平均）支路的系数 ，称为 MA 系数 ；ak 是反馈（或自回归）
支路的系数 ，称为 AR 系数 。 系统的输出序列 x（ n）是被建模的离散随机信
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号 。
该模型的输出和输入之间满足差分方程

x（n） ＝ － ∑
p

k ＝ １
ak x（n － k） ＋ ∑

q

k ＝ ０
bk u（ n － k） ，　 a０ ＝ １ （２ ．２ ．２）

输出功率谱和输入功率谱之间存在下列关系 ：

Sx x （ z） ＝ σ２ H（ z） H 倡 １
z 倡 ＝ σ２

B（ z） B 倡 １
Z倡

A（ z） A 倡 １
z 倡

（２ ．２ ．３）

或

Sx x （e jω ） ＝ σ２ | H（e jω ） | ２ ＝ σ２ B（e jω ）
A（e jω ）

２

（２ ．２ ．４）

若 h（n）是实的 ，则

H 倡 （１／ z 倡 ） ＝ H（ z－ １ ） （２ ．２ ．５）

于是

Sx x （ z） ＝ σ２ H（ z） H（ z － １ ） ＝ σ２ B（ z） B（ z － １ ）
A（ z） A（ z－ １ ） （２ ．２ ．６）

以下讨论的都是这种情况 。
由于｜ H（e jω ）｜的增益系数可并入 σ２ 进行考虑 ，所以不失一般性 ，可假设

a０ ＝ １ 和 b０ ＝ １ 。
（１） 如果除 a０ ＝ １ 外所有其他的 AR 系数都等于零 ，则式（２ ．２ ．２）成为

x（ n） ＝ ∑
q

k ＝ ０
bk u（ n － k）

这种模型称为 q阶滑动平均模型或简称为 MA（q）模型 ，其传输函数为

H M A （ z） ＝ B（ z） ＝ ∑
q

k ＝ ０
bk z － k （２ ．２ ．７）

模型输出功率为

Sx x （ z） ＝ σ２ B（ z）B（ z－ １ ） （２ ．２ ．８）

或

Sx x （e jω ） ＝ σ２ | B（e j ω ） | ２ ＝ σ２ ∑
q

k ＝ ０
bk e－ j ω k ２

（２ ．２ ．９）

这是一个全零点模型 。
（２） 如果除 b０ ＝ １ 外所有其他的 MA 系数都等于零 ，则式（２ ．２ ．２）成为

x（n） ＝ － ∑
p

k ＝ １
ak x（ n － k） ＋ u（n） （２ ．２ ．１０）
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这种模型称为 p 阶自回归模型或简称为 AR（ p）模型 ，其传输函数为

H AR （ z） ＝ １
A（ z） ＝ １

１ ＋ ∑
p

k ＝ １
ak z － k

（２ ．２ ．１１）

模型输出功率为

Sx x （ z） ＝ σ２

A（ z） A（ z－ １ ）
（２ ．２ ．１２）

或

Sx x （e jω ） ＝ σ２

| A（e jω ） | ２ ＝ σ２

１ ＋ ∑
p

k ＝ １
ak e － jω k ２

（２ ．２ ．１３）

这是一个全极点模型 。
（３） 设 a０ ＝ １ 和 b０ ＝ １ ，｛ ak ｝和｛ bk ｝不全为零 。 这是一个“极点 零点模

型” ，称为ARMA（ p ，q）模型 。
Word 分解定理［ ４ ］ 阐明了上述三种模型之间的联系 。 该定理认为 ：任何

广义平稳随机过程都可分解成一个完全随机的部分和一个确定的部分 。 确定

性随机过程是一个可以根据其过去的无限个取样值完全加以预测的随机过

程 。 该定理的一个推论是 ：如果功率谱完全是连续的 ，那么任何 ARMA 过程

或 AR 过程可以用一个无限阶的 MA 过程表示 。 这个推论表明 ，如果选择了

一个不合适的模型 ，只要模型的阶足够高 ，它仍然能够比较好地逼近被建模的

随机过程 。

2 ．2 ．2 　 AR模型的稳定性及其阶的确定

1 ．AR 模型的稳定性

　 　 AR（ p）模型稳定的充分必要条件是 H（ z）的极点（即 A（ z）的根）都在单

位圆内 。 据此 ，稳定的 AR（ p）模型将具有以下性质 ：
（１） H（ z）的全部极点或 A（ z）的所有根都在单位圆内 ；
（２） 自相关矩阵是正定的 ；
（３） 激励信号的方差（能量）随阶次增加而递减 ，即 σ２１ ＞ σ２２ ＞ … ＞ σ２p ＞ ０ 。

2 ．AR 模型阶的确定

在实际工作中 ，通常事先并不知道 AR 模型的阶 。 阶选得太低 ，功率谱受

到的平滑太厉害 ，降低了谱估计的分辨率 ；阶选得太高 ，固然会提高谱估计的

分辨率 ，但同时会产生虚假的谱峰或谱的细节 。 一种简单直观的确定 AR 模
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型的阶的方法 ，是不断地增加模型的阶 ，同时观察预测误差功率 ，当其下降到

最小时 ，对应的阶便可选定为模型的阶 。 然而 ，预测误差功率（或 AR 模型激

励源的方差 σ２k ）是随着阶次增加而单调下降的 ，因此很难确定 σ２k 降到什么程

度才最合适 。 另一方面 ，应注意到 ，随着模型阶的增加 ，模型参数的数目亦增

多了 ，谱估计的方差会变大 。 因此 ，不能简单地依靠观察预测误差功率的下降

来确定模型的阶 。 与此相应的另一种简单方法是观察各阶模型预测误差序列

的周期图 ，当它最接近于平坦（白色谱）时即对应于最佳的阶 。 上述是 AR 模

型阶确定的一般性方法 ，除此之外 ，人们还提出了几种以不同的误差准则作为

确定模型阶的依据 ，如最终预测误差（FPE）准则 、Akaike 信息准则（ AIC） 、判
别自回归传输函数（CAT）准则等［ １ ８ ］ 。

2 ．2 ．3 　 AR模型的 Yule唱Walker方程

以 AR 模型为基础的谱估计由式（２ ．２ ．１２）或式（２ ．２ ．１３）来计算 ，这就需

要知道模型的阶 p 和 p 个 AR 系数 ，以及模型激励源的方差 σ２ 。 为此 ，必须

把这些参数和已知或估计得到的自相关函数联系起来 ，这就是著名的 Yule唱
Walker 方程 。 该方程可以直接由模型的差分方程推导出来 。

将 AR 模型的差分方程式代入 x（n）的自相关函数表示式 ，得

Rx （m） ＝ E［ x（n） x（m ＋ n）］ ＝ E x（n） － ∑
p

k ＝ １
ak x（n ＋ m － k） ＋ u（m ＋ n）

＝ － ∑
p

k ＝ １
ak R x （m － k） ＋ E［ x（n）u（ m ＋ n）］ （２ ．２ ．１４）

　 　 设 AR 模型的冲激响应是 h（ n） ，在方差为 σ２ 的白噪声序列 u（ n）作用下

产生输出 x（n） ，于是

E［ x（n） u（n ＋ m）］ ＝ E ∑
∞

l ＝ ０
h（ l） u（n － l） u（n ＋ m） 　 　 　

＝ ∑
∞

l ＝ ０
h（ l） E［ u（n － l）u（n ＋ m）］

＝ ∑
∞

l ＝ ０
h（ l）σ２ δ（m ＋ l） ＝ σ２ h（ － m） （２ ．２ ．１５）

如果 h（n）是因果的 ，即 m ＞ ０ 时 ，h（ － m） ＝ ０ ，则上式可写为

E［ x（ n）u（ n ＋ m）］ ＝
σ２ h（０） ， m ＝ ０

０ ， m ＞ ０
（２ ．２ ．１６）

根据 Z 变换中的终值定理 ，h（０） ＝ lim
z → ∞

H（ z） ＝ １ ，上式化为
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E［ x（n）u（n ＋ m）］ ＝
σ２ ， m ＝ ０

０ ， m ＞ ０
（２ ．２ ．１７）

将上式代入式（２ ．２ ．１４）得

Rx （ m） ＝

－ ∑
p

k ＝ １
ak R x （m － k） ＋ σ２ ， m ＝ ０

－ ∑
p

k ＝ １
ak R x （m － k） ， m ＞ ０

（２ ．２ ．１８）

这里利用了自相关函数的偶对称性质 。 该式称为 AR 模型的 Yule唱Walker 方

程 。 为求取 AR 模型参数 ，应先从上式中选择 m ＞ ０ 的 p 个方程解出｛ a１ ，a２ ，

… ，ap ｝ ，然后代入对应 m ＝ ０ 的方程求出 σ２ 。 自相关函数开始的 p ＋ １ 个值是

｛ R（０） ，R（１） ，… ，R（ p）｝ ，因此 ，上式可写成下列矩阵形式 ：

R（０） R（１） R（２） … R（ p）
R（１） R（０） R（１） … R（ p － １）

R（２） R（１） R（０） … R（ p － ２）

   

R（ p） R（ p － １） R（ p － ２） … R（０）

１

a１

a２



ap

＝

σ２

０

０



０

（２ ．２ ．１９）

只要已知或估计出 p ＋ １ 个自相关函数值 ，即可由该方程解出 p ＋ １ 个模型参

数｛a１ ，a２ ，… ，ap ，σ２ ｝［５ ，６ ］ 。

2 ．2 ．4 　 ARMA模型谱估计及 AR参数辨识

ARMA 模型谱估计的目的是使用 N 个观测数据 x（０） ，x（１） ，… ，x（ N －
１）计算出ARMA 过程｛ x（ n）｝的功率谱密度估计值 。 显然 ，按常规方法进行谱

估计时 ，需要事先辨识出整个 ARMA 模型及激励噪声的方差 σ２ ，而 ARMA
模型的辨识涉及到 AR 阶数和 MA 阶数的确定 ，以及 AR 参数和 MA 参数的

估计 。 其中 ，MA 参数的估计需要解非线性方程 ，下面介绍 ５ 种避开这一非线

性运算 ，而只使用线性运算估计 ARMA 过程的功率谱密度的方法［ ４ ］ 。

1 ．ARMA功率谱估计的两种线性方法

由于功率谱 Sx x （ ω） ＝ Sx x （ z） z ＝ e jω ，为了方便 ，下面用 Sx x （ z）表示 ARMA
功率谱密度 。 于是功率谱密度可以写成
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