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前  言 

许多物质或材料往往兼具弹性和黏性两种不同机理的变形，综合地呈现弹性固体和

黏性流体两者的力学行为，物质 (或材料) 的这种性能称为黏弹性。随着聚合物、复合材料、

智能材料、生物体、地质材料、高温下金属以及它们的结构的日益发展与广泛应用，黏弹

性理论与应用研究日益拓展。 
黏弹性力学是连续介质力学的重要内容之一，体现力学、物理、化学和工程学科相互

渗透与交融，有新兴学科分支的特征，与先导工业、工程和高新技术有密切联系。它涉及

塑料、橡胶、树脂、油漆、玻璃、陶瓷、金属等工业材料，岩石、土壤、沥青、混凝土、石油和

矿物等地质材料，肌肉、筋腱、骨骼、血液等生物体，纺织纤维、纸浆、化妆品、油料、食品

等轻工和生活用品原料，在材料、生物、能源、海洋、宇航和地下工程中，在化工、轻纺、建

筑、机械等行业以及日用品工业中都有重要应用或广阔的应用前景，正越来越受到力学、

材料、化学和工程技术界的共同关注与重视。 
本书所述的黏弹性理论，主要研究固态材料的时间相关力学行为、本构关系和破坏过

程，研究黏弹性物体随时间变化的应力、变形和失效规律，因而也可以称为黏弹性力学。 
本书的主要内容是作者及所在研究组近 10 余年承担国家自然科学基金项目和参加

部分重要工程研究任务所取得的成果，其中许多内容已在国内外重要刊物发表，有的已在

相关技术与工程中采用。全书分为十四章。第一至八章为基础理论部分，包括黏弹性力

学行为与本构关系，线黏弹性力学问题的建立及解法，线黏弹性结构分析，黏弹性与不可

逆热力学，非线性黏弹性本构关系，黏弹塑性本构关系，黏弹性物体的能量损耗。在基础

理论的论述中，注重基本概念、基本原理和基本方法，力求学术理论的深入、创新与拓展，

如：线性和非线性黏弹性体在若干周期应变下的应力与能耗理论解，线黏弹性本构微分关

系，黏弹性轴对称问题的一般解，黏弹性结构延迟屈曲，薄板蠕变屈曲载荷-时间相关规律，
黏弹性结构的动力响应，某些非线性黏弹性本构方程等。第九至十四章着重黏弹性理论

在技术与工程中的应用，含：聚合物黏弹性，带缺陷高聚物的损伤与破坏，黏弹性橡胶与

轮胎力学，岩石黏弹性力学性能，岩石与岩体工程流变分析，某些生物固体的黏弹性问题。

这些内容体现黏弹性理论与工程技术密切相关，理论与应用各具特色，例如：高聚物黏弹

性非线性行为研究，时间-温度-应力等效原理，含缺陷聚合物的银纹扩展机理；岩石压缩
蠕变与应力松弛，岩体及结构面蠕变性能，三峡工程岩体蠕变数据处理，岩体高边坡施工

期、运行期流变分析；橡胶准静态、动态黏弹性行为及其分析，黏弹性轮胎滚动接触动力

学；骨力学性能测试与黏弹性力学行为，松质骨黏弹性分析。 
本书试图体现黏弹性理论与应用某些前沿研究水平，兼顾黏弹性力学系统与拓展，反

映部分研究新成果，加强工程技术应用。撰写中注重概念与提法正确，物理基础清晰，数

学表述准确；力求叙述严谨，逻辑性强，文字简练。全书内容基本体系为：本构关系–问题
建立与解法；专题研究；在技术与工程中的应用。在第一至三章线黏弹性力学的基础上，

第四至八章可各自成为理论专题，第九至十四章着重于黏弹性理论在技术工程中的应用，
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同样可作为专题研究的内容。这种由浅入深、逐步提高与拓展的内容体系，可以满足广大

读者的不同要求，以供各取所需。笔者于 1988 年成稿的《黏弹性力学》一书 (华中理工
大学出版社，1990，1992)，先后有许多高等学校有关教师用作研究生教材或教学参考书，
反映良好，本书第二、三、五至七章中的基础理论部分引用了该书相应的基本内容，以便

查考或用作教材，利于致趣黏弹性理论与应用的部分读者自学。 
感谢国家自然科学基金委员会研究成果专著出版基金 (10224002) 的资助，使本书得

以出版。10 多年来，国家自然科学基金委员会批准的黏弹塑性本构理论及其应用 

(1870320)、黏弹性材料的非线性力学行为及其应用 (19172027)、含缺陷流变物体的材料破
坏理论 (重点项目19632030)、承载高聚物蠕变损伤-破坏力学行为与细观机理 (10172037)、
高聚物应力银纹化的研究 (20204012)、高边坡岩体流变断裂特性研究 (59279392)、“三峡
船闸高边坡岩体分级宏观力学参数和施工监测反馈分析研究”(重大项目专题 59493600- 
III-4-3) 和骺板及牵引骺分离流变性质研究 (39170242) 等项目的资助，使我们的黏弹性理

论与应用研究得以持续进行，作者再次表示感谢。 
在笔者长期的黏弹性力学研究与教学中，承蒙许多良师益友的关怀和支持。黄克智

院士、杨桂通教授、徐秉业教授、匡震邦教授、丁皓江教授、沈亚鹏教授、刘延柱教授、程昌

钧教授、余寿文教授、白以龙院士、杜善义院士、袁龙蔚教授、黄筑平教授、杨嘉陵教授、

张文教授、傅衣铭教授以及其他同仁给予很多启示和热情帮助，笔者借此机会向他们表示

深切的敬意和感谢。美国 Rutgers大学 Yu Chen教授、G. J. Weng教授在本人 1981∼1982
作访问学者期间给予许多关照与热诚指导，美国 R. M. Christensen教授、加拿大 G. A. C. 
Graham教授、日本 S. Murakami教授和波兰 M. Zyczkowski教授等的有益讨论与文稿交
流，在美、日、德、韩、加拿大、新加坡等国以及香港、台湾地区讲学和学术交往期间有关同

仁给予的帮助，在此向他们一并表示诚挚的谢意。同时，笔者衷心感谢几十年来在华中科

技大学力学系共同完成科学研究与教学任务的同事们和同学们。 
本书完稿与出版之际，笔者深切缅怀敬爱的恩师王仁院士。 
在共同拟定详细编写大纲的基础上，本书第一至七章、§8-1和§8-2由华中科技大学

杨挺青撰写，第九、十章由湘潭大学罗文波撰写，§8-3∼§8-5和第十一章由清华大学危银
涛撰写，第十二、十三章由长江科学院徐平撰写，第十四章由河北大学刚芹果撰写。全书

由杨挺青统稿。在各章的修订稿完成以后，杨挺青、罗文波和徐平共同审阅讨论了全书内

容。 
限于作者的水平与经验，书中错漏与不当之处，恳请读者批评指正。 

 

                                                               杨挺青 

                                                2004年元月于武昌 
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第一章 绪  论 

§1-1 物质的黏弹性 

在连续体力学中，人们最早熟悉的两类简单物质或材料是弹性固体和黏性流体。弹

性固体具有确定的体积和构形，受静载作用时应力状态和变形与时间无关，外力卸除后完

全恢复原状；从能量观点来看，在弹性体变形过程中外力所做的功全部以弹性势能方式存

储，而且能在载荷卸除过程中被完全释放出来。黏性流体没有确定的构形，其形状决定于

容器，在外力作用下随时间连续地变形，产生不可逆的流动；变形运动时相邻流体层产生

内摩擦作用。 
实际上，一切固体都会或多或少地产生变形，许多乃是流动的固体。塑料、橡胶、树

脂、油漆、玻璃、陶瓷、金属等工业材料，岩石、土壤、沥青、混凝土、石油和矿物等地质材

料，肌肉、筋腱、骨骼、血液等生物体，纺织纤维、纸浆、化妆品、油料、食品等轻工和日用

品原料，在一定的条件下，往往同时具有弹性固体和黏性流体两者的特性，综合呈现弹性

和黏性两种不同机理的形变，物质的这种性质称为黏弹性[1.1~1.4]。 
黏弹性物质可分为线性和非线性两大类。若物质的力学性能表现为线弹性和理想黏

性的组合，则为线性黏弹性物质[1.1~1.4]。如果以线弹性胡克体和理想黏性牛顿流体为两端

来构成材料谱系，则介于这两者之间的均属于线黏弹性体。线性黏弹性物体在不同时刻

的应力和应变虽然各有不同，但在任一时刻其应力与应变均呈线性关系。在许多情况下，

黏弹性物体呈现非线性弹性或非牛顿流体变形，或组合地呈现非线性弹性和非牛顿流体

的特征，这种物质是非线性黏弹性体[1.3~1.7]，它的力学行为和本构关系比线黏弹性物质复

杂。若黏弹性固体受一定载荷后产生屈服、出现塑性变形，或在弹性变形过程与塑性变形

阶段均有黏性效应，物质同时呈现弹性、黏性和塑性特性的组合，则为黏弹塑性物质[1.4]。 
载荷与使役条件对于物质性状和力学行为有重要的影响。物质的黏弹性能与温度、

负荷时间、加载速率、应变幅值和其他环境因素密切相关，其中最主要的因素是时间和温

度。多数金属材料在常温和小应变时表现为弹性，但在振动问题中或高温条件下往往需

要考虑其黏弹性行为。受高速冲击的金属材料与构件可能需要采用其他的模型，如黏塑

性、弹黏塑性模型或高温高压下的流体动力模型。硬聚苯乙烯或其他塑料等许多固态聚

合物，在某些条件下或许能粗略地视为弹性体，而实际上却存在着流动性，且随着温度的

升高会加速流动，当温度较高时则熔融成为熔体或一种高黏度流体。通常，根据聚合物性

能依赖于温度和时间的特性，把非晶态聚合物分为几种力学性态，即玻璃态、黏弹态、高

弹态 (橡胶态) 和黏流态，这些性态呈现不同机理的流变行为，构成描述非晶态聚合物力学

性能的基础。由于高分子聚合物的黏弹性质特别突出，常称聚合物为黏弹性材料。事实

上，许多聚合物在一定的条件下呈现明显的黏弹性能，与其将高聚物统称为黏弹性材料，

不如将此类聚合物谓之为黏弹性状态或黏弹性聚合物更为确切。 
物质的黏弹性行为依赖于时间，且决定于应变率。时间的效应表明，材料的应变或应
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力响应决定于载荷和变形的历史与过程，所以往往说这些材料是有记忆的。弹性固体是

一个特例，它只记忆未发生形变的初始构形。 

§1-2 黏弹性力学行为 

物质黏弹性的宏观表象描述，着重于物质的力学行为与时间、速率、频率和温度的相

关性。本节简要阐述物质的黏弹性性能：准静态条件下物体的应力应变随时间而变化的

基本现象，即蠕变和应力松弛；黏弹性与加载速率有关；谐变作用时黏弹性能的频率相关

性；黏弹性行为的温度依赖性。详细的内容见后续相应的章节。 

1-2-1 蠕变和应力松弛 
在一定的载荷作用下，弹性固体的应变或应力为一定值，不随时间而变化；对于理想

黏性流体，其变形则以等应变率随时间而增加。黏弹性物质受一定应力作用时会或多或

少地继续产生变形，在一定的应变条件下应力幅值将随时间而有所减小。 
1. 蠕变 

在恒定载荷 (或应力) 作用下，应变随时间而逐渐增加的过程或现象，称为蠕变。通常，

不同的材料或某种材料在不同条件下的蠕变并不相同，聚合物尤为明显。图 1.2.1a 表示
在突加后保持恒定应力σ0作用下的一种蠕变曲线 ABC，应变 ),( tf σε = ，t表示时间。在
较低应力水平下，固体材料的应变可能达到某一稳态值。受较大载荷时或在较高温度下，

材料与结构蠕变过程呈现出瞬时蠕变 (应变率随时间增加而减小)、稳态蠕变 (应变率几乎
为一常值) 和加速蠕变 (应变率随时间迅速增加) 三个阶段，这种蠕变破坏曲线如图 1.2.1b
所示。 

 
图 1.2.1 等应力作用下的蠕变过程 

可见，为了保持构件、机械零件和制品的形状尺寸，不宜采用易产生蠕变的物质作为

材料或原料。 
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回复 若在某一时刻卸去载荷，弹性固体将恢复原样，如果不考虑惯性，则应变瞬即

回复为零。对于黏弹性材料，在 t=t1时刻除去外力 (图 1.2.1a)，则在瞬时弹性恢复 (CD) 后，

有一逐渐回复的过程 (DE)。这种蠕变回复现象，有时称为滞弹性恢复或延迟回复。留存于
物体中不可恢复的应变，由回复曲线的渐近值确定。 

材料的蠕变往往影响工程结构正常工作，乃至破坏机件的运行。例如：蒸汽透平叶片

和涡轮机叶轮的径向位移超过叶片与机壳之间的间隙而顶住；叶片根部因长期蠕变而断

裂；高温管道接头部分连接螺栓松脱；承载高聚物结构因蠕变而破坏。高温金属及其结构

蠕变力学方面的文献不胜枚举[1.8,1.9]；国际理论与应用力学联合会以往举办的 6次结构蠕
变科学研讨会及其系列出版物，都很注重材料的蠕变性能[1.10]。 

显然，蠕变过程有线性和非线性之分，采用不同模型的材料函数和本构关系表述。本

书第二至四章的相关内容中着重论述线黏弹性蠕变行为，第六、七章涉及非线性黏弹性蠕

变，在第八章以后有关章节中将结合某些材料或结构作蠕变测试与表述，进行蠕变分析。 
2. 应力松弛 

在恒定应变下应力随时间而减小的现象或过

程，称为应力松弛。图 l.2.2表示一般的应力松弛，
开始时应力较快地衰减，而后应力逐渐降低并趋

于某一恒定值。从流变机理和相关模型看，黏性流

动经过一些时间后将使应力较快地衰减至零。因

而，在一定应变条件下，应力较快地降低并最后趋

于零的物质是黏弹性流体；而经过较长的时间后

应力衰减至某一定值的物质则为黏弹性固体。 
应力松弛与蠕变现象相互对应。线黏弹性和

非线性黏弹性应力松弛行为与松弛型本构关系，

将分别在第二章和第六章具体阐述。 
由于物质及其载荷起因和形变过程不同，材

料随时间而变化的力学行为相当复杂，只用普通准静态条件下的简单蠕变和应力松弛往

往不足以表述黏弹性物质的流变过程。然而，就表观现象而言，黏弹性固体准静态形变过

程呈现的主要力学行为是：蠕变、应力松弛、瞬时弹性、滯弹性回复和永久变形。 

1-2-2 载荷速率效应 
除了蠕变、应力松弛和滞弹性现象外，加载速率效应是材料黏弹性的重要特征。为分

析材料黏弹性能与加载速率的相关性，需要研究不同应变率下的应力响应，或不同应力速

率对应变的影响。 
随着应变率的增高，一般物质的应力响应幅值有程度不同的增加，如图 1.2.3 所示。

聚合物的率敏感性通常比金属材料更为明显。现有的研究较多地涉及较低应变率下的黏

弹性力学行为，例如，图 1.2.4 为一种高密度聚乙烯 (HDPE) 在不同应变率下的应力应变

曲线，从中可见应变率对材料蠕变的影响。 
高应变率和冲击对材料的黏弹性能有很大的影响。朱兆祥等对环氧树脂、有机玻璃、

聚碳酸酯 PC、尼龙和 ABS 等的黏弹性能及其率效应进行了一系列实验研究工作[1.11]，认

 
图 l.2.2 应力松弛 
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为在准静态到一定的冲击载荷作用下，即应变率在 10−4∼103s−1的范围内，高聚物的非线性

力学行为来自弹性响应，材料速率相关的响应往往是线黏弹性的。本书在§6-6将介绍其
中一种非线性黏弹性本构关系。 

 
图 1.2.3 载荷速率效应示意图 

 
图 1.2.4 不同应变率下 HDPE的应力-应变关系 

进一步而言，加载速率影响材料强度。黏弹性材料的屈服应力幅值一般随应变率的

增高而增大，这种屈服强度的率相关问题有着重要的理论意义与应用价值[1.12]。 
通常在准静态条件下研究材料的率效应。然而，某些材料及其结构承受应变率很高

的冲击载荷，这类冲击荷载和黏弹性应力波等方面的内容，本书未予以讨论。某些基础性

内容可见[1.2] ∼ [1.4]及其中引述的文献。 

1-2-3 频率相关性能 

蠕变、应力松弛和应变率效应描述准静态载荷下一定或较长时间过程的黏弹性行为。

然而，许多黏弹性材料及其结构所受的载荷随时间而交替变化，材料由于黏滞效应而与频

率相关，产生能量耗散，这是黏弹性能的重要特征之一。 
当弹性固体受到呈正 (余) 弦波变化的应力作用时，应变与应力同相地作正 (余) 弦波

的变化 (图 1.2.5a)，此时没有能量损耗；对于理想黏性流体，从应力应变关系 εησ = 可知，

应变滞后相位 2/π ，滞后时间为 ωπ 2/ ，其中ω为频率，见图 1.2.5b。对一般线黏弹性体而
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言，谐波应力下的应变响应则介于弹性固体与黏性流体之间，若用δ 表示应变滞后相位差，
则有 2/0 πδ << ，滞后时间为 ωδ / ，如图 1.2.5c所示。 

 
图 1.2.5 交变应力作用下的应变响应 

各种轮胎和许多传动件工作运行中的发热现象，减振与隔音材料及其结构的阻尼作

用，都与材料的黏弹性能密切相关。因此，研究材料在稳态谐振条件下的黏弹性力学行为

有其理论意义与应用价值。这种稳态谐振条件下的黏弹性行为，有时习惯地称为黏弹性

动态力学性能。 
通常采用振动试验研究频率相关的黏弹性动态行为。为适应各种频率以及温度条件

而有不同的振动试验方法，它们的共同点是研究黏弹性体在交变应力或交变应变作用下

的稳态或非稳态响应，研究有关动态黏弹性能的物理量表述，常用复模量、复柔量和损耗

因子 (滞后角的正切 tanδ ) 表达，或以能量耗散及其有关参量来描述。 
值得注意的是，复模量、复柔量和损耗因子与频率和物性密切相关且受温度影响，而

与时间及应力或应变幅值无关，将在§2-5和第八章中详细论述。涉及与应力或应变幅值
有关的一些问题，在第九章末及第十一章中有所提及。 

1-2-4 温度依赖性 
物质的黏弹性力学性能显著地依赖于温度，因而有时需要研究变温黏弹性问

题 [1.3, 1.13]。常温下蠕变不明显的材料，在较高温度时产生显著的变形或流动。温度变化

很大甚至会改变物质的力学性态，物质呈固体、熔体或流体，随温度而定。 
在一定的温度条件下，黏弹性行为的时间相关性相应于物质内部存在一种特征时间。

聚合物的特征时间受温度、压力、溶剂浓度等许多因素的影响，其中温度影响最为突出。

通常在一定的温度范围内，温度升高会加速蠕变和应力松弛的进程，即提高温度与延长时

间有一定的等效性。人们首先在聚合物中发现了一类热流变简单材料，建立了时间-温度
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等效原理，得到考虑温度的WLF方程[1.7]。依据此原理，可以将不同温度下的蠕变曲线移

位成某一参考温度下的主曲线，从而可以通过较高温度的短期蠕变或应力松弛行为来预

测较低温度下较长期的蠕变行为或应力松弛过程。 

测定材料在一定温度范围内动态力学性能的变化，常称为动态力学热分析，是研究聚

合物及其复合材料黏弹性能的重要技术与方法[1.14]。目前有的动态力学热分析仪能兼测

材料的蠕变、应力松弛等准静态黏弹性能。 
研究特征时间变化往往采用材料黏度的自由体积理论。值得注意的是，受载应力值

也对材料特征时间产生影响，提高应力水平与升高温度对材料特征时间的影响相似，有一

定的等效性。依自由体积理论，可导出温度-应力移位因子表达式，提出一种时间-温度-
应力等效原理。应用此原理，可以将不同温度和各种应力水平下的蠕变曲线移位成某一

参考温度和参考应力水平下的主曲线，从而可通过较高温度与应力时的短期蠕变行为预

测较低温度和应力水平下较长期的蠕变行为，这对研究黏弹性材料及其结构的力学行为

与寿命预估都有实际应用价值，将在§9-4专题论述。 
由试验观测所得的材料力学行为与现象，应该用相应的物理概念及相关的数学形式

来描述。各种物质的黏弹性行为及材料各物理量之间的关系最终都要通过试验来确定或

验证。 

§1-3 黏弹性本构关系 

连续介质力学的重要内容之一是研究物质的物理性态及其力学行为，探求物质性能

的本构描述[1.15~1.17]。为确定黏弹性体在外部因素作用下的内力状态与变形规律，像连续

体力学其他分支一样，除考虑一般物质变形与运动必须遵循的质量守恒、动量平衡、动量

矩平衡和能量守恒等基本原理和变形几何条件以外，需要给定物体的黏弹性本构关系。 
物质本构关系是在材料试验与工程实践大量经验事实的基础上，将物质的力学与相

关热电行为过程加以抽象化和公理化的数学表达。本构关系是描述物质宏观性质的数学

模型，具体地说，通常是描述物质的应力-应变-时间-温度-电磁性等相互关系的方程式，因
而又称之为材料本构方程。 

为了研究线性黏弹性物体的本构关系，采用各种不同的途径与方法。例如：为了便于

理解，可以从简化的机械模型出发，抽象地组合体现物质的时间相关性行为，从而表征应

力-应变-时间关系的微分型本构方程；通过 Boltzmann 的线性叠加原理，通过遗传积分表
述积分型线黏弹性本构关系；以不可逆热力学为基础，通过物质的热力学分析和内变量理

论，经一定的物理假定和数学推演得出材料各物理量之间的微分方程组；从一般公理化原

理出发的理性力学方法，得到黏弹性物质的各种本构关系；等等。 
黏弹性物质及其本构关系的研究与近代连续介质力学的研究与发展有紧密的联系。

近代连续介质力学按照较完备的公理体系对于各类物质探求物质客观性 (空间参考标架
无差异性)、物质对称性，以及热力学第二定律对本构方程的限制。按照这种公理化的方
法[1.15,1.16]，在热力过程中，考虑诸如应力、热矢量、内能和熵的本构函数，现时刻 t的本构
函数值取决于物体所有质点 X 的运动历程 ),( ζXx 和温度历史 ，),( ζθ X −∞＜ζ≤t。例如，
Cauchy应力一般地写作： 
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],),,(),,([),( tt XXXxXσ ζθζ=    −∞＜ζ≤t 

式中 ][ 为张量值泛函。 

讨论简单物质的一般率型热力本构关系时，通常将现时刻 t的应力张量、热量矢量、
内能密度和熵密度分别表示为变形、变形率、温度和位置历史的泛函。例如，应力 ),( tXσ 为

依赖于 t时刻以前所有时刻的变形 C、变形率C 、温度θ 和位置 X 的函数，表达为 

]),(),(),([),( XCCXσ ζθζζ −−−ℜ= tttt    −∞＜ζ≤t 

式中ℜ为决定于物性的一种本构泛函。类似地可表述热矢量、内能密度和熵密度的本构

泛函。 
考虑简单物质的纯力学效应，现时刻 t的某种应力张量 S由物性和应变 E的历史所

决定： 

]),(),([)( XEES ζζ −−ℑ= ttt    −∞＜ζ≤t 

这就是具有记忆的简单物质用应变表达应力的一般本构框架，ℑ为决定于具体物性的一

种本构函数，它将一个应力过程 )(ζS 与应变历史 )(ζE 及应变率历史 )(ζE 联系起来。然

后再依据有关公理对本构关系进行讨论，可逐步决定和完善某种材料松弛型本构关系的

具体数学形式。类似地，可以将应变表达为依赖于现时应力及应力状态历程的本构框架，

研究蠕变型本构关系的表述，进而讨论确定材料的蠕变型本构方程。 
黏弹性物质的力学行为及其记忆性能，体现为任一时刻的应力 (应变) 决定于此前变

形 (应力) 的历史及本构泛函的数学表达。各种黏弹性本构关系的数学框架只在反映普遍

原理并符合客观物质实际时，才能更好地描述材料的力学行为。事实上，表征黏弹性材料

常数和材料函数通常都是由实验决定的；有时采用一定形式的本构方程来求解某些黏弹

性边值问题，最后也要经过相应的模型实验来判断所采用物性方程的正确程度。这在非

线性黏弹性问题的研究中尤为突出。 
本书在第二、第五章中将较系统地论述线黏弹性本构关系理论及其各种微分型和积

分型的本构方程。关于非线性黏弹性本构关系，可以由推广线黏弹性或采用叠加非线性

效应的方法，也可以按照近代连续体力学公理化的方法，本书第六章中将分别阐述相关的

具体内容。 
值得注意的是，本构关系有许多不同的形式，重要的在于确定本构方程中刻画物性的

相应材料函数和材料常数。为了尽可能确定恰切的材料函数和参数，除了实验室研究以

外，工程中还采用现场测试以及黏弹性参数反分析方法，如岩石与岩体黏弹性能分析与材

料参数的取值，在第十二章有较详细的论述。 

§1-4 黏弹性力学 

1-4-1 黏弹性力学 
黏弹性力学又称黏弹性理论，研究物质或材料的时间相关力学行为、本构关系和破坏

过程，研究黏弹性物体与结构在外部作用下随时间变化的应力、变形和失效规律。黏弹性
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理论是连续介质力学的基本内容，同时又是连续体力学的重要分支。因而，黏弹性力学体

现力学、现代数学、物理、化学、材料科学和工程学科的相互渗透与交融，有新兴学科分支

的特征，且与先导工业和高新技术有着密切的联系。 
黏弹性力学包含两方面基本内容：一是物质的黏弹性能描述与本构关系；一是黏弹性

物体边值问题的建立及其求解。黏弹性理论着重从宏观唯象的观点讨论物质的黏弹性能，

表述黏弹性物体的力学行为与本构方程，有关材料组分与分子结构、微观机理等方面的内

容一般不予讨论。研究黏弹性固体随时间变化的性能，一般讨论蠕变、应力松弛、等应变

率或等应力率作用下的响应。载荷时间相关的动态力学行为方面有各种振动试验和冲击

试验。振动试验可以考察材料黏弹性能对载荷频率的依赖关系，也能作为研究聚合物分

子运动的手段。黏弹性能随温度而变化的试验具有重要意义。在论述材料黏弹性力学行

为与本构关系的基础上，对黏弹性物体进行应力分析和变形计算，研究黏弹性力学问题的

处理方法，是黏弹性理论与应用的重要内容。线黏弹性边值问题求解的基本步骤往往与

弹性力学相仿，乃至有的条件下可以直接应用弹性力学解的形式，经过某些积分变换便得

到黏弹性问题的解答；对于不便和不能利用弹性解的情况，将根据具体问题的特点采用相

应的处理方法。实验研究在黏弹性力学中特别重要，通过实验研究确定材料函数与验证

理论，调解工程设计与流变理论的某些矛盾，解决工程实际问题，推动着黏弹性理论与应

用研究不断地向前发展。 
回顾黏弹性力学的产生与发展可以看出，黏弹性理论在生产、技术与工程中不断发展

和逐步完善，与近代连续介质力学研究的深入拓展密不可分。早在 19 世纪中叶，人们就
发现经典理论未予阐明的力学性态。例如：Weber (1835) 研究抽丝时发现弹性后效现象；

Kelvin (1865) 发现金属锌具有黏性；Maxwell[1.18]进一步认为所有物体都有黏性，提出应力

松弛时间的概念。Maxwell、Meyer (1874) 和 Boltzmann[1.19]建立线黏弹性理论雏形后，有

几十年没有得到应有的重视。由于高分子材料的出现和塑料工业的兴起，Volterra[1.20]关于

各向异性固体黏弹性数学理论的研究与发展，20 世纪初叶又逐渐激起人们研究黏弹性的
兴趣。聚合物、橡胶、生物体、复合材料、智能材料、高温金属及其结构 (如喷气发动机、
蜗轮透平、航天装置和核动力设备等) 的日益发展与广泛使用，促进黏弹性理论及其应用

研究不断深入。当今，线黏弹性理论已相当完整，并逐步在工程技术中得到广泛应

用 [1.4~1.12]。20 世纪中叶，在线黏弹性理论迅速发展和日益完善的同时，非线性黏弹性理
论得到较快发展。例如：Leaderman (1943) 在广泛研究纺织纤维蠕变和回复的基础上发现

小应变时也产生非线性黏弹行为；Reiner (1945) 对黏弹性流体的研究，促进了流变学发展；

Oldroyd[1.21]论述本构方程应满足标架无关性原理，发展了非线性记忆理论；Trusdell和Noll
用公理化体系建立物质的数学模型，概括与论述一般本构理论，将有记忆非线性简单材料

的应力张量表示为位移梯度的泛函，导出了松弛型本构关系，类似地给出蠕变型本构描

述；Green和 Revlin研究非线性应力本构的数学结构，采用多重积分型的非线性黏弹性本
构表达[1.22,1.23]；Coleman和 Noll[1.24]提出的有限线性黏弹性理论在积分型本构关系发展中

起着重要的作用；Pipkin (1964)、Lockett (1965)、Findley (1965) 给出了若干具体的非线性

黏弹本构关系；等等。此后，Lockett[1.5]采用连续体力学的描述方法，简明地分析各种非线

性理论，阐述了许多方面的试验研究方案；Findley 等[1.6]在系统介绍线黏弹性理论的基础

上，相当系统地论述了非线性黏弹体的蠕变和应力松弛。 
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值得指出的是，作为流变学的重要内容，黏弹性理论在流变学中有着特殊的意

义 [1.25, 1.26]。我国在黏弹性理论与应用研究的部分成果，可参见[1.8] ∼ [1.14]，[1.25] ∼ [1.29]，
[1.31] ∼ [1.35]及其中所引注的相应文献。 

基本假设 研究固态物质的黏弹性，通常采用连续性、均匀性和各向同性等基本假

设，多限于小应变的情形。一般认为材料处于自然状态，即在外界因素作用之前，没有初

应力和变形。由于通常从时间为零起考虑黏弹性受外部作用，因而常把 t=0
−
的应力和应

变均认作为零。此外，在本构关系研究中，一般未考虑材料老化的因素与影响。 

1-4-2 本书内容概要 

1. 基本内容 
本书基本内容体系为：黏弹性本构关系-黏弹体力学问题的建立与解法；黏弹性专题；

黏弹性理论在工程技术中的应用。第一至五章为线黏弹性力学。第四至第八各章均可各

自独立为专题，便于适应不同读者的需要。这些专题是：线黏弹性结构分析，黏弹性与不

可逆热力学，非线性黏弹本构方程，黏弹塑性本构关系，黏弹体的能量损耗。第一作者于

1988 年以前成稿的《黏弹性力学》一书 (华中理工大学出版社，1990)，先后有许多高等学
校相关教师采用作为研究生教材或教学参考书，反应良好，本书第二、三、五至七章中的

基础理论部分引用该书相应的基本内容。本书第九至十四章分别结合聚合物、橡胶、岩石

和生物体的研究成果阐述黏弹性理论与应用，注重黏弹性理论与固体力学、损伤理论和断

裂力学等分支学科结合，并与材料科学及工程技术学科相互渗透与交融。同时，第九至十

四章结合聚合物、橡胶、岩石和生物体的内容同样可作为独立专题，供相关专业的读者参

考。 
本书基本理论与基础内容，着重于黏弹性物质力学行为、本构关系和黏弹性结构分

析。 
高聚物、塑料、橡胶、岩石、筋腱、骨骼等许多非金属材料的黏弹性研究有很大的发展，

本书各相应章节注重这些材料时间相关力学行为的论述，突出实验内容特别是作者的研

究结果。例如：高密度聚乙烯 (HDPE)、聚丙烯 (PP) 的率效应、应变历史相关性；PP和 HDPE
的非线性蠕变行为；线黏弹性本构微分关系；若干等效原理；聚合物蠕变银纹、损伤演化

与裂尖银纹生长；带缺陷 (孔洞、裂纹) ABS 形变过程的温度场；HDPE 薄板的延迟屈曲；
岩石压缩蠕变与应力松弛，岩体及结构面剪切蠕变，工程岩石与岩体蠕变参数处理；软组

织黏弹性本构方程的修正，松质骨黏弹性试验与理论分析。黏弹性理论一般从宏观唯象

的观点讨论材料性能与本构关系，不涉及材料分子结构、微观机理与材料组分等方面内

容。本书在聚合物的有关章节中，研究受载高聚物变形和破坏过程中的细观损伤演化，进

行细微观试验分析，宏细微观相结合地探讨裂尖银纹的生长演化及断裂规律，探求高聚物

时间相关的力学行为及其细观机理。许多材料可能是黏塑性、弹黏塑性乃至是黏弹塑性

体，综合体现固体的流变特征。因此本书在相应章节中阐述有关黏弹塑性研究成果，以拓

展和丰富黏弹性材料力学的内容。 
黏弹体是耗散物质，本书对能量损耗、温度转化等问题进行了一系列的论述与探讨。

例如：给出 Maxwell 体在矩形脉动周期应变下应力与能耗的完全解，比 Flügge[1.2]给出的

定点解有所进步；导出线黏弹体在三角形周期应变下的应力与能耗的解析公式，解决了一
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些国际著名流变学家于当时 (1980 年) 认为“不能得到解析表达”的难题；对一种非线性

黏弹体导出周期应变下应力与能耗的理论解，纠正了 J. Appl. Mech. 刊载论文中应力与能
耗算式的错漏；给出较一般非谐变循环下的应力与能耗算式；研究颗粒增强橡胶复合材料

动态力学性能和生热预报，黏弹性纤维复合材料有效阻尼矩阵与能耗；分析某些聚合物的

形变热效应、热耗散与温度场；等等。 
黏弹性结构分析是黏弹性力学的基本内容，从中阐述黏弹性理论与方法。在第四章

的结构分析中，用黏弹性工程梁的解表述 Timoshenko 梁的有关解答，研究黏弹性薄板准
静态弯曲、黏弹性圆板大挠度弯曲和黏弹性基支黏弹薄板的动力响应，论述黏弹性薄板蠕

变与延迟屈曲。在工程结构计算方面，进行了三峡工程永久船闸高边坡流变分析，三峡工

程地下厂房围岩稳定性黏弹性分析，黏弹性轮胎滚动接触动力分析，高密度聚乙烯板材焊

接储液罐蠕变分析，等等。 
2. 在工程技术中的应用 

结合作者的工作成果，本书以国际国内相当重视的高聚物、岩石与岩体、橡胶与轮胎

和一些生物体为例，说明黏弹性理论与应用研究体现固体力学、材料科学与工程技术的紧

密结合，在工程技术中有重要的应用价值和广阔的应用前景。 
材料是国民经济和社会发展的基础与支柱。新型材料研制、通用材料工程化与工程

材料高性能化是当今的研究热点。变形与破坏规律以及结构与性能的关系是材料、化学

和力学工作者共同关注的重要问题。黏弹性高聚物及其复合材料正越来越广泛应用于机

械、化工、建筑、交通、信息及航空航天等领域，由于实现材料强韧化的要求迫切，这类材

料及其结构的强度、刚度和稳定性研究非常重要[1.31, 1.32]。在第九、十两章中阐述的聚合物

黏弹性行为和含缺陷聚合物损伤与破坏，都是聚合物流变学的基础内容。填充橡胶广泛

应用于汽车、航天器等工程结构。一部普通汽车中使用的橡胶件达 100多种，含轮胎、橡
胶衬套、减振器等关键部件。橡胶构件的黏弹性力学行为影响汽车的操纵稳定性、振动、

噪音和冲击，关系到节能与安全性能。对橡胶增强机理和黏弹性能的深刻理解，将为橡

胶材料及橡胶制品的设计与分析提供科学的依据[1.32]。第十一章有关黏弹性橡胶与轮胎

的论述，探讨建立黏弹性橡胶与轮胎力学若干基本内容，属于黏弹性理论在技术与工程中

的重要应用。 
岩石与岩体的黏弹性能有其特殊的重要性。作为建筑物基础、边坡及围岩介质，岩石

与岩体性能直接关系到结构与建筑物的安全。工程实践与研究表明，许多岩石工程的破

坏与失稳，不是在开挖形成以后立即发生，岩体的应力和变形随时间变化和不断地调整，

变形趋于稳定往往需延续一段较长时期[1.33, 1.34]。由于坝基、边坡、地下洞室工程中出现各

种与时间相关的现象或问题，在三峡等重大工程、石油二次开采、核废料储存以及西部大

开发中，岩石与岩体的黏弹性及工程流变分析越来越受到岩石力学、工程地质和工程技术

界的普遍重视。本书第十二、十三章特别论述岩石压缩蠕变与应力松弛，岩体及其结构剪

切蠕变性能，岩石工程流变分析，三峡工程永久船闸高边坡和地下厂房围岩稳定性黏弹性

分析。他们都是岩石工程流变学的重要内容。 
生物医学的许多论著涉及黏弹性与固体流变性内容[1.35, 1.36]。冯元桢指出，几乎所有

的生物固体都是黏弹性体，只不过有的弹性较强，有的黏性较强，在程度上有所差别。生

命与未来需要生物流变力学，各种生物体或人工制作器官的研究，往往应用黏弹性和黏弹
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塑性理论。作为生物固体流变学的一些基本内容，本书最后一章介绍若干生物固体的黏

弹性分析。 
十多年来黏弹性力学研究有相当大的发展。黏弹性理论研究不断深入，涉及的材料、

结构及其工程应用范围都在不断地拓宽。21 世纪的材料、能源、交通、生命与信息科学、
相关先导工业与工程的需求以及国防军工的发展，必将促使黏弹性理论有更大的研究进

展和更广阔的应用前景。 
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第二章 线黏弹性本构关系 
线黏弹性物质的应力-应变-时间关系，主要有微分型和积分型两大类。材料的黏弹性

力学行为通过时间相关的材料函数表达，考虑交变载荷作用的黏弹性性能，采用频率相关

的复函数。本章阐述线黏弹性力学性能的模型表达、历程效应叠加原理和材料函数，论述

一维微分型和积分型的本构关系，分析频率相关的材料复值函数，讨论各种材料函数之间

的相互关系，介绍三维线黏弹性微分型与积分型的本构方程。 

§2-1 黏弹性模型表述 

微分型本构关系在黏弹性理论的早期发展中广泛应用，在求解某些问题时比较方便。

这种应力应变关系的数学表述直接与力学模型相联系[2.1~2.3]。 

2-1-1 两基本模型 
1. 基本元件 

物质的线黏弹性质介于线弹性与理想黏性之间，因而可以用模型来表示和描述。这

些力学模型由离散的弹性元件与黏性元件，即弹簧和阻尼器以不同方式组合而成。 
弹性元件用弹簧表示，如图 2.1.1a，服从胡克

定律 
εσ E=              (2.1.1a) 

或 
γτ G=              (2.1.1b) 

式中，σ 、τ 、ε 和 γ 分别为正应力、剪应力、正应

变和剪应变；E、G 分别为拉压弹性模量和剪切弹
性模量，均为常数。弹簧的这种应力应变比例关系不随时间而发生变化，呈现瞬时的弹性

变形和瞬时回复。 
黏性元件即阻尼器，有时称为黏壶，如图 2.1.1b，服从牛顿黏性定律： 

γητ �1=                            (2.1.2a) 
或 

εησ �=                            (2.1.2b) 

式中 η或 1η 为黏性系数； td/dεε =� 为应变率。阻尼器的流变特性可用等应力和等应变

作用下的准静态响应来说明。这里说的准静态是指突然施加于物体的载荷速率不激起动

力响应。 
在突加后保持恒定的应力 )(0 tHσσ = 作用下，应变响应为 ησε /0t= ，即呈稳态流动。

其中 H(t)为 Heaviside函数，又称单位阶跃函数，定义为 

 
图 2.1.1 弹性元件与黏性元件 
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应该指出的是，关于 H(t)在 t＝0时的取值，有时需根据具体问题的物理意义决定。 
在阶跃应变 )()( 0 tHt εε = 的作用下，由式  (2.1.2a) 得应力响应为 )()( 0 tt δηεσ = ，式中

)(tδ 为单位脉冲函数，它满足两个条件： 
0)( =tδ                  0≠t  

∫∫ −

∞

∞−
==

∈

∈
δδ 1d)(d)( tttt     0>∈  

有时表示为δ (0) →∞。因此，阻尼器受阶跃应变作用时，应力为无限大脉冲而后又瞬即为
零。由于不可能产生数值为无限大的力，因而不可能瞬时地对黏性元件实际施加有限应

变。 
弹性与黏性两基本元件可组成不同的黏弹性材料模型。最简单的两基本模型设想由

一个弹簧和一个阻尼器串联或并联而成，这就是 Maxwell 模型和 Kelvin 模型，如图 2.1.2
所示。 
2. Maxwell模型 

Maxwell模型由弹性元件和黏性元件串联而成 (图 2.1.2a)。设在应力 )(tσ 作用下，弹

簧和阻尼器的应变分别为 1ε 和 2ε ，假定模型
的总应变为 

21 εεε +=  
利用式 (2.1.1a) 及 (2.1.2b)，得 

η
σσε +=

E
��          (2.1.3a) 

或写作 
εσσ �� 11 qp =+        (2.1.3b) 

式中，模型参数 Ep η=1 和 η=1q 表示材料

物性常数。式 (2.1.3b) 为 Maxwell模型的应
力应变时间关系式，即 Maxwell体微分型本构方程。必须指出的是，根据模型总位移为弹
性元件位移和阻尼器位移之和，同样得到式 (2.1.3b) 的本构方程，只不过其中的待定材料

参数略有差别。 
如果材料常数为已知，则可用式 (2.1.3a) 或 (2.1.3b) 来分析蠕变、回复以及应力松弛

的过程与现象。 
蠕变 在阶跃应力 0σ 作用下，Maxwell 模型总应变为弹簧应变和阻尼器应变之和，

即 

t
E

t
η
σσε 00)( +=                           (2.1.4) 

此式可由微分方程 (2.1.3a) 导出。将 t＞0时的 0=σ� 代入式 (2.1.3a) 后积分，得ε(t)=σ0t/η+C，
式中 C为积分常数。由 t=0+瞬时弹性的初始条件 E0)0( σε =+ ，求得 EC 0σ= 。 

于是，在突加恒应力 0σ 作用下 Maxwell 模型的应变-时间关系为式  (2.1.4)，它说明
Maxwell体有瞬时弹性变形后，应变随时间呈线性增加，如图 2.1.3a所示。在一定的应力
作用下，材料可以产生渐进且不断增大的变形，这是流体的特征。因此，常把 Maxwell 模
型表征的材料称为 Maxwell流体。 

 
图 2.1.2 Maxwell模型和 Kelvin模型 

t≥0
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回复 若在 1tt = 时刻卸除外力，则原有 0σ 作用下的稳态流动终止，弹性变形部分立
即消失，即瞬时弹性回复为 E0σ ，余留在材料中的永久变形为 ησ )( 010 tt − ，图 2.1.3a。 

应力松弛 在 )()( 0 tHt εε = 作用下，t＞0时
0=ε� ，因而式 (2.1.3a) 变为齐次常微分方程，它

的解是 1/ ptCe−=σ 。由初始条件 t＝ 0，

0)0( εσ E=+ 求出 C后，得应力为 

1/
0

pteE −= εσ          (2.1.5) 

式中，p1=η /E。式 (2.1.5) 描述 Maxwell模型的
应力松弛过程，如图 2.1.3b所示：突加应变便有
瞬时应力响应值 0εE ；在恒应变 0ε 作用下，应力
不断减小；随着时间无限增加，应力逐渐衰减到

零。这一松弛过程的应力变化率为 

1/

1

)0( pte
p

−−=
σσ�        (2.1.6) 

显然，应力松弛开始时的变化率 (绝对值) 最大，

即 t=0+时刻有 1/)0()0( pσσ −=� 。如果应力按照

这 一 比 率 随 时 间 而 变 化 ，则 表 示 为

1/)0()0()( ptt σσσ −= ，即图2.1.3b中的直线，当

1pt = 时应力为零。将这一特征时间记作：

Ep /1R ητ == ，称为 Maxwell体的松弛时间。由
式 (2.1.5) 可见， Rτ=t 时， )0(37.0 σσ = ，也就是

说，保持应变值 0ε 到时刻 Rτ ，大部分的初始应
力已经衰减，因而 Rτ 为描述应力松弛的特征时
间。显然，松弛时间由材料性质决定：黏度愈小，

松弛时间愈短；高黏度流变体有较长的松弛时

间；而弹性固体 ( ∞→η ) 则不呈现应力松弛现象。 
3. Kelvin模型 

Kelvin 模型由弹簧和阻尼器并联而成，也称 Kelvin-Voigt 模型，图 2.1.2b。两个元件
的应变都等于模型的总应变，而模型的总应力为两元件应力之和，即 21 σσσ += 。考虑式 

(2.1.1) 和 (2.1.2)，得 Kelvin模型的本构方程： 
εηεσ �+= E                            (2.1.7a) 

或 
εεσ �10 qq +=                           (2.1.7b) 

式中模型参数 Eq =0 ， η=1q 。式 (2.1.7) 体现的黏弹性能如下所述。 
蠕变 在恒定应力 0σ 作用下，由微分方程 (2.1.7a) 得 

ECet t /)( 0
/ d σε τ += −                        (2.1.8) 

式中， E/d ητ = 。蠕变的初始条件为 t ＝0， 0)0( =ε 。理由是，如果 )0( +ε 为某一定值，则

 
图 2.1.3 Maxwell体蠕变和应力松弛 
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由于 0)0( =−ε 而在 t＝0时刻有 ∞→ε� ，这是式 (2.1.7) 所不能容许的，因而应有 0)0( =+ε 。

由式 (2.1.8) 求得积分常数 EC /0σ−= ，于是，Kelvin模型的蠕变表达式为： 

)1()( d/0 τσε te
E

t −−=                        (2.1.9) 

可见，应变随时间增长而逐渐增加，当 ∞→t 时， E/0σε → ，像一种弹性固体。因此，有时

将 Kelvin模型所代表的材料称为 Kelvin固体。
但是，Kelvin 固体没有瞬时弹性，而是按照

ησε τ /)( d/
0

tet −=� 的变化率发生形变，应变随时

间逐渐趋于其渐近值 E/0σ 。初始的应变率为

ησε /)0( 0=� ，如果按此应变率发生变形，如图

2.1.4 中 OR 所示，当 Et /d ητ == 时，应变即达

到 E/0σ 。因此，通常称 E/d ητ = 为 Kelvin 体
的延滞时间或延迟时间。 

回复 式  (2.1.9) 给出应力 0σ 作用下任一
时刻t的应变值。当 1tt = 时，有 

)1()( d1 /0 τσε te
E

t −−=          (a) 

若在 1tt = 时刻卸除 0σ ，则应变自式 (a) 所示的

数值开始恢复。当 t≥t1 时，由式  (2.1.7a) 可得到描述 Kelvin 模型回复过程的方程为
0=+ εηε �E ，它的解是 

d/
1)( τε teCt −=   t≥t1                         (b) 

考虑回复初始条件式 (a)，利用 1tt = 时的应变连续条件，有 

)1( d1d1 /0/
1

ττ σ tt e
E

eC −− −=  

由此求出 C1再代回式 (b)，便得到回复过程的应变-时间关系： 

dd1 //0 )1()( ττσε tt ee
E

t −−=                    (2.1.10) 

式 (2.1.10) 描述的是 1tt = 时刻卸除 0σ 后 t≥t1的回复过程。显然，当 ∞→t 时有 0→ε ，体

现出弹性固体的特征，只不过在这里是一种滞弹性回复。实际上，式 (2.1.10) 表述在应力

)()()( 100 ttHtHt −−= σσσ 作用下的应变，可以由不同时刻开始的两个蠕变过程叠加而得，

即在式 (2.1.9) 表示的蠕变方程中，叠加一个 t1 时刻作用应力为 )( 10 ttH −−σ 所产生的蠕

变。后者根据式 (2.1.9) 表示为 

)1()( d1 /)(0 τσε tte
E

t −−−
−

=                        (c) 

将式 (c) 和式 (2.1.9) 相加，便得到回复过程的应变-时间关系式 (2.1.10)。 
值得注意的是，上述分析中虽然 1tt > 时应力为零，但材料中的应变并不为零，它与时

间有关而且依赖于加载历程，这说明材料是有记忆的。此外，我们采用式 (2.1.9) 表示出式 

(c)，说明像材料性质这些客观的物理量不因观察者或所用的时钟不同而改变，这是采用了
连续体力学本构理论中的公理。 

 
图 2.1.4 Kelvin模型的蠕变与回复 
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应力松弛 Kelvin-Voigt 模型不能体现应力松弛过程，因为阻尼器发生变形需要时
间，要有应变率 ε�，才有应力σ ，所以，当应变维持常量 0ε 时，阻尼器不受力，全部应力由
弹簧承受， 0εσ E= 。另一方面，作用阶跃应变 )(0 tHε ，则 )()( 0 tt δεε =� ，由应力应变关系式 

(2.1.7)，可得 
)()()( 00 ttHEt δηεεσ +=                       (2.1.11) 

其中右端第一项表示弹簧所受的应力，第二项则表示 0=t 时有无限大的应力脉冲。因而

0=t 时突加应变 0ε ，对 Kelvin模型来说是没有意义的。 
由此可知：Maxwell和 Kelvin两模型都是最简单的两参量黏弹性模型；Maxwell模型

能呈现应力松弛现象，但不便表示蠕变，只有稳态的流动；Kelvin模型可以体现蠕变过程，
却不能表示应力松弛。同时，两基本模型反映的应力松弛或蠕变过程都只有一个含时间

的指数函数，不便表述聚合物等材料较为复杂的流变过程。因此，为了更好地描述实际材

料的黏弹性行为，常用更多基本元件组合而成的其他模型。 

2-1-2 三参量固体 

三参量固体又称为标准线性固体，它可以由一个Kelvin模型和一个弹簧串联而成，如
图 2.1.5 所示；也可由一个弹簧和一个 Maxwell 模型并联而成。这里以前者为例。显然，
模型的应力σ 和应变 ε可用元件参量表示为： 

22

1111

21

εσ
εηεσ

εεε

E
E

=
+=

+=
�        (2.1.12) 

下面采用 Laplace变换与逆变换来推导
三参量固体模型的本构关系。用 s表示变换
参量，函数 )(tf 的 Laplace变换定义为 [2.4] 

∫
∞+ −=

0
d)()( tetfsf st  

或记作ℒ [f (t)]。函数导数的 Laplace变换公式由定义可得，例如： 

)(sε� = ℒ [ )(tε� ]= )0()( εε −ss  

根据材料处于自然状态的假设，在本书中有关函数及其导数在 t＜0时均为零。因此，
令 0)0()0( =≡ −εε ， 0)0( =−ε� ，则有 )()( sss εε =� ， )()( 2 sss εε =�� ，等。 

对式 (2.1.12) 作 Laplace变换，得 

22

111

21

)(
εσ

εησ
εεε

E
sE

=
+=

+=
                        (2.1.13) 

将其中后两式求得的 1ε 和 2ε 代入第一式，然后作逆变换，得到 
σησεηε �� 121221 )( ++=+ EEEEE                   (2.1.14) 

写作标准形式 
εεσσ �� 101 qqp +=+       011 qpq >                 (2.1.15) 

即三参量固体的本构方程。式中模型参数为： 

 
图 2.1.5 三参量固体模型 
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且由此关系式，必有 011 qpq > 。 

为了讨论模型的蠕变行为，考虑应力 )()( 0 tHt σσ = 作用下的响应。将 ss /)( 0σσ = 和

0)()( σσσ == sss� 代入式 (2.1.15) 的 Laplace变换方程，有 
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其中把有理分式化为简分式，为的是便于查表进行 Laplace逆变换[2.4]。记 110 1 τ≡qq ，将

)(sε 进行反变换，得到 

[ ] ⎥
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⎣

⎡
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0 ττττ στσε tttt e
q
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t         (2.1.17) 

或 

)1()( 1/

1

0

2

0 τσσε te
EE

t −−+=                       (2.1.18) 

式中，τ1 = q1/q0 = η1/E1即延迟时间。由式 (2.1.18) 

可见，三参量固体具有瞬时弹性和稳态的渐近值： 

2

0)0(
E
σε =+          (2.1.19a) 

∞

=
+

=∞
EEE

EE 0
0

21

21 )()( σσε     (2.1.19b) 

三参量固体的蠕变表达式 (2.1.18) 如图 2.1.6
所示，实际上是由弹簧和 Kelvin 模型的应变相加
而得。 

在 1tt = 时刻作用一个应力 )( 10 ttH −−σ ，则它

所产生的应变响应为 

11 /)(

1

00)( τσσε tte
EE

t −−

∞

+
−

=′  

因此，在 1tt = 时刻卸除应力后，回复过程的应变为 

[ ]111 //)(

1

0r )()()( ττσεεε ttt ee
E

ttt −−− −=′+=               (2.1.20) 

值得注意的是，式 (2.1.20) 与描述 Kelvin 体回复过程的式 (2.1.10) 相同，这是因为弹

簧E2的瞬时应变消失以后，三参量固体模型已等效于Kelvin模型；当 1tt > 时，式 (2.1.20) 表

示的回复过程与式 (2.1.10) 一样。 
为了分析应力松弛现象，将 )()( 0 tHt εε = 代入式 (2.1.15) 并进行 Laplace变换，有 
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逆变换后，整理得 

 
图 2.1.6 三参量固体的蠕变与回复 


