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前 　 　 言

模糊多准则决策是近年来国际运筹学界极其活跃的研究领域

之一 ，也是模糊集理论诞生以来应用最为成功的领域之一 ．模糊多

准则决策涉及的范围十分广泛 ，各国学者在这一领域已经取得了

大量的研究成果 ，但也存在着不少相互矛盾的结论和某些悬而未

决的问题 ．因此 ，有必要对国际学术界在该领域的研究现状和发展

趋势作出系统性的总结和分析 ．
迄今为止 ，国内外还没有一部对模糊多准则决策问题进行综

合性研究的学术专著问世 ．虽然许多关于模糊数学的书籍都或多

或少地介绍了模糊多准则决策的基本原理与方法 ，但由于各自的

研究目的和撰写角度不同 ，现有教材和著作对模糊多准则决策的

理论和方法都涉入不深 ．
作者自 １９８６ 年以来 ，一直从事模糊决策的理论和应用研究 ．

本书是作者在美国堪萨斯州立大学学习和工作的 １０ 年间以及归

国后 ３ 年来关于模糊多准则决策研究的系统总结 ．书中介绍了国

际学术界在这一领域的最新研究成果 ，并对各种观点和方法进行

了深入的比较和分析 ．希望它对推动我国模糊多准则决策的研究

能有所帮助 ．
全书共分八章 ．除第一章绪言和第二章模糊决策基础外 ，后面

的六章分别对模糊集的比较与排序 、模糊多属性决策 、模糊多属性

群决策 、模糊多目标决策 、模糊系统优化设计和模糊决策支持系统

与模糊专家系统六个专题展开了全面系统的分析与讨论 ．这些专

题内容可以相互独立 、自成体系 ，但彼此之间存在着不可分割的必

然联系 ．其中 ，模糊集的比较与排序可视为模糊多属性决策的基

础 ；模糊群决策是模糊多属性决策的扩展 ；它们都属于离散空间中



模糊多准则决策的范畴 ．与之对应 ，模糊多目标决策和模糊系统优

化设计是连续空间中的模糊多准则决策 ．前者为系统优化问题 ，后
者是优化系统问题 ．两者均以模糊数学规划为基础 ．而模糊决策支

持系统与模糊专家系统是模糊多准则决策发展的必然手段和结

果 ．书中的许多问题在国内还是第一次公开探讨的 ，相应内容在此

前的文献中尚未触及 ．也希望能藉此引起各界同仁的兴趣和注意 ，
以期在模糊多准则决策领域的研究取得更大的突破和进展 ．

本书的写作特点是在注重数学概念和基本原理的同时 ，更强

调对决策模型的具体分析和计算方法 ，以便于从事模糊技术开发

的读者学习或作为工具书使用 ．另一方面 ，它也可以作为大学运筹

学 、管理科学 、信息科学和系统工程学等专业高年级学生和研究生

的参考教材 ．
李荣钧
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第一章 　 绪 　 　 言

１畅１ 　 模糊性与随机性

　 　 不确定性是决策分析中存在的普遍现象 ．传统的决策理论在

解决不确定性问题时运用的唯一数学工具是概率统计分析 ，因而

不确定性决策问题的传统模型都是单一的随机模型 ．这样处理的

前提是假定决策中的不确定性事件 ，不论其性质与表现形式如何 ，
都是某种随机因素影响的结果 ．但是 ，随着模糊集理论的产生和发

展 ，人们越来越认识到这种把不确定性等同于随机性的做法是不

切合实际的 ．
经验告诉我们 ，事件的不确定性有两种不同的表现形式 ．一种

是事件是否发生的不确定性 ，即通常所说的随机性 ；另一种是事件

本身状态的不确定性 ，我们称为模糊性 ．对前者而言 ，事件是否发

生虽难预知 ，但事件本身的状态是清楚的 ．如投掷一枚硬币 ，哪面

朝上事先并不知道 ，但每次投掷的结果决不含糊 ，不是国徽朝上 ，
就是国徽不朝上 ，这两种情形 ，非此即彼 ，没有第三种可能 ．随机现

象的这种性质在数学上被称为排中性 ．但对后者而言 ，问题不在于

事件发生与否 ，而在于事件本身的状态不很分明 ，致使不同的人观

察同一事件会有不同的感觉 ，因而得出不同的结论 ．如对某地一次

降雨量的调查 ，该次降雨是一个已经发生的客观事实 ，通过测量 ，
不难用某一种计量单位把降雨量表示出来 ．但要据此把它严格地

界定为是大雨 、中雨或小雨时 ，则往往模棱两可 ，叫人难以决断 ．因
为通常意义下的大 、中 、小雨并没有也不可能有一个非常精确的划

分标准 ．生活中 ，类似这样的事例可以举出很多 ．诸如 “高与矮” 、
“胖与瘦” 、“大与小” 、“远与近” 、“美与丑”等没有确切界限的一些

对立概念都是所谓的模糊概念 ，凡涉及模糊概念的现象被称为模



糊现象 ，包含模糊概念的事件都属于模糊事件 ．模糊事件的主要特

性之一是不服从数学上的排中率 ．它不是非此即彼 ，而可以亦此亦

彼 ，存在着许多 、甚至无穷多的中间状态 ．
一般来说 ，随机性是一种外在因果的不确定性 ，而模糊性是一

种内在结构的不确定性 ．从信息观点看 ，随机性只涉及信息的量 ，
模糊性则关系到信息的含义 ．可以说 ，模糊性是一种比随机性更深

刻的不确定性 ．在现实生活中 ，模糊性的存在比随机性的存在更为

广泛 ．尤其是在主观认识领域 ，模糊性的作用比随机性的作用重要

得多 ．

１畅２ 　 模糊集理论的产生与发展

既然模糊性是事物客观存在的一种属性 ，因此是可以描述的 ．
为了从根本上揭示模糊性自身的规律 ，著名的美国控制论专家 、加
利福尼亚大学教授 L ．A ．Zadeh 通过对视为现代数学基础的集合

论的考察 ，认识到传统数学与人脑思维的根本差别在于它们处理

模糊信息的能力 ．他发现 ，集合论中严谨的公理体系实际上是扬弃

了模糊性而抽象出来的 ．也正是在对模糊信息的处理方式上 ，数学

与人脑思维开始了分离 ．正如控制论的创始人 R ．Vena 所说 ，人脑

较计算机优越之处在于它能够掌握并不完全明确的含混观念 ．事
实上 ，人脑的思维 、判断 、推理在多数情况下都是基于非量化的 、或
是不精确的观测和规则作出的 ．

经典集合论中被讨论的元素 ，要么属于某个集合 ，要么不属于

这个集合 ，两者必居其一 ．在与集合论相对应的二值推理逻辑中 ，
一个命题或者是真 ，或者是假 ，也是两者必居其一 ．这种非此即彼 、
非真即假的绝对的思维方式由来已久 ，虽然对近代数学的产生与

发展起了很大的作用 ，但也因此导致了由其自身逻辑引发的各种

悖论 ．其中 ，最著名的悖论要数“秃子悖论” ，这是古希腊学者就已

经发现的存在于传统数学中的逻辑矛盾 ．此外 ，如 Russell 悖论 、
Contor 悖论等都是这种矛盾的反映 ．这些奇特悖论的出现 ，曾经使
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数学界发生过混乱 ，甚至被不少数学家哀叹为“第三次数学危机” ．
但在那个时代 ，这些悖论对科学技术的发展还不会产生太大的影

响 ，尽可以留给逻辑学家们去讨论 ．而进入 ２０ 世纪后 ，随着系统科

学和计算机科学的产生与发展 ，复杂性 、精确性与模糊性相互间的

矛盾表现得越来越尖锐 ，从理论上解决这些悖论所揭示的问题已

经变得刻不容缓 ，不能再回避了 ，长期活跃于系统科学领域的 Za唱
deh 教授对此有充分的了解 ．他在清楚地认识到数学为什么会与

人脑思维相分离和从什么地方开始分离的本质之后 ，重新把模糊

性与数学统一在一起 ．但他不是让数学放弃其严格性去迁就模糊

性 ，而是让数学回过头来吸收人脑处理模糊信息的能力 ，从而为数

学的运用开辟了新的方向 ．
１９６５ 年 ，Zadeh 首先提出了模糊集合的概念 ，用隶属函数来刻

画元素对集合属于程度的连续过渡性 ，即元素从属于集合到不属

于集合的渐变过程 ，将经典集合的二值逻辑｛０ ，１｝推广到［０ ，１］区
间内的连续值逻辑 ，从而诞生了模糊集合论 ，提供了对模糊现象进

行定量描述和分析运算的方法 ．尽管模糊集合的概念早期曾遭到

来自数学界 ，尤其是统计学界的种种批评 ，如“隶属函数是怎样确

定的 ？”“如果模糊性可以用概率来表示 ，那么它与概率还有什么区

别 ？”等等 ，但由于模糊事件在现实问题中客观存在 ，所以各国学者

对于模糊集理论的研究兴趣不仅没有减弱 ，反而越来越浓厚 ．据统

计 ，这期间发表的论文数量按指数函数的规律持续增加 ．１９７８ 年 ，
Zadeh 进一步提出与模糊集理论相辅相成的可能性理论 ，以说明

随机性与模糊性的本质区别 ，被视为模糊集理论发展中的第二个

里程碑 ．从此 ，这一研究模糊现象的新兴学科终于确立了它在现代

科学理论中的应有地位 ，得到了人们的普遍重视 ，并在数理 、经济 、
人文 、工程等各个方面有了广泛的应用 ，发展十分迅速 ．

１畅３ 　 模糊集理论与决策科学

广义地讲 ，决策即是运筹 ．它涉及运筹学的各个方面 ，如规划 、
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博弈 、排队 、库存 、网络等问题都属于决策科学的范畴 ．狭义地讲 ，
决策论研究一类特殊的博弈活动 ，它是以决策者为一方 ，以环境为

另一方的博弈 ．经典决策理论按照事物发生的可能性把决策划分

为确定的和随机的两种类型 ，而完全忽略了决策中模糊性的存在 ．
事实上 ，决策是人对事物的评价与选择 ．任何决策理论和方法都是

建立在人类认识和人类活动的基础之上 ，反映了人类分析和处理

事物的思辩过程 ．因此 ，决策是一门科学 ，但又是一门艺术 ．后者涉

及到社会 、心理 、主观意愿和工作经验等多方面的因素 ，而这些因

素又大都具有模糊特征与动态性质 ，故决策问题中的不确定性虽

然包含随机性的成分 ，但更多地表现为模糊性 ，或者模糊性与随机

性同时并存 ．
一般来说 ，决策分析中存在着三个基本的要素 ：一是可供选择

的方案 ，在决策术语中称为策略 ，它是一个多元集合 ，在这一集合

中蕴含着所要选定的目标 ．没有策略或只有一个策略的决策不构

成决策分析 ；二是一组给定的约束条件 ，策略的选择与目标的追求

都必须以满足约束条件为前提 ；三是一个已知的效用函数 ，藉以衡

量每种策略的得失 ．在经典的决策模型中 ，各种数据和信息都被假

定为绝对精确 ，目标和约束也都假定被严格地定义并有良好的数

学表示 ．因而理论上存在着一个分明的解空间 ，找出其中的最优

解 ，使系统的综合效用达到最大 ，便是通常“决策”的含义 ．但这种

精确的数据结构和严格的优化准则往往令决策者们无所适从 ，因
为实际问题中的目标函数 、约束条件等很难用数学式表示得清清

楚楚 ．著名的美国经济学家 、１９７８ 年诺贝尔经济学奖得主 H ．Silm唱
on 曾批评经典的决策模式过分地严格 ，实际上做不到 ．他建议用

“满意”原则代替“优化”原则 ，从管理科学的角度对决策理论和方

法提出了类似于模糊化的要求 ．
１９７０ 年 ，享有“动态规划之父”盛誉的南加州大学教授 R ．E ．

Bellman 与 L ．A ． Zadeh 一起在多目标决策的基础上 ，提出了模糊

决策的基本模型 ．在该模型中 ，凡决策者不能精确定义的参数 、概
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念和事件等 ，都被处理成某种适当的模糊集合 ，蕴含着一系列具有

不同置信水平的可能选择 ．这种柔性的数据结构与灵活的选择方

式大大增强了模型的表现力和适应性 ，被以后的研究人员引为发

展和推广模糊决策的基础 ．迄今为止 ，模糊集理论的应用已经渗透

了决策科学的各个领域 ．无论是独裁决策还是群决策 ，是单一准则

决策还是多准则决策 ，是一次性决策还是多阶段决策 ，或者是不同

种类交叉的混合性决策 ，模糊集理论在决策思想 、决策逻辑和决策

技术等方面都发挥了重要的作用 ，并取得了良好的效果 ．以模糊集

理论为基础研制的计算机软件 ，包括数据库决策支持系统和知识

库专家系统也已投放市场 ，进入了商业应用的阶段 ．可以说 ，决策

科学是年轻的模糊集理论在实际应用中最为成功的领域之一 ．其
中 ，模糊多准则决策在决策科学中的研究尤其活跃 ，成果也尤其显

著 ．

１畅４ 　 模糊多准则决策

随着现代企业规模的不断扩大和企业经营的多元化 ，企业的

行为关系已变得越来越复杂 ．今天 ，企业的经济决策在许多情况下

已不再是依据某个单一的准则 ，而不得不均衡考虑多种相互矛盾 、
相互制约的因素或目标 ．为此 ，企业家迫切需要一种新的决策模式

来帮助他们处理日益复杂的经济决策问题 ．这正是过去 ３０ 年中多

准则决策理论和方法迅速发展的原因 ．
经典的多准则决策（MCDM）可以划分成两个重要的领域 ，即

多属性决策（MADM）和多目标决策（MODM ） ．这两种决策的主要

差别在于 ：前者的决策空间是离散的 ，而后者的决策空间是连续

的 ；本质上前者是研究已知方案的评价选择问题 ，后者是研究未知

方案的规划设计问题 ．不过这样的区分也并非绝对 ，显然还存在着

一些另外的情况 ．例如多目标的整数规划在原理上属于 MODM
的范畴 ，却具有离散的决策空间 ，表现出 MADM 问题的性质 ．但
对于本书的目的来说 ，多属性决策和多目标决策的上述界定似乎
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是适当的和充分的 ．
在数学规划中 ，多目标决策问题经常被称为“向量极大”问题 ，

它是由 Kuhn 和 Tucker 在 １９５１ 年首先提出的 ．由于目标之间的

相互矛盾与相互制约 ，所以通常意义下的最优解在多目标决策情

形下并不存在 ，取而代之的是一组适应约束条件而相对于不同目

标互有优劣的有效解 ．如果决策者对于目标的偏好有更明确的表

示 ，即预先指定他的“选择函数” ，这或者是单个目标函数的加权组

合 ，或者是关于理想解的某种距离 ，则可以进一步产生相对于决策

者来说具有最大综合效用的折衷解 ．
多目标决策旨在解决给定系统的优化问题 ，如此得到的系统

严格说来只是拘泥于现有条件的准优化系统 ，若能放宽条件 ，原系

统就有进一步优化的余地 ．为此 ，如何从根本上设计一个优化的系

统（De Novo 规划） ，近年来逐渐引起了人们的注意 ．虽然两种规划

的模型与算法在形式上并无大的不同 ，但在观念上从“系统优化”
到“优化系统”是一种突破与更新 ．

从多目标决策的有效解中确定折衷解的过程被视为多属性决

策的实例之一 ．通常的多属性决策问题可以描述为 ：给定一组可能

的方案 A１ ，A２ ，… ，A n ，每个方案具有属性 C１ ，C２ ，… ，Cm ，属性的

权重分别是 w １ ，w２ ，… ，wm ，符合归一化条件 w１ ＋ w ２ ＋ … ＋ wm

＝ １ ．决策的目的是要找出 A１ ，A２ ，… ，A n 中最满意的方案 ，记为

A m a x ．由于各个方案在不同属性上的表现好坏不一 ，很少有某一个

方案会是绝对的最优选择 ，因而必须确定一个决策者对属性的偏

好结构 ，并对所有方案在每一属性上的表现进行综合评估 ．由此产

生了多属性决策为数众多的模型和方法 ，它们的好坏和取舍很难

一概而论 ，主要取决于问题本身和决策者的态度 ．
现实生活中多属性决策的决策者往往不是一人 ，而是多人 ．因

此 ，多属性决策的模型和方法常常与群决策的模型和方法相结合 ，
构成一类新的多属性 、群决策的选择问题 ．

模糊集理论已经被广泛地应用到多准则决策的各类问题之
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中 ．本书后面的各章将分别讨论模糊多属性决策（FMADM） ，模糊

多属性群决策 （FMAGDM） ，模糊多目标决策（FMODM ） ，模糊优

化系统设计（Fuzzy De Novo） ，和以模糊集理论为基础的决策支持

系统（FDSS）与专家系统（FES） ．

７１畅４ 　 模糊多准则决策



第二章 　 模糊决策基础

２畅１ 　 模糊集理论基础知识

　 　 为了使本书自成体系 ，这一节先对模糊集理论的基础知识作

一些必要的介绍 ．内容包括在以后各章中将会涉及的模糊集基本

定义 、定理和运算法则 ．更深层次的概念和原理 ，则在相应的章 、节
中另加说明 ．

2畅1畅1 　 模糊集合的基本定义

定义 2畅1 　 论域 X 到［０ ，１］闭区间上的任意映射

μ珟A ：X → ［０ ，１］

x → μ珟A （ x）

都确定 X 上的一个模糊集 珟A ，μ珟A 叫做 珟A 的隶属函数 ，μ珟A （ x）叫做

x 对 珟A 的隶属度 ，记为

珟A ＝ ｛（ x ， μ珟A （ x）） | x ∈ X｝ ． （２畅１）

　 　 显然 ，模糊集 珟A 完全由隶属函数 μ珟A （ x）刻画 ．当 μ珟A （ x） ＝ ｛０ ，

１｝时 ，珟A 退化为一个普通集 A ，μ珟A （ x）退化为特征函数 CA （ x） ．

文献中还可以见到模糊集的另外一些表示方式 ．常见的主要

有以下两种 ：
（１） 当论域 X 是有限集时 ，记 X ＝ ｛ x１ ， x２ ，… ，xn ｝ ，则 X 上

的模糊集 珟A 可以写成

珟A ＝ ∑
n

i ＝ １
μi桙 xi 　 或 　 珟A ＝ ∪

n

i ＝ １
μ i桙 xi ， （２ ．２）



这里的“ ∑ ”和“ ∪ ”并不是求和的意思 ，它们只是概括集合诸元的

记号 ．珟A 也可以写成序偶的集合 ，

珟A ＝ ｛（ x１ ， u１ ） ， （ x２ ， u２ ） ， … ，（ xn ， un ）｝ ． （２ ．３）

　 　 例 2畅1 　 设某单位 ５ 个成员 x１ ， x２ ， x３ ， x４ ， x５ 属于“年轻

人”的程度分别为 ０畅４ ，０畅７ ，０ ．４ ，０ ．９ ，１ ．０ ，则模糊集 珦Y ＝ “年轻

人”的表示式可写为

珦Y ＝ ０ ．４桙 x１ ＋ ０ ．７桙 x２ ＋ ０ ．４桙 x３ ＋ ０ ．９桙 x４ ＋ １桙 x５

或者

珟Y ＝ ｛（ x１ ，０ ．４） ，（ x２ ， ０ ．７） ，（ x３ ，０ ．４） ，（ x４ ，０ ．９） ，（ x５ ， １）｝ ．

　 　 （２） 当论域 X 是无限集时 ，X 上的模糊集 珟A 可以改写为

珟A ＝ ∫
x ∈ X

μ珟A （ x）桙 x ． （２ ．４）

同样 ，这里的符号“∫ ”也不是积分的意思 ．

例 2畅2 　 设 X ＝ R ＝ ｛全体实数｝ ，珟A 表示“ X 中接近于 ５ 的

数” ，已知 μ珟A （ x） ＝ （１ ＋ （ x － ５）２ ） － １ ，则记

珟A ＝ ∫
R

（１ ＋ （ x － ５）２ ）－ １ 桙 x

或

珟A ＝ ｛（ x ， μ珟A （ x）） | x ∈ R ， μ珟A （ x） ＝ （１ ＋ （ x － ５）２ ）－ １ ｝ ，

参见图 ２ ．１ ．
定义 2畅2 　 对于论域 X 上的模糊集 珟A ，
（１） 珟A 是正则的（或称正规的） ，当且仅当

sup μ珟A （ x） ＝ １ ， 橙 x ∈ X ．
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图 ２ ．１ 　 近似于 ５ 的实数

　 　 （２） 珟A 是凸的 ，当且仅当 橙 x１ ， x２ ∈ X ， λ ∈ ［０ ，１］

μ珟A （ λx１ ＋ （１ － λ） x２ ） ≥ min｛ μ珟A （ x１ ） ， μ珟A （ x２ ）｝ ，

　 　 （３） 珟A 的支撑集 S（ A）是满足 μ珟A （ x） ＞ ０ 的所有 x ∈ X 的普

通集 ，记为

S（ A） ＝ ｛ x | x ∈ X ， μ珟A （ x） ＞ ０｝ ．

　 　 （４） 珟A 的 α 截集 A α 是满足 μ珟A （ x） ＞ α 的所有 x ∈ X 的普通

集 ，记为

A α ＝ ｛ x | x ∈ X ， μ珟A （ x） ＞ α｝ ．

　 　 例 2畅3 　 设 X ＝ ｛１ ，２ ，３ ，４ ，５ ，６｝ ， 珟A ＝ ｛（１ ，０畅２） ，（２ ，０畅５） ，
（３ ，０畅８） ，（４ ，１） ，（５ ，０畅７） ，（６ ，０畅３）｝ ，则

（１） μ珟A （４） ＝ １ ，所以 珟A 是正规模糊集 ．

（２） 对任意 x ， a ， b ∈ X ， a ＜ x ＜ b ，有

μ珟A （ x） ＞ min｛ μ珟A （ a） ， μ珟A （ b）｝

所以 珟A 是凸模糊集 ．
（３） S（ A） ＝ ｛１ ，２ ，３ ，４ ，５ ，６｝ ＝ X ．
（４） A０ ＝ A０ ．２ ＝ S（ A） ＝ ｛１ ，２ ，３ ，４ ，５ ，６｝ ．
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A０ ．５ ＝ ｛２ ，３ ，４ ，５｝ ．

A０ ．８ ＝ ｛３ ，４｝ ．

A１ ＝ ｛４｝ ．

定义 2畅3 　 对于一个有限的模糊集 珟A ，它的基数｜ 珟A｜被定义

为

| 珟A | ＝ ∑
x ∈ X

μ珟A （ x） （２ ．５）

而 ‖ 珟A ‖ ＝ ｜ 珟A｜桙｜ X｜叫做 珟A 的相对基数 ．
例 2畅4 　 设 X ＝ ｛１ ，３ ，５ ，７｝ ， 珟A ＝ ０ ．３桙１ ＋ ０ ．５桙３ ＋ １桙５ ＋ ０ ．８桙７ ，

则

| 珟A | ＝ ０ ．３ ＋ ０ ．５ ＋ １ ＋ ０ ．８ ＝ ２ ．６ ，

‖ 珟A ‖ ＝ ２ ．６桙１６ ＝ ０ ．１６２５ ．

　 　 由模糊集的定义可直接得到 ：橙 x ∈ X ，
（１） 珟A 是空集 ，记为 珟A ＝ 碬 ，当且仅当 μ珟A （ x） ＝ ０ ．

（２） 珟A 等于 珟B ，记为 珟A ＝ 珟B ，当且仅当 μ珟A （ x） ＝ μ珟B （ x） ．

（３） 珟A 包含于 珟B 中 ，记为 珟A 彻 珟B ，当且仅当 μ珟A （ x） ≤ μ珟B （ x） ．

2 ．1 ．2 　 模糊集合的运算法则

与普通集合一样 ，模糊集合最基本的运算也是并 、交 、余三种 ，
运算符号采用 ∪ ，∩ ，c ．

定义 2畅4 　 对于论域 X 上的模糊集 珟A ，珟B ，
（１） 珟A 和 珟B 的并集 珟C ＝ 珟A ∪ 珟B 也是 X 上的模糊集 ，其隶属函

数 μ珟C 被定义为

μ珟C （ x） ＝ max｛ μ珟A （ x） ， μ珟B （ x）｝ ， 橙 x ∈ X ．

　 　 （２） 珟A 和 珟B 的交集 珟D ＝ 珟A ∩ 珟B 也是 X 上的模糊集 ，其隶属函

数 μ珟D 被定义为
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μ珟D （ x） ＝ min｛ μ珟A （ x） ， μ珟B （ x）｝ ， 橙 x ∈ X ．

　 　 （３） 珟A 和 珟B 的余集 珟Ac 也是 X 上的模糊集 ，其隶属函数 μA c 被

定义为

μA c （ x） ＝ １ － μ珟A （ x） ， 橙 x ∈ X ．

　 　 例 2畅5 　 设 X ＝ ｛１ ，２ ，３ ，４ ，５ ，６ ，７ ，８｝ ， A ＝ ０ ．３桙１ ＋ ０ ．５桙２
＋ ０ ．８桙３ ＋ ０ ．４桙４ ＋ ０ ．１桙５ ， B ＝ ０ ．２桙３ ＋ ０ ．３桙４ ＋ ０ ．９桙５ ＋ ０ ．５桙６ ，则

（１） 珟A ∪ 珟B ＝ ０ ．３桙１ ＋ ０ ．５桙２ ＋ ０ ．８桙３ ＋ ０ ．４桙４ ＋ ０ ．９桙５ ＋ ０ ．５桙６ ．
（２） 珟A ∩ 珟B ＝ ０ ．２桙３ ＋ ０ ．３桙４ ＋ ０ ．１桙５ ．
（３） 珟Ac ＝ ０ ．７桙１ ＋ ０ ．５桙２ ＋ ０ ．２桙３ ＋ ０ ．６桙４ ＋ ０ ．９桙５ ＋ １桙６ ＋ １桙７ ＋

１桙８ ．
例 2畅6 　 以年龄为论域 ，Zadeh 曾分别定义“年老”（记为 珦O）与

“年轻”（记为 珦Y）两个模糊集的隶属函数如下 ：

μ珟O （ x） ＝

０ ， ０ ≤ x ≤ ５０ ，

１ ＋ x － ５０
５

－ ２ － １

， x ＞ ５０

和

μ珟Y （ x） ＝

１ ， ０ ≤ x ≤ ２５ ，

１ ＋ x － ２５
５

２ － １

， x ＞ ２５ ．

则模糊集“年老或年轻”（ 珦O ∪ 珦Y）的隶属函数为

μ珟O ∪ 珟Y （ x） ＝

１ ， ０ ≤ x ≤ ２５ ，

１ ＋ x － ２５
５

２ － １

， ２５ ＜ x ＜ ５１ ，

１ ＋ x － ５０
５

－ ２ － １

， x ≥ ５１ ，
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而模糊集“年老又年轻”（ 珦O ∩ 珦Y）的隶属函数为

μ珟O ∩ 珟Y （ x） ＝

０ ， ０ ≤ x ≤ ５０ ，

１ ＋ x － ５０
５

－ ２ － １

， ５０ ＜ x ＜ ５１ ，

１ ＋ x － ２５
５

２ － １

， x ≥ ５１ ．

模糊集“不年轻”（ 珦Yc ）的隶属函数为

μ珟Y c （ x） ＝

０ ， ０ ≤ x ≤ ２５ ，

１ － １ ＋ x － ２５
５

２ － １

， x ＞ ２５ ．

　 　 普通集合的并 、交 、余运算满足幂等律 、交换律 、结合律 、吸收

律 、分配律 、复原律 、对偶律和补余律 ，构成经典的布尔代数 ．类似

地 ，模糊集合也有以下定理 ．
定理 2畅1 　 模糊集的并 、交 、余运算具有下列性质 ：
（１） 幂等律 珟A ∪ 珟A ＝ 珟A ， 珟A ∩ 珟A ＝ 珟A ，
（２） 交换律 珟A ∪ 珟B ＝ 珟B ∪ 珟A ， 珟A ∩ 珟B ＝ 珟B ∩ 珟A ，
（３） 结合律 （ 珟A ∪ 珟B） ∪ 珟C ＝ 珟A ∪ （ 珟B ∪ 珟C） ，

（ 珟A ∩ 珟B） ∩ 珟C ＝ 珟A ∩ （ 珟B ∩ 珟C） ，
（４） 吸收律 （ 珟A ∪ 珟B） ∩ 珟A ＝ 珟A ，（ 珟A ∩ 珟B） ∪ 珟A ＝ 珟A ，
（５） 分配律 珟A ∩ （ 珟B ∪ 珟C） ＝ （ 珟A ∩ 珟B） ∪ （ 珟A ∩ 珟C） ，

珟A ∪ （ 珟B ∩ 珟C） ＝ （ 珟A ∪ 珟B） ∩ （ 珟A ∪ 珟C） ，
（６） 复原律 （ 珟Ac ） c ＝ 珟A ，
（７） 对偶律 （德·摩根律）（ 珟A ∪ 珟B） c ＝ 珟Ac ∩ 珟Bc ，

（ 珟A ∩ 珟B） c ＝ 珟Ac ∪ 珟Bc ，

但补余律不成立 ，即 珟A ∪ 珟A c ≠ X ， 珟A ∩ 珟A c ≠ 碬 ，因为当 ０ ＜ μ珟A （ x）

＜ １ 时 ，恒有
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max｛ μ珟A （ x） ，１ － μ珟A （ x）｝ ＜ １ ，min｛ μ珟A （ x） ，１ － μ珟A （ x）｝ ＞ ０ ．

因此 ，μ珟A ∪ 珟A c （ x）不恒等于 １ ，μ珟A ∩ 珟A c （ x）不恒等于 ０ ．如果将补余律

换为

珟A ∪ 珟Ac ＝ max｛ 珟A ， 珟Ac ｝ ， 珟A ∩ 珟A c ＝ min｛ 珟A ， 珟Ac ｝ ，

与其他规律一起 ，则构成所谓的德·摩根软代数 ．模糊集合的运算

服从德·摩根软代数的法则 ．
此外 ，模糊决策中比较常见的模糊集运算还有 ：
（１） 代 数 和 珟A ＋ 珟B ， μ珟A ＋ 珟B （ x ） ＝ μ珟A （ x ） ＋ μ珟B （ x ） －

μ珟A （ x） μ珟B （ x） ，

（２） 代数积 珟A 珟B ， μ珟A 珟B （ x） ＝ μ珟A （ x） μ珟B （ x） ，

（３） 有界和 珟A 磑 珟B ， μ珟A 磑 珟B （ x） ＝ min｛１ ， μ珟A （ x） ＋ μ珟B （ x）｝ ，

（４） 有界积 珟A ⊙ 珟B ，μ珟A ⊙ 珟B （ x） ＝ max｛０ ， μ珟A （ x） ＋ μ珟B （ x） － １｝ ，

（５） 幂乘 μ珟A n ＝ ｛（ x ，［ μ珟A （ x）］ n ）｜ x ∈ X｝ ．

例 2畅7 　 设 珟A ＝ ｛（３ ，０畅５） ，（５ ，１） ，（７ ，０畅６）｝ ，珟B ＝ ｛（３ ，０畅４） ，
（７ ，０畅８）｝ ，则

（１） 珟A ＋ 珟B ＝ ｛（３ ，０ ．７） ，（５ ，１） ，（７ ，０ ．９２）｝ ，
（２） 珟A珟B ＝ ｛（３ ，０ ．２） ，（７ ，０ ．４８）｝ ，
（３） 珟A 磑 珟B ＝ ｛（３ ，０ ．９） ，（５ ，１） ，（７ ，１）｝ ，
（４） 珟A ⊙ 珟B ＝ ｛（７ ，０ ．４）｝ ，
（５） 珟A２ ＝ ｛（３ ，０ ．２５） ，（５ ，１） ，（７ ，０ ．３６）｝ ．

2畅1畅3 　 分解定理与扩张原则

分解定理与扩张原则是模糊集理论的重要组成部分 ．前者把

模糊集合转化为普通集合来处理 ，而后者把普通集合的分析方法

引申到模糊集合之中 ．
定理 2畅2（分解定理） 　 设 珟A 为论域 X 上的模糊集 ，A α 是 珟A
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的 α 截集 ，α ∈ ［０ ，１］则

珟A ＝ ∪
α ∈ ［ ０ ， １ ］

α Αα ， （２ ．６）

其中 αAα 是常数与普通集合的数量积 ，它们构成 X 上一个特殊的

模糊集 ，其隶属函数被定义为

μα A
α
（ x） ＝

α ， 　 x ∈ Aα ，

０ ， 　 x 臭 Aα ．
（２畅７）

　 　 例 2畅8 　 设 珟A ＝ ０ ．３桙 x１ ＋ ０ ．７桙 x２ ＋ １桙 x３ ＋ ０ ．５桙 x４ ＋ ０ ．１桙 x５ ，

则

A ０ ．１ ＝ ｛ x１ ， x２ ， x３ ， x４ ， x５ ｝ ，

０ ．１ A０ ．１ ＝ ０ ．１桙 x１ ＋ ０ ．１桙 x２ ＋ ０ ．１桙 x３ ＋ ０ ．１桙 x４ ＋ ０ ．１桙 x５ ，

A ０ ．３ ＝ ｛ x１ ， x２ ， x３ ， x４ ｝ ，

０ ．３ A０ ．３ ＝ ０ ．３桙 x１ ＋ ０ ．３桙 x２ ＋ ０ ．３桙 x３ ＋ ０ ．３桙 x４ ，

A ０ ．５ ＝ ｛ x２ ， x３ ， x４ ｝ ，

０ ．５ A０ ．５ ＝ ０ ．５桙 x２ ＋ ０ ．５桙 x３ ＋ ０ ．５桙 x４ ，

A ０ ．７ ＝ ｛ x２ ，x３ ｝ ，

０ ．７ A０ ．７ ＝ ０ ．７桙 x２ ＋ ０ ．７桙 x３ ，

A １ ＝ ｛ x３ ｝ ，

１ ．０ A１ ＝ １桙 x３ ，

痴 ∪
α ∈ ［ ０ ， １ ］

αAα ＝ ０ ．１ A０ ．１ ∪ ０ ．３ A０ ．３ ∪ ０ ．５ A０ ．５ ∪ ０ ．７ A０ ．７ ∪ １ A１

＝ ０ ．３桙 x１ ＋ ０ ．７桙 x２ ＋ １桙 x３ ＋ ０ ．５桙 x４ ＋ ０ ．１桙 x５

＝ 珟A ．
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　 　 定理 2畅3（扩张原则） 　 设论域 X 是 X１ ，X２ ，… ，Xn 的直积空

间 ，珟A１ ，珟A ２ ，… ，珟A n 分别为 X１ ，X２ ，… ，Xn 上的模糊集 ．f 是从论域

X 到论域 Y 的映射 ，y ＝ f（ x１ ，x２ ， … ，xn ） ．则由映射得到的 珟A１ ，
珟A ２ ，… ，珟A n 的像 f（ 珟A１ ，珟A ２ ，… ，珟A n ）是论域 Y 上的模糊集 珟B ，定义

为

珟B ＝ ｛（ y ， μ珟B （ y）） | y ＝ f（ x１ ， x２ ， … ，xn ） ，

（ x１ ， x２ ， … ，xn ） ∈ X｝ ，

其中

μ珘B （ y） ＝
sup

（ x
１

， x
２

， … ， x n ） ∈ f － １ （ y）
min｛ μ珟A

１
（ x１ ） ， … ，μ珟A n

（ xn）｝ ， f － １ （y） ≠ 碬 ，

０ ， 否则 ，

这里 f － １ （ y）是 f 的逆射 ．
当 n ＝ １ 时 ，定理 ２畅３ 给出的扩张原则可以简化为

珟B ＝ f（ 珟A） ＝ ｛（ y ， μ珟B （ y）） | y ＝ f（ x） ， x ∈ X｝ ，（２畅８）

其中

μ珟B （ y） ＝
sup

x ∈ f － １
（ y ）

μ珟A （ x） ， f － １ （ y） ≠ 碬 ，

０ ， 否则 ．

　 　 例 2畅9 　 设 X ，Y 为实数域 ，X 上的模糊集 珟A ＝ ０ ．４桙 － ２ ＋
０ ．８桙 － １ ＋ １桙０ ＋ ０ ．７桙１ ＋ ０ ．５桙２ ，从 X 到 Y 的映射 f ： x → x２ ，则

珟B ＝ f（ 珟A） ＝ １桙０ ＋ ０ ．８桙１ ＋ ０ ．５桙４ ，

参见图 ２畅２ ．

2畅1畅4 　 模糊数和模糊算术

定义 2畅5 　 一个模糊数 珦N 是定义在实数域 R 上的正规凸模

６１ 第二章 　 模糊决策基础



图 ２ ．２ 　 模糊集的扩张原则

糊集 ，且满足以下条件 ：
（１） 存在唯一的点 x０ ∈ R ，具有隶属度 μ珦N （ x０ ） ＝ １（ x０ 被称

为 珦N 的平均值） ，
（２） 隶属函数 μ珦N （ x）是左 、右连续的 ．

模糊数 珦N 的一般表示式可以写为

μ珦N （ x） ＝
L（ x） ， 　 l ≤ x ≤ m ，

R（ x） ， 　 m ≤ x ≤ r ，
（２ ．９）

式中 ，L（ x）为增函数 ，右连续 ，且 ０ ≤ L（ x） ≤ １ ； R（ x）为减函数 ，

图 ２ ．３ 　 三角模糊数

左连续 ，且 ０ ≤ R（ x） ≤ １ ．如果 L（ x）
与 R（ x）均为线性函数 ，则 珦N 被称为

三角模糊数 ，简记为 珦N ＝ （ l ， m ， r） ，
参见图 ２畅３ ．

应该指出 ，上述定义在实际情况

中根据需要常常被修改 ，文献中多见

的另一类模糊数具有梯形隶属函数 ．
但严格说来 ，梯形模糊集通常被视为

模糊区间 ．
定义 2畅6 　 模糊数 珦N 被称为模糊正数（或负数） ，如果 μ珦N （ x）

＝ ０ ， 橙 x ＜ ０（或 橙 x ＞ ０） ．
如抽象运算符号 倡 表示普通的四则运算之一 ，即 倡 ∈ ｛ ＋ ，
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－ ， × ，÷ ｝ ，用（ 倡 ）表示相应的模糊运算 ，则根据扩张原理 ，模糊

数的四则运算可以被确定如下 ：
定理 2畅4 　 设 珮M ，珦N 为两个模糊数 ，对任意二元运算（ 倡 ） ：

R（ 倡 ） R → R ，模糊数 珮M（ 倡 ） 珦N 的隶属函数被给定为

μ珮M （ 倡 ） 珦N （ z） ＝ sup
x ， y ： z ＝ x 倡 y

min｛ μ珮M （ x） ， μ珦N （ y）｝ ． （２ ．１０）

上面的定理给出了模糊数四则运算的 max唱min 卷积形式 ．但式

（２畅１０）的实际操作并不方便 ，珮M （ 倡 ） 珦N 之隶属函数的实际确定常

在 珮M ，珦N 的 α 截集上进行 ．依据分解定理 ，我们有

珮M ＝ ∫
α ∈ ［０ ， １ ］

αM α ＝ ∫
α ∈ ［０ ， １ ］

α［ mL
α ， mR

α ］ （２畅１１）

和

珦N ＝ ∫
α ∈ ［０ ， １ ］

αNα ＝ ∫
α ∈ ［０ ， １ ］

α［ nL
α ， nR

α ］ ， （２畅１２）

式中 ，mL
α ， nL

α 和 mR
α ， nR

α 分别表示模糊数 珮M ，珦N 的 α 截集的左 、

右边界 ．从式（２畅１０）不难导出

珮M（ 倡 ） 珦N ＝ ∫
α ∈ ［ ０ ， １ ］

α［ M（ 倡 ） N］ α

＝ ∫
α ∈ ［ ０ ， １ ］

α（［ mL
α ， mR

α ］（ 倡 ）［ nL
α ， nR

α ］） ． （２畅１３）

据此 ，可得到模糊数四则运算的具体表示式为 ：
（１） 模糊加法 ［ M（ ＋ ） N］ α ＝ ［ mL

α ＋ nL
α ， mR

α ＋ nR
α ］ ，

（２） 模糊减法 ［ M（ － ） N］ α ＝ ［ mL
α － nR

α ， mR
α － nL

α ］ ，

（３） 模糊乘法 ［ M（ × ） N］ α ＝ ［ mL
α × nL

α ， mR
α × nR

α ］ ，

（４） 模糊除法 ［ M（ ÷ ） N］ α ＝ ［ mL
α 桙 nR

α ， mR
α 桙nL

α ］ ， nL
α ＞ ０ ．

如果 珮M ＝ （ mL ， m ， mR ） ， 珦N ＝ （ nL ， n ， nR ）是三角模糊数 ，

则二者的和 、差也是三角模糊数 ，记为
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珮M（ ＋） 珦N ＝ （ mL ＋ nL ， m ＋ n ， mR ＋ nR ） ， （２ ．１４）

珮M（ －） 珦N ＝ （ mL － nR ， m － n ， mR － nL ） ． （２ ．１５）

　 　 例 2畅10（模糊数的乘积） 　 已知三角模糊数３和５的隶属函数

分别为

μ３ （ x） ＝
x － ２ ， ２ ≤ x ≤ ３ ，

－ x桙２ ＋ ５桙２ ， ３ ≤ x ≤ ５

和

μ５ （ x） ＝
x桙２ － ３桙２ ， ３ ≤ x ≤ ５ ，

－ x ＋ ６ ， ５ ≤ x ≤ ６ ．

其 α 截集的表示式可以写成

α ＝
３ L

α － ２ ，

－ ３ R
α 桙２ ＋ ５桙２

　 和 　 α ＝
５ L

α 桙２ － ３桙２ ，

－ ５ R
α ＋ ６ ，

并记为

３ α ＝ ［３ L
α ， ３ R

α ］ ＝ ［ α ＋ ２ ， － ２ α ＋ ５］ ，

５ α ＝ ［５ L
α ， ５ R

α ］ ＝ ［２ α ＋ ３ ， － α ＋ ６］ ．

从而

［３（ ×）５］ α ＝ ［（ α ＋ ２）（２ α ＋ ３） ，（－ ２ α ＋ ５）（ － α ＋ ６）］

＝ ［２ α２
＋ ７ α ＋ ６ ，２ α２

－ １７ α ＋ ３０］ ．

令

x ＝ ２ α２ ＋ ７ α ＋ ６ ，

x ＝ ２ α２
－ １７ α ＋ ３０ ．
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则

α ＝ （－ ７ ＋ １ ＋ ８ x ）桙４ ，

α ＝ （１７ － ４９ ＋ ８ x ）桙４ ．

因此

μ３（ × ） ５ （ x） ＝
（－ ７ ＋ １ ＋ ８ x）桙４ ， ６ ≤ x ≤ １５ ，

（１７ － ４９ ＋ ８ x）桙４ ， １５ ≤ x ≤ ３０ ，

参见图 ２畅４ ．

图 ２ ．４ 　 两个模糊数的乘积

此外 ，当两个模糊数 珮M ，珦N 不相互包含时 ，还可以进行模糊数

之间的逻辑运算 ，构成所谓的极大模糊数与极小模糊数 ，分别记为

max（ 珮M ， 珦N）和 min（ 珮M ， 珦N）或 珮M （ ∨ ） 珦N 和 珮M（ ∧ ） 珦N ，符号（ ∨ ） ，
（ ∧ ）分别表示取大和取小的广义模糊算子 ．根据定理 ２畅４ ，模糊极

大与模糊极小的隶属函数被分别定义为 ：橙 x ， y ， z ∈ R

μ珮M （ ∨ ） 珦N （ z） ＝ sup
x ， y ： z ＝ x ∨ y

min｛ μ珮M （ x） ， μ珦N （ y）｝ （２ ．１６）

和

μ珮M （ ∧ ） 珦N （ z） ＝ sup
x ， y ： z ＝ x ∧ y

min｛ μ珮M （ x） ， μ珦N （ y）｝ （２ ．１７）

或写成
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［ M（ ∨ ） N］ α ＝ ［ mL
α ， mR

α ］（ ∨ ）［ nL
α ， nR

α ］ 　 　

＝ ［ mL
α ∨ nL

α ， mR
α ∨ nR

α ］ （２畅１８）

和

［ M（ ∧ ） N］ α ＝ ［ mL
α ， mR

α ］（ ∧ ）［ nL
α ， nR

α ］ 　 　

＝ ［ mL
α ∧ nL

α ， mR
α ∧ nR

α ］ ， （２畅１９）

参见图 ２畅５ 和图 ２畅６ ．

图 ２ ．５ 　 极大模糊数 图 ２ ．６ 　 极小模糊数

2畅1畅5 　 L唱R 模糊数及其运算

L唱R 模糊数是一类特殊的模糊数 ，其算术运算比一般模糊数

更为方便 ．
定义 2畅7 　 设 f 是实数域 R 到［０ ，１］区间的映射 f ：R → ［０ ，１］ ，

如果 f 满足以下条件 ：
（１） f（ x） ＝ f（ － x） ，
（２） f（０） ＝ １ ，
（３） f（ x）在区间［０ ，＋ ∞ ）单调递减 ，

则称 f（ x）为模糊数的基准函数 ．
定义 2畅8 　 设 L（ x）和 R（ x）分别为模糊数 珟A 的左 、右基准

函数 ，如果
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