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内 　容 　简 　介

本书旨在介绍不连续控制系统领域的研究现状 、典型模型 、常用分析方

法以及作者近几年的研究成果 。本书系统地阐述了常微分系统的周期间歇

控制 、时滞系统的周期间歇控制 、常微分系统的脉冲控制 、时滞系统的脉冲

控制以及（时滞）脉冲切换控制系统的基本理论 、稳定性分析和控制器设计 ，

并通过大量的数值实例演示了理论结果的有效性和使用方法 。

本书可作为高等院校控制理论与应用 、应用数学 、电子工程 、计算机等

相关专业高年级本科生 、研究生的教材和参考书 ，也可供相关教师及科研人

员参考 。
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前 　 　言

不连续控制系统可以看成一类简单的混杂系统 ，它由有限多个连续时间子系

统以及子系统之间的切换机制组成 。虽然不连续控制是古老的控制方法 ，但由于

不连续系统理论分析的复杂性以及不连续控制手段的多样性 ，相对连续控制系统

理论 ，不连续控制系统理论还不够成熟 。同时 ，工业控制对象的复杂化和对控制

精度的高要求 ，客观上为非线性复杂系统的不连续控制提出了新的理论问题 。近

年来 ，非线性系统的控制理论以及与之相关的右端不连续动态系统理论 ，尤其是

混杂系统理论研究得到了广泛关注 ，成了控制系统理论研究领域的热点问题 。

目前 ，不连续控制系统包含了多种右端不连续系统 ，其中包括切换系统 、脉冲

控制系统 、滑模控制系统 、继电反馈系统 、间歇控制系统等混杂控制系统 。本书主

要讨论 ３种系统 ：周期间歇控制系统 、脉冲控制系统和脉冲切换系统 。并重点介

绍状态时滞条件下 ３种控制系统的动力学稳定性和控制设计 。因此 ，从内容上 ，

本书可分成 ３ 部分 ：一是周期间歇控制系统理论与应用 ，包括常微分系统的间歇

控制 、时滞系统的间歇控制和间歇控制在混沌拟同步中的应用 ；二是脉冲控制系

统理论与应用 ，分别介绍常微分系统和时滞微分系统的脉冲控制理论 ，并深入分

析脉冲对时滞神经网络系统动力学稳定性的影响 ；三是脉冲切换系统理论 ，详细

介绍脉冲切换时滞系统的稳定性理论 ，并引入脉冲切换神经网络模型 。

对任何类型的过程控制问题 ，间歇控制都是一种直接的工程控制方法 。作为

一种特殊的切换控制 ，间歇控制也分为两类 ：时间相关的切换机制和状态相关的

切换机制 。前者意味着控制操作在预先给定的时间区间内激活 ，而后者只有在系

统轨迹进入特定的区域内时才被激活 。在其他时间区间或系统轨迹没有进入特

定区域时 ，系统不受控制 ，自由演化 。因此 ，这种间歇控制系统是开环的 。

脉冲控制是基于脉冲微分方程的控制方法 。在一个脉冲控制系统中 ，至少有

一个状态变量在至少一个时刻要发生冲击性突变 。脉冲控制系统的研究可以追

溯到现代控制理论的开始时期 ，在最优控制的框架下 ，许多脉冲控制方法已经有

了成功的应用 。然而 ，脉冲控制理论的早期发展是极其缓慢的 ，这是因为一方面
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多年来对脉冲控制系统的研究被限制在诸如力学系统和航天器最优化控制等特

定问题中 ；另一方面 ，脉冲微分方程的早期研究集中在前苏联而没有在世界展开 。

本书集中了作者近 １０ 年来在非线性控制理论方面的一系列研究成果 ，尤其

是在间歇控制理论和脉冲切换系统理论研究领域的成果 ，这些成果大多是全新

的 。同时 ，本书全面且详细地介绍了上述 ３种系统的模型和动力学稳定性理论 ，

具有较好的自包含性 ，而且理论推导清晰详细 ，还提供了大量的数值实例 。因此 ，

本书既可以作为非线性控制理论研究者的参考用书 ，也可以作为控制理论与应

用 、应用数学等专业高年级学生和研究生的教学用书 。

本书的工作得到了国家自然科学基金“非线性时滞系统的脉冲控制及其最优

化理论研究”和“脉冲切换时滞系统的稳定性分析和控制器设计” 、教育部新世纪

优秀人才支持计划“脉冲微分方程的稳定性理论及其在脉冲控制中的应用” 、中央

高校基本科研业务费科研专项自然科学类项目重点项目“离散大系统的混杂控制

理论研究”等项目的资助 ，在此一并表示感谢 ！

感谢香港城市大学冯刚教授 、陈关荣教授 、香港中文大学王均教授等多年来

给予我的大量支持和帮助 ！感谢相关研究领域的关志洪教授 、徐胜元教授 、曹进

德教授 、章毅教授 、沈轶教授 、曾志刚教授等学术界前辈和朋友的指导和关心 ！感

谢在本书撰写过程中付出努力的博士生韩琦 、陈玲 、王欣以及硕士生元江涛 、张

伟 。另外 ，书中参考了很多国内外专家和同行学者的论文 ，无法一一列举 ，在此一

并表示衷心的感谢 ！

特别感谢我的夫人邱香华女士以及双胞胎儿子李瑞海 、邱瑞洋 ，谨以此书献

给他们 ！

由于作者知识水平及能力的限制 ，书中难免有不足之处 ，敬请专家和读者批

评指正 ！

李传东

２０１２年 ５月
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第1章暋不连续系统概述

本书主要涉及间歇系统、脉冲系统和脉冲切换系统3种不连续系统,根据连

续子系统是否含有状态时滞,又可以细分为6类系统:常微分间歇系统、时滞间歇

系统、常微分脉冲系统、时滞脉冲系统、常微分脉冲切换系统和时滞脉冲切换系

统。本书对每一种类型都进行了详细的阐述和深刻的理论分析。本章简要介绍

本书涉及的这些非线性系统的模型及其研究现状。

1.1暋不连续系统

不连续控制系统来源于连续系统的不连续控制和不连续系统的控制。前者

由连续的非受控系统、不连续控制器和控制切换机制组成,例如,抽样控制系统、
脉冲调制控制系统、脉冲控制系统、滑模控制系统等;后者由多模态系统、连续或

不连续的控制器和不同模态间的切换机制组成,例如,机器人控制系统、交通流控

制系统、模糊控制系统、基于逻辑的切换控制系统等。下面给出不连续系统的描

述性定义。
一个连续状态空间(欧几里得空间或希尔伯特空间)通过一组切换面分成无

限多个操作域,在每个操作域内,系统由一个右端可微的常微分方程描述。一旦

系统轨迹达到切换面,连续状态就会按照某种切换规则发生跳跃。这里的切换规

则是从切换面到操作域的一个映射。这里的状态跳跃一般被看做一种脉冲现象。
一个特殊情况是系统达到切换面时没有脉冲现象出现,则在这种情况下,系统的

状态轨迹一直是连续的,但在切换面附近系统是不可微的。
由此可见,一个不连续系统具有如下特征:栙一组由操作域组成的切换面;

栚一组定义在各个操作域的连续时间子系统;栛一个切换规则,用以确定子系统

之间的跳跃。一般来说,切换规则是由系统状态决定的,也就是子系统之间的切

换时刻是动态变化的。但在一些情况下,如周期抽样控制系统等,系统的切换时

刻是固定的。本书主要讨论3种不连续系统,即间歇控制系统、脉冲控制系统和

脉冲切换系统。而这3种系统都可以看成特殊的切换系统。

1.1.1暋切换系统

“切换暠作为一种控制思想,很早就在控制理论中得到了应用。从经典控制理

论中最基本的开关控制到相对高级的智能控制等多种控制算法都贯穿了“切换暠



的思想。切换系统也从早期的开关伺服系统、Bang灢Bang控制系统发展到变结构

控制系统、滑模控制系统等。近年来,随着混杂系统理论的深入研究,切换系统被

认为是一种以切换为基本特征的混杂系统。目前,切换系统是混杂系统理论与应

用研究领域中非常活跃的一个分支,其主要研究内容包括切换系统的建模、分析

和控制等。有关切换系统的综述性文献见参考文献[1]~文献[4]。
一般地,切换系统可描述为

x·(t)=f氁(t)(t,x(t)) (1灢1)
式中,氁:Z+ 曻毇 为分段右连续函数,毇为指标集,通常假定为有限集,由子系统的

编号组成,记为 毇= 1,2,…,{ }N 。
一个切换控制系统定义为

x·(t)=f氁(t)(t,x(t))+暺
m

i=1
g氁(t)(t,x(t))ui (1灢2)

暋暋切换系统的稳定性分析是目前切换研究中的热点[5灢7]。由于“切换暠的引入,
系统的动力学行为会因为“切换暠变得非常复杂。如尽管每个子系统都稳定,但不

恰当的切换机制却会使整个系统不稳定;而即使每个子系统都不稳定,却可由恰

当的切换使整个系统稳定。因此,研究切换系统的稳定性,必须同时考虑各子

系统的稳定性和系统的切换机制。切换系统另一个研究热点是系统的能控性、
能观性和能达性的判定问题及复杂系统的切换控制,有兴趣的读者可参考文献

[8]~文献[16]。

1.1.2暋间歇控制系统

间歇控制的控制切换也可以分为时间相关的切换和状态相关的切换。前者

意味着控制操作在预先给定的时间区间内激活,而后者只有在系统轨迹进入特定

的区域内时才被激活。在其他时间区间或系统轨迹没有进入特定区域时,系统不

受控制,自由演化。因此,这种间歇控制系统是开环的。最近,间歇控制系统理论

得到了大量的研究,并应用到复杂系统的控制和同步,读者可参考文献[17]~文

献[28]。
时间相关的间歇控制系统可以描述为

x·(t)=f(t,x(t))+u(t)

x(t0)=x{
0

(1灢3)

式中,x暿Rn为状态向量;f:Rn曻Rn是一个满足f(0)=0的连续的非线性函数;

u(t)表示系统的外部控制,具有形式

u(t)=
Kx(t),暋mT 曑t<mT+氂
0,暋mT+氂曑t< (m+1){ T

式中,K暿Rn暳n是控制增益向量;T>0表示控制周期;氂>0是控制宽度。这样,受
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控系统由下式确定

x·(t)=f(t,x(t))+Kx(t),暋mT曑t<mT+氂
x·(t)=f(t,x(t)),暋mT+氂曑t<(m+1){ T

这是一个典型的周期间歇控制系统,其目标是设计合适的T、氂和K 使其系统

式(1灢3)可以被稳定在原点。

1.1.3暋脉冲控制系统

在科学实践中,脉冲系统出现于20世纪50年代。它用来描述一些特定的演

化过程及动力学控制系统,这些过程和系统由于其状态会出现脉冲形式的突然急

剧的变化而不能用单纯的连续模型或单纯的离散模型描述[29灢30]。脉冲系统的数

学基础是如下的脉冲微分方程

x· =f(t,x), t曎氂i

殼x=U(i,x),t=氂i,i=1,2,…

x(t0)=x0, t0 曒

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

(1灢4)

式中,f:R+ 暳Rn曻Rn连续;x暿Rn是状态变量;氂{ }i 表示脉冲时刻的集合,满足

0曑t0<氂1 <氂2 < … <氂i <氂i+1 < … 且 氂i 曻 曓 (i曻 曓 );U (i,x)=

殼x 暋
t=氂i

曉x氂+( )i -x氂-( )i 表示状态变量在氂i 时刻的跳跃,x 氂+( )i =lim
t曻氂+

i

x(t),

x(氂-
i )=lim

t曻氂-
i

x(t)。一般地,假设系统在脉冲时刻是左连续的,即x(氂-
i )=x(氂i)。

由此可知,一个脉冲控制系统由3部分组成:栙一个连续时间的微分方程,用
以确定动态系统在两个脉冲事件之间的运动;栚一个差分方程,用以确定当脉冲

事件发生的瞬间系统状态变化的方式;栛一个规则,用以确定系统状态发生突变

的时刻,即脉冲事件发生的时刻。在文献[31]中,Yang给出了由常微分方程确定

的脉冲控制系统的理论基础,研究了这种脉冲控制的存在性和稳定性。在文献

[29]中,结合脉冲控制系统在微电子设备和混沌扩频通信中的应用,重点研究了

两类控制系统。第一类是控制脉冲系统:系统本身是一个脉冲微分方程,控制律

既可以是连续的也可以是脉冲的。第二类控制系统是受脉冲控制的动力学系统:
系统本身不受脉冲影响,但控制律中引入了对系统状态变量的脉冲影响。近年

来,随着脉冲微分方程理论的快速发展,脉冲控制的应用范围也逐步扩大,如新的

带有脉冲影响的种群模型[32灢38]、原子核自旋发动机的脉冲控制[39]、生物系统中杀

虫剂的脉冲控制[40]、空气弹性学系统的脉冲响应[41]等。

1.1.4暋脉冲切换系统

在文献[42]和文献[43]中,提出了同时包含切换机制和脉冲机制的混杂系统
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模型

x·(t)=A氁(k)f氁(k)(t,x(t)),t暿 [tk-1,tk)

殼x(tk)=Jk(t-
k ,x(t-

k )), t=tk,k=1,2,…

x(t0)=x

ì

î

í

ï
ï

ïï
0

(1灢5)

式中,t0曒0表示初始时刻;氁:曻I= 1,2,…,{ }m 是一个分段常量函数;t{ }k 满

足0曑t0<t1<…<tk<… 且lim
k曻曓

tk=曓。

脉冲切换系统包含脉冲机制和切换机制。至少有两种情况会产生脉冲切换

系统:切换系统在不同子系统切换时发生了状态的跳跃;在不同子系统进行切换

时施加脉冲控制。不同于一般的切换系统,脉冲切换系统在切换时刻要经历状态

的跃变;也不同于一般的脉冲系统,脉冲切换系统在脉冲时刻的前后会发生系统

结构的变化。研究脉冲切换系统的主要动机是研究同时具有脉冲机制和切换机

制的混杂控制方案以实现高度复杂的非线性动力学系统或控制具有较大的不确

定因素/未知参数。事实上,随着动力学系统复杂度的提高,采用单一的控制器达

到期望性能也越来越不现实。因此,一般的做法是设计多个控制器,不同的控制

器具有不同的作用域,通过一种机制实现不同控制器之间的切换。从理论层面

看,同时具有脉冲机制和切换机制、同时具有底层连续动力学和高层离散逻辑的

连续灢离散系统对传统的系统与控制理论提出了新的挑战。

1.2暋时 滞 系 统

时滞系统是指存在时间滞后的系统,即系统的当前状态明显地依赖于系统过

去的状态。时滞在自然界、工程技术和社会生活领域中广泛存在的,其生产的根

源在于有限的信号传输速度、开关速度和记忆效应等。时滞系统一般用时滞微分

方程(DDE)或泛函微分方程描述,一个简单的带有离散时滞的时滞系统可以由

DDE表示[44灢45]为

x·(t)=f(t,x(t),x(t-氁)),暋t曒t0

x(t0+毴)=毤(毴),暋毴暿 -氁,[ ]{ 0
(1灢6)

式中,氁是一个正数,表示系统时滞;毤:-氁,[ ]0 曻Rn是一个连续向量值函数,表示

系统的初始状态。相应地,带有离散时滞的切换系统和脉冲系统分别由切换时滞

微分方程和脉冲时滞微分方程描述

x·(t)=fs(t,x(t),x(t-氁)),暋t曒t0

x(t0+毴)=毤(毴),暋毴暿 -氁,[ ]{ 0
(1灢7)

x·(t)=f(t,x,x(t-氁)),t曎氂i,t曒t0

殼x(t)=U(i,x(t)), t=氂i,i=1,2,…

x(t0+毴)=毤(毴), 毴暿 -氁,[ ]

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

(1灢8)
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1.3暋不连续系统的稳定性分析

系统和控制理论中一个最基本的问题是动力系统的稳定性。近10年来,切
换系统和脉冲系统的稳定性和镇定问题成为非线性动力学和非线性控制理论研

究中的热点,也取得了大量的研究成果,参见文献[31]、文献[46]~文献[48]。其

中,文献[46]和文献[47]是关于切换系统的稳定性分析,文献[31]和文献[48]是
关于脉冲系统的稳定性和控制。下面简单介绍带有时滞的切换系统、脉冲系统稳

定性以及脉冲切换系统模型稳定性的研究成果。

1.3.1暋切换时滞系统的稳定性

近10年来,切换时滞系统的稳定性理论得到了深入的研究,取得了大量深刻

的结果[49灢53]。在文献[49]中,研究了一类由多个线性时滞微分方程组成的切换时

滞系统的稳定性,研究结果显示这类系统的稳定性可以由通用李雅普诺夫函数的

方法得到。文献[50]利用Lyapunov灢Krasovskii泛函和线性矩阵不等式方法研究

了离散时间的线性切换系统的稳定性和镇定,在时滞未知的情况下,得到了较好

的稳定性条件。利用平均驻留时间方法,文献[51]得到了带有时变时滞的切换系

统在任意切换条件下的时滞相关的稳定性条件。文献[52]研究了带有模型相关

时滞的离散时间的参数不确定的切换系统的鲁棒稳定性,并分析了控制系统的

H曓性能。Qiu等[53]研究了不确定离散时间切换时滞系统的时滞相关的输出反

馈保成本控制,给出了一些有意义的结果。

1.3.2暋脉冲时滞系统的稳定性

脉冲控制在微分系统和差分系统中的成功应用促进了研究人员对脉冲时滞

系统的研究兴趣,但是由于脉冲时滞系统的状态不连续,不能将基于李雅普诺夫

函数或者泛函方法的稳定性理论简单地移植到这种系统,而且不同的脉冲机制对

系统的影响是不同的。更复杂的是,脉冲和时滞对系统动力学常是混合作用的,
因此,脉冲时滞系统的稳定性理论还有待进一步发展。目前,利用解的积分表示

方法研究了线性脉冲时滞微分方程的稳定性问题[54灢61],对于非线性脉冲时滞系

统,文献 [54]提出了Lyapunov灢Razumikhin函数方法,文献[62]和文献[63]提出

了李雅普诺夫泛函方法,文献[64]提出了相应的Razumikhin方法。

1.3.3暋脉冲切换系统的稳定性

近来,关于混杂切换脉冲系统的稳定性分析和控制器设计得到了研究人员的

极大关注,也取到了许多有意义的理论结果和控制应用结果[65灢68]。在文献[66]
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中,Lee和Lin利用最小驻留时间和冗余方法研究了模型式(1灢5),得到了平衡点

渐近稳定和指数稳定的充分条件。关治洪教授,Hill和Shen在文献 [67]中研究

了特定切换条件下系统式(1灢5)的稳定性问题,提出了针对任意脉冲的一系列通

用稳定性条件。特别指出的是文献[68],Li等在这本专著中对脉冲切换系统的稳

定性理论和控制应用作了深刻而全面的论述。
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第2章暋周期切换常微分系统

本章研究由两个子系统组成的周期切换系统理论。首先根据子系统的稳定

性将周期切换系统分成3种类型,接着详细分析这3种类型的周期切换系统的稳

定性,最后将周期切换系统的理论结果应用于间歇控制系统。

2.1暋引暋暋言

切换系统是工程设计和人类活动中常见的一种行为方式[1灢2],如飞机或汽车

的驾驶、电力系统等。由于在系统建模、复杂系统控制方面的广泛应用,近30年

来,切换系统一直是控制领域的研究热点[1灢17]。切换系统具有复杂系统的特性,如
每个子系统都稳定,切换后可能不稳定;也可能每个子系统都不稳定,但切换系统

是稳定的。因此,对切换系统动力学行为的研究是切换控制系统理论研究的关键

内容之一。在切换系统的研究中,常用的分析工具包括矩阵理论、动力系统理论

和微分包含等。在切换系统中有两种不同的切换机制:一是按时间进行切

换[11灢13],简称时间切换,如周期切换系统;二是与系统状态相关的切换[4灢10],简称状

态切换,如服务器切换系统。
目前,切换系统的研究基本集中在线性切换系统,或含有非线性扰动的线性

系统。由于切换系统具有复杂系统的特性,所以对切换系统动力学的研究需要根

据其子系统的稳定性分类进行。本节以两个子系统组成的切换系统为例展开研

究,对于含有多个子系统的情况,可以采用类似的方法进行分析。显然,根据两个

子系统的稳定性,这种时间切换系统应包含以下3种类型。
类型栺:两个子系统都不稳定。
类型栻:两个子系统中一个稳定,另一个不稳定。
类型栿:两个子系统都稳定。
下面将分别讨论这3种情况下时间切换系统的稳定性。

2.2暋问题陈述和预备知识

考虑如下切换系统

x·(t)=Aix(t)+Bifi(x(t)),暋kT+氂i-1 曑t<kT+氂i

i=1,2,…,m;k=1,2,…
(2灢1)



式中,x暿Rn 表示状态向量;Ai=(a(i)
kl )暿Rn暳n和Bi=(b(i)

kl )暿Rn暳n,i=1,2,是常矩

阵;T>0称为切换周期;殼氂i=氂i-氂i-1称为第i个子系统的驻留时间,0=氂0<氂1<
…<氂m-1<氂m=T。显然,这是一个有m 个非线性子系统的特殊的切换系统,它的

特点是切换时刻是周期变化的,所以称为周期切换系统。为了便于后面的分析,
假设非线 性 项 是 神 经 类 型 的 连 续 函 数,即 fi (x)= [fi1 (x1),fi2 (x2),…,

fin(xn)]T,且满足假设

(H1)fi(0)=0,存在常数毩ij(i=1,2,…,m;j=1,2,…,n)使得

fij(y)-fij(y)曑毩ij y-y ,炐y,y暿R
暋暋采用线性化方法将系统式(2灢1)化成非自治线性系统。为此,定义m暳n个函

数sij(i=1,2,…,m;j=1,2,…,n)

sij(t)=
fij(xj(t))

xj(t) ,暋xj(t)曎0

0,暋xj(t)=
{

0
令Si=diag(si1,si2,…,sin),i=1,2,…,m。那么,系统式(2灢1)可改写成

x·(t)= (Ai+BiSi(t))x(t),kT+氂i-1 曑t<kT+氂i

i=1,2,…,m;k=1,2,…
(2灢2)

暋暋由假设(H1)知,sij 曑毩ij(i=1,2,…,m;j=1,2,…,n)。从而,对任意的

t曒t0和i=1,2,…,m,有

-Li曑Si曑Li=diag(毩i1,毩i2,…,毩in)
进一步,对i=1,2,…,m,令

C-i = (c-
(i)
kl )n暳n 曉Ai- Bi Li,暋C-i = (c-(i)

kl )n暳n 曉Ai+ Bi Li

M C-i,C-[ ]i = C= (c(i)
kl )n暳n:c-

(i)
kl 曑c(i)

kl 曑c-(i)
kl ,k,l=1,2,…,{ }n

式中,Bi =(b(i)
kl )暿Rn暳n。对任意的t曒t0

Ai+BiSi(t)暿M C-i,C-[ ]i

定义

Ci=
C-i+C-i

2 =Ai,暋Hi=
C-i-C-i

2 = Bi Li,暋i=1,2,…,m

因为矩阵 Hi=(h(i)
kl )暿Rn(i=1,2,…,m)的各个元素是非负的,进一步定义

Ei = h(i)
11e1,…,h(i)

1ne1,…,h(i)
n1en,…,h(i)

nne[ ]n 暿Rn暳n2

Fi = h(i)
11e1,…,h(i)

1nen,…,h(i)
n1e1,…,h(i)

nne[ ]n
T 暿Rn2暳n

(2灢3)

式中,ei表示n暳n单位矩阵中的第i个列向量。容易验证,对i=1,2,…,m,
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EiET
i =diag(暺

n

j=1
h(i)

1j ,暺
n

j=1
h(i)

2j ,…,暺
n

j=1
h(i)

nj )

FT
iFi =diag(暺

n

j=1
h(i)

j1 ,暺
n

j=1
h(i)

j2 ,…,暺
n

j=1
h(i)

jn )
(2灢4)

引理2.1[18灢19]暋令

毑* = 毑暿Rn2暳n2 毑=diag(毰11,…,毰1n,…,毰n1,…,毰nn)

毰ij 曑1,暋i,j=1,2,…,{ }n

N C-i,C-[ ]i = Di=Ci+Ei毑iFi 毑i暿毑{ }*

则M C-i,C-[ ]i =N C-i,C-[ ]i 。

现在考虑如下的不确定线性系统

x·(t)= (Ci+Ei毑iFi)x(t),暋kT+氂i-1 曑t<kT+氂i (2灢5)
式中,毑i暿毑* ,i=1,2。

由引理2.1可知,系统式(2灢5)的鲁棒稳定性隐含了系统式(2灢2)的稳定性,
而系统式(2灢2)等价于系统式(2灢1)。因此,可以通过研究系统式(2灢5)的鲁棒稳

定性间接得到系统式(2灢1)的稳定性条件。
注2.1暋如果非线性函数fi(x)满足假设

(H2)对任意的xj曎0和i=1,2,…,m;j=1,2,…,n

0曑fij(xj)
xj

曑毩ij

则0曑sij曑毩ij且C-i=Ai+(min0,b(i)
kl毩{ }il ),C-i=Ai+(max0,b(i)

kl毩{ }il )。

可以看到,(H2)隐含了

Ci=Ai+1
2

(b(i)
kl毩il),Hi=1

2
(b(i)

kl 毩il)

式中,(dkl)表示以dkl为第k行第l列元素的矩阵。
为简便起见,下面只考虑只有两个子系统的情况,即m =2。这样,可以把式

(2灢1)和式(2灢5)分别改写成

x·(t)=A1x(t)+B1f(x(t)), kT 曑t<kT+毩T

x·(t)=A2x(t)+B2g(x(t)), kT+毩T 曑t< (k+1){ T
(2灢6)

x·(t)= (C1+E1毑1F1)x(t), kT 曑t<kT+毩T

x·(t)= (C2+E2毑2F2)x(t), kT+毩T 曑t< (k+1){ T
(2灢7)

式中,0<毩<1为切换率。显然,式(2灢6)和式(2灢7)的结果容易推广到具有任意有

限多个子系统的一般系统式(2灢1)和式(2灢5)。
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2.3暋稳定性分析:类型栺

本节研究有两个不稳定子系统组成的切换系统式(2灢6),根据2.2节的讨论,
系统式(2灢7)的鲁棒稳定性隐含系统式(2灢6)的稳定性,因此,首先讨论系统式(2灢
7)的鲁棒稳定性。

定理2.1暋假设存在对称正定矩阵P,正常数q1,q2和毩(0<毩<1)使得

毟1 =P(毩C1+(1-毩)C2)+(毩C1+(1-毩)C2)TP
+毩q-1

1 PE1ET
1P+毩q1FT

1F1

+(1-毩)q-1
2 PE2ET

2P+(1-毩)q2FT
2F2 <0 (2灢8)

则存在小的切换周期T 使得时间切换系统式(2灢7)的原点是全局鲁棒指数稳定

的,从而,时间切换系统式(2灢6)的原点是全局指数稳定的。
证明:只需证明不等式(2灢8)隐含系统式(2灢7)在小的切换周期下是全局鲁棒

指数稳定的。不失一般性,假设系统式(2灢7)在初始时刻t0暿 0,毩[ T)的值为x0=
x(t0)。根据分段积分,得

x(毩T)=exp((C1+E1毑1F1)(毩T-t0))x0

x(T)=exp((C2+E2毑2F2)(1-毩)T)exp((C1+E1毑1F1)(毩T-t0))x0

=exp((C2+E2毑2F2)(1-毩)T)

暋暳exp((C1+E1毑1F1)毩T)exp(-(C1+E1毑1F1)t0)x0

= I+(C2+E2毑2F2)(1-毩)T+ 1
2! (C2+E2毑2F2)2 (1-毩)2T2+[ ]…

暋暳 I+(C1+E1毑1F1)毩T+ 1
2! (C1+E1毑1F1)2毩2T2+[ ]…

暋暳exp(-(C1+E1毑1F1)t0)x0

= I+ (C1+E1毑1F1)毩+(C2+E2毑2F2)(1-毩[ ])T+毌(T{ })

暋暳exp(-(C1+E1毑1F1)t0)x0

容易看出,如果让时间周期T 趋近于0,则在任意的固定时间区间内系统

(2灢7)的解都将趋近于“平均暠系统取相同初始值时的解[20]

x·(t)= (C1+E1毑1F1)毩+(C2+E2毑2F2)(1-毩[ ])x(t) (2灢9)
式中,毑1,毑2暿毑* 。

也就是说,当切换周期足够小时切换系统式(2灢7)的鲁棒稳定性可以由“平
均暠系统式(2灢9)的鲁棒指数稳定性确定。而系统式(2灢9)全局鲁棒指数稳定的充分

必要条件之一是:对任意的毑1,毑2暿毑* ,存在0<毩<1使得 Ae=(C1+E1毑1F1)毩+
(C2+E2毑2F2)(1-毩)是 Hurwitz。这个充分必要条件等价于条件:存在对称正定

矩阵P 使得AT
eP+PAe<0。而使得AT

eP+PAe<0成立的一个充分条件恰恰是
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不等式(2灢8)。这是因为,当x曎0时

xT AT
eP+PA[ ]e x

=xT (C1+E1毑1F1)毩+(C2+E2毑2F2)(1-毩[ ])T{ P
+P (C1+E1毑1F1)毩+(C2+E2毑2F2)(1-毩[ ])}x

=xT 毩C1+(1-毩)C[ ]2
TP+P 毩C1+(1-毩)C[ ]{ }2 x

+2毩xTPE1毑1Fx+2(1-毩)xTPE2毑2F2x
曑xT 毩C1+(1-毩)C[ ]2

TP+P 毩C1+(1-毩)C[ ]{ }2 x
+毩q-1

1 xTPE1ET
1Px+毩q1xTFT

1F1x
+(1-毩)q-1

2 xTPE2ET
2Px+(1-毩)q2xTFT

2F2x
=xT 毩C1+(1-毩)C[ ]2

TP+P 毩C1+(1-毩)C[ ]{ 2

+毩q-1
1 PE1ET

1P+毩q1FT
1F1

+(1-毩)q-1
2 PE2ET

2P+(1-毩)q2FT
2F2}x

=xT毟1x<0
暋暋注2.2暋这个结果可以看成时间切换线性系统稳定性结果的自然推广[13]。

2.4暋稳定性分析:类型栻

这一节假设系统式(2灢6)的两个子系统中一个是全局指数稳定的子系统,而另

一个不稳定。分别用多李雅普诺夫函数和单李雅普诺夫函数研究切换系统的稳

定性,得到了两个确保系统全局指数稳定的充分条件。
假设第一个子系统全局指数稳定,而第二个子系统不稳定。一个特殊的情况

是,当切换周期无穷大时,系统只按照第一个子系统演化,所以系统是指数稳定

的。反之,如果第一个子系统不稳定,而第二个子系统稳定,当切换周期无穷大

时,系统是不稳定的。本节不考虑这些极端情况,只考虑确定二元组(T,毩)的取值

范围使当切换周期T 和切换率毩 在这个取值范围内取值时切换系统是全局指数

稳定的。
定理2.2暋假设存在两个常量函数Vi:Rn曻R+ ,i=1,2和一个单调连续增函

数毭(毭(0)=0)以及常数毸1>0,毸2>0和毬曒1使得

栙 毭(暚x暚)曑V1(x)

栚 对任意的k=0,1,2,…,当t暿 kT,kT+毩T[ )时,V
·

1(x)曑-毸1V(x);

当t暿 kT+毩T,(k+1)T[ )时,V
·

2(x)曑毸2V(x)

栛 对任意的x暿Rn和i,j暿 1,{ }2 ,有Vi(x)曑毬Vj(x)

栜毰=毩毸1-(1-毩)毸2-2
Tln毬>0
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则时间切换系统式(2灢6)的原点是全局指数稳定的。
证明:当t暿 kT,kT+毩[ T)时,由条件栚知

V1(x)曑exp -毸1(t-kT{ })V1(kT) (2灢10)

类似地,当t暿 kT+毩T,(k+1)T[ )时,不等式V
·

2(x)曑毸2V(x)隐含了

V2(x)曑exp毸2(t-kT-毩T{ })V2(kT+毩T) (2灢11)
由式(2灢10)、式(2灢11)和条件栛,得

(a)当t暿 0,毩T[ )时,V1(x)曑exp -毸1{ }tV1(0)
(b)当t暿 毩T,T[ )时

V2(x)曑exp毸2(t-毩T{ })V2(毩T)

曑毬exp毸2(t-毩T{ })V1(毩T)

曑毬exp毸2(t-毩T)-毸1毩{ }T V1(0)

=毬exp -(毸1+毸2)毩T+毸2{ }tV1(0)

暋暋(c)当t暿 T,T+毩T[ )时

V1(x)曑exp -毸1(t-T{ })V1(T)

曑毬exp -毸1(t-T{ })V2(T)

曑毬2exp -毸1(t-T)-(毸1+毸2)毩T+毸2{ }T V1(0)

=毬2exp (毸1+毸2)(1-毩)T-毸1{ }tV1(0)

暋暋(d)当t暿 T+毩T,2T[ )时

V2(x)曑exp毸2(t-T-毩T{ })V2(T+毩T)

曑毬exp毸2(t-T-毩T{ })V1(T+毩T)

曑毬3exp毸2(t-T-毩T)+(毸1+毸2)(1-毩)T-毸1(T+毩T{ })V1(0)

=毬3exp -2(毸1+毸2)毩T+毸2{ }tV1(0)
由归纳法知

(e)当t暿 kT,kT+毩[ T)时,可得k曑t
T

,且

V1(x)曑毬2kexpk(毸1+毸2)(1-毩)T-毸1{ }tV1(0)

曑exp (毸1+毸2)(1-毩)T+2ln[ ]毬
t
T -毸1{ }tV1(0)

曑exp (毸1+毸2)(1-毩)+2
Tln[ ]毬{ }tV1(0)

=exp - 毩毸1-(1-毩)毸2-2
Tln毬-毸[ ]1{ }tV1(0)

暋暋(f)当t暿 kT+毩T,(k+1)T[ )时,可得k+1曒t
T 曒k,且

V2(x)曑毬2k+1exp -(k+1)(毸1+毸2)毩T+毸2{ }tV1(0)
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曑毬exp -(毸1+毸2)毩T+2ln[ ]毬
t
T +毸2{ }tV1(0)

曑毬exp - (毸1+毸2)毩-2
Tln毬-毸[ ]2{ }tV1(0)

=毬exp - 毩毸1-(1-毩)毸2-2
Tln[ ]毬{ }tV1(0)

从而,由(e)~(f)和条件栙、条件栜知,定理成立。
根据定理2.2,如果选取二次李雅普诺夫函数Vi(x)=xTPix(i=1,2),则下

面的推论成立。
推论2.1暋假设存在对称正定矩阵P1和P2,以及正常数毸1,毸2,毺1,毺2使得

栙 P1(A1+0.5毸1I)+(A1+0.5毸1I)TP1+毺-1
1 P1B1BT

1P1+毺1L2
1曑0

栚 P2(A2-0.5毸2I)+(A2-0.5毸2I)TP2+毺-1
2 P2B2BT

2P2+毺2L2
2曑0

栛毰=毩毸1-(1-毩)毸2-2
Tln毬>0

式中,毬= sup
1曑i曎j曑2

毸max(Pi)
毸min(Pj)

。则含有一个稳定子系统和一个不稳定子系统的时间切

换系统式(2灢6)的原点是全局指数稳定的。而且,系统的状态满足

暚x(t)暚曑 毬毸max(P1)
毸min(P1)暚x0暚exp -1

2 毩毸1-(1-毩)毸2-2
Tln[ ]毬{ }t

证明:考虑二次李雅普诺夫函数Vi(x)=xTPix(i=1,2)。由于推论2.1中的

条件栛与定理2.2中条件栜相同,所以只需证明定理2.2中的条件栙~条件栛
成立。

当t暿 kT,kT+毩[ T)时,由条件栙和Schur余引理[21]知,V1沿着第一个子系

统的时间导数为

V
·

1(x)=2xTP1 A1x(t)+B1f(x(t[ ]))

=xT(t)P1A1+AT
1P[ ]1 x(t)+2xT(t)P1B1f(x(t))

曑xT(t)P1A1+AT
1P[ ]1 x(t)+毺-1

1 xT(t)P1B1BT
1P1x(t)

暋+毺1fT(x(t))f(x(t))

曑xT(t)P1A1+AT
1P1+毺-1

1 P1B1BT
1P[ ]1 x(t)+毺1xT(t)L2

1x(t)

=xT(t)P1A1+AT
1P1+毺-1

1 P1B1BT
1P1+毺1L[ ]2

1 x(t)

=-毸1V1(x)+xT(t)P1A1+AT
1P1+毺-1

1 P1B1BT
1P1+毺1L2

1+毸1P[ ]1 x(t)

曑-毸1V1(x)
当t暿 kT+毩T,(k+1)T[ )时,由条件栚和Schur余引理[21]知,V2沿着第二个子系

统的时间导数为

V
·

2(x)=2xTP2 A2x(t)+B2g(x(t[ ]))
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=xT(t)P2A2+AT
2P[ ]2 x(t)+2xT(t)P2B2g(x(t))

曑xT(t)P2A2+AT
2P[ ]2 x(t)+毺-1

2 xT(t)P2B2BT
2P2x(t)

暋+毺2gT(x(t))g(x(t))

曑xT(t)P2A2+AT
2P2+毺-1

2 P2B2BT
2P[ ]2 x(t)+毺2xT(t)L2

2x(t)

=xT(t)P2A2+AT
2P2+毺-1

2 P2B2BT
2P2+毺2L[ ]2

2 x(t)

=毸2V2(x)+xT(t)P2A2+AT
2P2+毺-1

2 P2B2BT
2P2+毺2L2

2-毸2P[ ]2 x(t)

曑毸2V2(x)

暋暋由此可知,定理2.2中的条件栙和条件栚成立。另一方面,毬的定义隐含着

Vi(x)曑毬Vj(x),即定理2.2中的条件栛成立。因此,根据定理2.2,该推论成立。
注2.3暋如果毩毸1-(1-毩)毸2>0,则当切换周期足够大时定理2.2中的条件

栜和推论2.1中的条件栛总是成立。这与前面提过的只有第一个系统的极端情

况一致。
注2.4暋可以根据推论中的条件栛估计出切换周期T 和切换率毩组成的二元

组的取值区域 毟以确保当(毩,T)暿毟时系统是全局指数稳定的。求解区域 毟 步

骤如下。
第1步:由条件栙求出毸1的最大值及相应的P1。条件栙等价于关于P1和毺1

的线性矩阵不等式(LMI)[22]

P1A1+AT
1P+毸1P1+毺1L2

1 -P1B1

-BT
1P1 -毺1

é

ë
êê

ù

û
úúI
曑0

暋暋由此,第1步就转化成了求解如下优化问题

max毸1

s.t.
P1A1+AT

1P+毸1P1+毺1L2
1 -P1B1

-BT
1P1 -毺1

é

ë
êê

ù

û
úúI
曑

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 0

暋暋第2步:由条件栚求出毸2的最小值及相应的P2。类似于第1步,问题转化成

求解含有LMI的优化问题

min毸2

s.t.
P2A2+AT

2P2+毺2L2
2-毸2P2 -P2B2

-BT
2P2 -毺2

é

ë
êê

ù

û
úúI
曑

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 0

暋暋第3步:利用上两步求出的毸1 和毸2,估计(毩,T)的取值范围

毟= (毩,T):毩毸1-(1-毩)毸2 >0andT > 2ln毬
毩毸1-(1-毩)毸{ }2

暋暋定理2.2中用两个不同的李雅普诺夫函数给出了系统指数稳定性的一个充
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分条件,显然,如果对两个子系统采用同一个李雅普诺夫函数,可以得到如下更简

单的稳定性条件。
定理2.3暋假设存在李雅普诺夫函数V:Rn曻R+ ,单调连续增函数毭(毭(0)=

0)及常数毸1>0,毸2>0,毬曒1使得

栙 毭(暚x暚)曑V(x)

栚 对任意的k=0,1,2,…,当t暿 kT,kT+毩T[ )时,V
·
(x)曑-毸1V(x);

当t暿 kT+毩T,(k+1)T[ )时,V
·
(x)曑毸2V(x)

栛毰=毩毸1-(1-毩)毸2>0
则对任意的切换周期T>0,系统式(2灢6)是全局指数稳定的。

类似于推论2.1,根据定理2.3有如下推论。
推论2.2暋假设存在对称正定矩阵P 和正常数毸1,毸2,毺1,毺2使得

栙 P(A1+0.5毸1I)+(A1+0.5毸1I)TP+毺-1
1 PB1BT

1P+毺1L2
1曑0

栚 P(A2-0.5毸2I)+(A2-0.5毸2I)TP+毺-1
2 PB2BT

2P+毺2L2
2曑0

栛毰=毩毸1-(1-毩)毸2>0
则对任意的切换周期T>0,系统式(2灢6)是全局指数稳定的。并且

暚x(t)暚曑 毸max(P)
毸min(P)暚x0暚exp -1

2 毩毸1-(1-毩)毸[ ]2{ }t

根据线性化系统式(2灢7)和定理2.3,还可以得到更简单的充分条件。
推论2.3暋假设存在对称正定矩阵P 和正常数毸1,毸2,毺1,毺2使得

栙 PC1+CT
1P+毺-1

1 PE1ET
1P+毺1FT

1F1+毸1P曑0
栚 PC2+CT

2P+毺-1
2 PE2ET

2P+毺2FT
2F2-毸2P曑0

则对任意的切换周期T>0,如果1>毩> 毸2

毸1+毸2
,那么时间切换系统式(2灢6)的原

点是全局指数稳定的。
注2.5暋在推论2.2和推论2.3中,条件栙用于确保第一个子系统是全局指

数稳定的,即满足第一个子系统指数稳定的假设;而条件栚隐含了第二个子系统

可能是发散的,并给出了发散速度的上限,符合第二个子系统不稳定的要求。
注2.6暋利用推论2.3判断系统的稳定性时,算法步骤如下。
第1步:利用凸优化算法,由推论2.2或推论2.3中的条件栙求出毸1的最大

值及相应的P。
第2步:利用凸优化算法,由推论2.2或推论2.3中的条件栚求出毸2的最小

值。注意,矩阵P 已由第1步求出。
第3步:计算毩 的下界毸2/(毸1+毸2)。那么对任意的T>0,只要1>毩>毸2/

(毸1+毸2),时间切换系统式(2灢6)的原点就是全局指数稳定的。
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2.5暋稳定性分析:类型栿

本节讨论时间切换系统式(2灢6)具有两个稳定子系统的情况。首先研究线性

子系统的稳定性问题,然后将研究结果推广到非线性子系统的情况。

2.5.1暋线性系统的稳定性

考虑下述系统

x·(t)=A1x(t), kT 曑t<kT+毩T

x·(t)=A2x(t), kT+毩T 曑t< (k+1)T
x(0)=x

ì

î

í

ï
ï

ïï
0

(2灢12)

式中,x暿Rn表示系统状态向量;Ai=(a(i)
kl )暿Rn暳n(i=1,2)是 Hurwitz矩阵(即所

有特征值的实部都是负的)。因此,两个子系统都是全局指数稳定的。
对系统式(2灢12),首先给出如下结果。
定理2.4暋如果存在一个对称正定矩阵使得

PA1+AT
1P<0

PA2+AT
2P<0

则系统式(2灢12)对任意的切换都是全局指数稳定的。
证明:考虑李雅普诺夫函数

V(x)=xTPx
沿着系统式(2灢12)的时间轨迹分段积分V(x)可得

V(x(t))曑KxT
0Px0exp -[毩毸1+(1-毩)毸2]{ }t (2灢13)

式中,K=exp毩(1-毩)毸2{ }T ;毸i是满足PAi+AT
iP+毸iP<0的正常数。对任意的

0<毩<1,有毩毸1+(1-毩)毸2>0。定理得证。
定理2.5暋令

毸i= sup
P=PT>0

毸:PAi+AT
iP+毸P<0,毸>{ }0

Pi=arg(sup
P=PT>0

毸:PAi+AT
iP+毸P<0,毸>{ }0 ),暋i=1,2

如果切换周期T 满足

T> 2ln毬
毩毸1+(1-毩)毸2

式中,毬= max
1曑i曎j曑2

毸max(Pi)
毸min(Pj

{ }) 。则系统式(2灢12)是以切换周期为 T 全局指数稳

定的。
证明:考虑如下两个李雅普诺夫函数

·91·第2章暋周期切换常微分系统



V1(x)=xTP1x,暋t暿 kT,kT+毩T[ )

V2(x)=xTP2x,暋t暿 kT+毩T,(k+1)T[ )
显然

PiAi+AT
iPi+毸iPi曑0

V
·

i(x)曑-毸iVi(x)
因此

(a)对任意的t暿 kT,kT+毩T[ )

V(x)曑V1(0)exp - 毩毸1+(1-毩)毸2-2ln毬[ ]T{ }kT

(b)对任意的t暿 kT+毩T,(k+1)T[ )

V(x)曑毬exp -毩毸1{ }T V1(0)exp - 毩毸1+(1-毩)毸2-2ln毬[ ]T{ }kT

如果

毩毸1+(1-毩)毸2-2ln毬
T >0

即

T> 2ln毬
毩毸1+(1-毩)毸2

则系统式(2灢12)是全局指数稳定的。定理得证。

2.5.2暋非线性系统的稳定性

再来考虑非线性时间切换系统式(2灢6)及相应的“线性化暠系统式(2灢7)。本

节假设系统式(2灢7)中的两个子系统都是鲁棒 Hurwitz稳定的。类似于定理2灡4
和定理2.5,得到如下定理。

定理2.6暋如果下面的两个条件中至少有一个成立

栙 存在对称正定矩阵P 使得,对任意的毑i暿毑* ,有

P(Ci+Ei毑iFi)+(Ci+Ei毑iFi)TP<0,暋i=1,2
栚 切换周期T 满足

T> 2ln毬
毩毸1+(1-毩)毸2

式中

毬= max
1曑i曎j曑2

毸max(Pi)
毸min(Pj

{ })

毸i= sup
P=PT>0
毑i暿毑*

毸:P(Ci+Ei毑iFi)+(Ci+Ei毑iFi)TP+毸P<0,毸>{ }0
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Pi=arg(sup
P=PT>0
毑i暿毑*

毸:P(Ci+Ei毑iFi)+(Ci+Ei毑iFi)TP+毸P<0,毸>{ }0 )

则系统式(2灢6)的原点是全局指数稳定的。
对任意的毺i>0
P(Ci+Ei毑iFi)+(Ci+Ei毑iFi)TP曑PCi+CT

iP+毺-1
i PEiET

iP+毺iFT
iFi

所以,根据定理2.6,得到以下推论。
推论2.4暋如果下面任一个条件成立,则切换系统式(2灢6)的原点是全局指数

稳定的。

栙 存在对称正定矩阵P 和正常数毺i 使得

PCi+CT
iP+毺-1

i PEiET
iP+毺iFT

iFi<0,暋i=1,2
栚 存在对称正定矩阵Pi和正常数毸i使得

毸i= sup
P=PT>0

毺i>0

毸:PCi+CT
iP+毺-1

i PEiET
iP+毺iFT

iFi+毸P<0,毸>{ }0

Pi=arg(sup
P=PT>0

毺i>0

毸:PCi+CT
iP+毺-1

i PEiET
iP+毺iFT

iFi+毸P<0,毸>{ }0 )

并且满足

T> 2ln毬
毩毸1+(1-毩)毸2

式中

毬= max
1曑i曎j曑2

毸max(Pi)
毸min(Pj

{ })

2.6暋应用于间歇控制

本节研究传统意义上的间歇控制,其具有如下形式的控制律

u(t)=
u1(t),t暿 tk,tk+氂[ )

0, t暿 tk+氂,tk+1[{ )
(2灢14)

考虑非线性控制系统

x·(t)=Ax(t)+Bf(x(t))+u(t)

y(t)=Cx(t)

x(t0)=x

ì

î

í

ïï

ïï
0

(2灢15)

式中,x= x1,x2,…,x[ ]n
T暿Rn表示状态向量;A=(aij)暿Rn暳n,B=(bij)暿Rn暳n和

C=(cij)暿Rm暳n是常矩阵;y(t)表示系统输出;u(t)是形如式(2灢14)的外部输入。
非线性连续函数f(x)= f1(x1),…,fn(xn[ ])T:Rn曻Rn满足f(0)=0且满足如

下利普希茨条件
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