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内 　容 　简 　介

　 　色谱模型理论是研究色谱分离过程的理论基础 ，也是用色谱方法研究
吸附剂及催化剂物化性质的理论基础 。本书主要讨论线性与非线性色谱模
型 ，后者对应浓度较高的情形 ，与制备色谱及生产色谱密切相关 。从理想
到非理想 ，从单组分到多组分 ，从普通吸附色谱到反应色谱 ，本书对所有
这些过程都从线性到非线性作了系统讨论 ，每一部分都力求给出谱带函数
及流出曲线 。本书讨论了吸附 （分配） 等温线及分子相互作用与表面几何
对它的影响 ，它是色谱的热力学基础 。本书内容由浅入深 ，并将一些详细
的数学推导放在附录中 ，便于不同兴趣的读者阅读 。本书对一些经典结果
进行了讨论 ，力求理论与实践相结合 ，并将一些实验结果与理论结果作了
比较 。
本书可供分析化学 、物理化学和精细分离等有关专业的研究人员及工

程技术人员以及相关专业的教师 、研究生及大学生阅读和参考 。
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前 　 　言

本书讨论色谱过程的数学描述以及色谱方程的求解 。 色谱方程的
解 ，即模型理论的结果是色谱技术应用开发的理论基础之一 。在色谱作
为分离工具时 ，模型理论的结果可以作为操作参数优化的出发点 ；而当
色谱被用来研究填料的物化性质时 ，模型理论的结果又是由注入与流出
曲线确定物化参数的依据 。

本书是从原书 枟非线性色谱数学模型理论基础枠 （科学出版社 ，
１９９４） 改写的 ，原书出版已近十年 。十年来色谱技术尤其是生产规模色
谱包括模拟移动床色谱已经有了很大的发展 ，色谱模型理论的作用已变
得十分现实 。十年来 ，作者使用原书为教材 ，在教学过程中对原书作了
不少修改 。 近年来 ， 作者在与 G ． Guiochon 教授合写 “Modeling for
Preparative Chromatography” （Academic Press ， ２００３ ， ４） 及与王际达教
授合写 枟非线性色谱的数值分析枠 （中国矿业大学出版社 ， ２００２） 过程
中对其中的一些解析计算及数值计算又作了不少补充与修改 ，这些都是
出版本书的基础 。

本书第一章主要增添了建模部分 ，目的是对色谱模型的意义 、模型
的建立与模型的计算作一个系统完整的阐述 。本书第二章是原书第二章
的线性部分 ，补充了线性理想色谱与反应色谱 ，使得在第三章中要讨论
的非线性理想色谱与非线性反应色谱从方法到结果都有所对应 。第二章
最大的增补是扩散 （ D） 的影响 ，这一部分是色谱模型的主干部分 ， 本
章对各种不同注入条件的计算和结果作了详细的分析与比较 ，传质阻力
（ k f） 的影响与 D及 kf 的综合影响在这一章也作了系统的介绍 。本书的
第三章与原书比较 ，主要是增加了理想色谱的谱带与流出曲线 ，并在附
录中给出了非线性反应色谱的计算 ， 对其中的一些部分 ， 如激波形成 、
特征线交点包络等作了必要的修正 。本书第四章的基础是原书第二章中
的非线性部分 ，其中有关 D的影响补充了许多重要的推导 ， 有关 k f 的
影响作了详细分析 ，而且将上述两者的影响作了系统的比较 。本书的第



五章是从原书第四章改写的 ，原书以 Hodograph变换为基础 ，本书改写
为用更普遍 、更方便的 Coherent 条件为基础 ， 对简单波部分作了重新
整理 ，对 Coherent条件的依据作了必要的说明 。 本书的第六章是数值
计算 ，比原书增加了正交配置与各种格式的误差分析与比较 。本书的第
七章是原书的第六章 ，删除了动力学部分 ，在文字上作了必要修订 。

本书的出版得到了鞍山科技大学的资助 ，另外除 G ． Guiochon教授
及王际达教授外 ，鞍山科技大学分离技术中心的老师和研究生对本书的
出版给予很大支持 ，研究生周卫红 、丛景香在书稿形成中做了许多具体
工作 ，特此致谢 。

作 　者
２００３ 年 ７ 月

· ii · 色谱模型理论导引



目 　 　录

前言

主要符号表

第一章 　概论 １… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　第一节 　色谱模型理论的意义 １… … … … … … … … … … … … … … …
　 　第二节 　色谱模型的建立 ３… … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　第三节 　色谱模型的求解 ７… … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　附录 　偏微分方程基本知识 １２… … … … … … … … … … … … … … …
　 　参考文献 １６… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
第二章 　线性色谱 １９… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　第一节 　理想过程 １９… … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　第二节 　反应色谱 ２２… … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　第三节 　扩散的影响 ２４… … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　第四节 　相间传质阻力的影响 ３９… … … … … … … … … … … … … …
　 　第五节 　同时含扩散与相间传质阻力的情形 ４２… … … … … … … …
　 　附录 A 　 Duhamel 原理 ４６… … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　附录 B 　线性非理想色谱模型的一般解 ４７… … … … … … … … … …
　 　附录 C 　矩分析 ５３… … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　参考文献 ５６… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
第三章 　单组分理想非线性色谱 ５７… … … … … … … … … … … … … … …
　 　第一节 　理想非线性色谱数学模型分析 ５７… … … … … … … … … …
　 　第二节 　谱带发展与流出曲线 ６１… … … … … … … … … … … … … …
　 　第三节 　实验分析 ７４… … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　第四节 　理想非线性色谱间断解的数学意义 ———弱解 ８０… … … …
　 　第五节 　非线性反应色谱 ８４… … … … … … … … … … … … … … … …
　 　附录 　方程 （３ ５ １２） 的推导 ９４… … … … … … … … … … … … …
　 　参考文献 ９６… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …



第四章 　扩散及相间传质阻力对非线性色谱的影响 ９８… … … … … … …
　 　第一节 　扩散对非线性色谱的影响 ９８… … … … … … … … … … … …
　 　第二节 　相间传质阻力对非线性色谱的影响 １０４… … … … … … … …
　 　第三节 　同时含扩散与相间传质阻力的非线性色谱 １１３… … … … …
　 　第四节 　色谱的零次矩与边界条件 １１８… … … … … … … … … … … …
　 　附录 　 δ 注入条件下 Houghton近似方程的解 １２２… … … … … … …
　 　参考文献 １２３… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
第五章 　双组分理想非线性色谱 １２５… … … … … … … … … … … … … … …
　 　第一节 　数学模型分析 １２５… … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　第二节 　 Langmuir情形 １２８… … … … … … … … … … … … … … … …
　 　第三节 　简单波的传播 １３１… … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　第四节 　激波 １３３… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　第五节 　谱带的发展与保留值的计算 １３６… … … … … … … … … … …
　 　第六节 　关于 Coherent条件的讨论 １４１… … … … … … … … … … …
　 　参考文献 １４３… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
第六章 　数值分析 １４４… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　第一节 　色谱方程的离散化与逆风格式 １４５… … … … … … … … … …
　 　第二节 　稳定性 、相容性与收敛性 １４９… … … … … … … … … … … …
　 　第三节 　人工耗散与扩散补偿 １５３… … … … … … … … … … … … … …
　 　第四节 　理想双组分色谱方程的逆风格式 １５６… … … … … … … … …
　 　第五节 　理想色谱方程的守恒型差分格式 １５８… … … … … … … … …
　 　第六节 　理想色谱方程的 TVD格式 １６５… … … … … … … … … … …
　 　第七节 　含扩散的平衡色谱方程的数值解法 １６８… … … … … … … …
　 　第八节 　 Galerkin方法 １７３… … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　第九节 　正交配置法 １７８… … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　第十节 　不同数值方法的误差比较 １８２… … … … … … … … … … … …
　 　附录 　正交配置法的配置点和相应的变换矩阵 〔A〕 〔B〕 １８７… …
　 　参考文献 １８９… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
第七章 　吸附与分配等温线 １９１… … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　第一节 　吸附 （分配） 等温线与统计力学 １９１… … … … … … … … …
　 　第二节 　正则配分函数与吸附 （分配） 等温线 １９３… … … … … … …

· iv · 色谱模型理论导引



　 　第三节 　吸附 （分配） 等温线与巨正则系综 １９８… … … … … … … …
　 　第四节 　组分分子间相互作用的影响 ２０３… … … … … … … … … … …
　 　第五节 　不均匀表面的吸附等温线 ２０６… … … … … … … … … … … …
　 　第六节 　填料的 “分形” 特征及其测量方法 ２１０… … … … … … … …
　 　参考文献 ２１５… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …

目 　 　录 · v ·



主要符号表

b 　 　 　 　 　 　 　吸附系数
c 组分在流动相的浓度

c０ 注入浓度

c０ （ t） 注入浓度函数

cs ， q 组分在固定相的浓度

D 扩散系数

E 能量

F 相比

f （ c） ， f 吸附 （分配） 函数
f l ， f （ E） 吸附位置按能级 El 或能量 E 的分布函数
G 吸附系数

G０ ， G１ ， G２ 吸附 （分配） 函数展开式中零次项 、 一次项及二次项
的系数

h 空间步长

I 散射强度

kf 相间传质系数

k 玻尔兹曼系数

kr 反应速率系数

L 柱长

m 质量

Nm 组分在流动相的分子数

Ns 组分在固定相的分子数

QN ， Q 正则配分函数

q 倡 组分在固定相的平衡浓度

R 截断误差



s 柱截面

T 热力学温度

t 时间

tm 死时间

t 时间坐标

tp 进样时间

u 流动相的线速度

U 内能

V 体积

V R 保留体积

x 空间坐标

珘Z 巨配分函数

ε 流动相的体积比

θ 散射角

θl ， θ （ C ， E） 在吸附能级 El 或 E 上的吸附覆盖率
ξ 双组分色谱 C１ － C２ 平面上的特征方向
λ 波长

μ 固定相的体积比 ，化学势 （第七章）
τ 弛豫时间 ，时间步长 （第六章）

· viii · 色谱模型理论导引



鞍山科技大学学术专著 、译著出版基金

资助出版



第一章 　概 　 　论

第一节 　色谱模型理论的意义

　 　色谱模型主要是指色谱的数学模型 ，这实际上就是指描述色谱过程
及工作条件的数学方程 。具体地说就是指描述色谱过程的偏微分方程与
初始 、边界条件 。

色谱的模型理论主要包括模型的建立 、模型的求解及对系统参数的
理论分析 。

色谱模型理论其主要目标是通过方程求解建立各种条件下色谱的输

入 、输出与系统的关系 。而这一关系至少有两个重要的用处 ：一是可通过
调节参数来优化分离效果 ；二是可通过输入条件和输出信号来辨识系统
的参数 ，确定系统的某些物化性质 。前者是色谱的正问题 ，实际上是通过
已知的系统参数来求流出曲线 ；而后者是色谱的逆问题 ，是通过已知的注
入条件与流出曲线来求系统的吸附参数 、扩散系数 、相间传质系数或者反
应速率等等 。色谱的正问题属于分析化学与化工领域 ，而色谱的逆问题
则属于物理化学领域 。但这两者是密切相关的 ，因为只有辨识了参数 ，才
能优化与控制流出与分离效果 。

一百年来色谱的应用大多在分析化学领域［１ ～ ３］ ，这只是上面提到的
色谱正问题中的一部分 ，它不计产量 ，只为分析 。 从 ２０ 世纪 ６０ 年代以
来 ，色谱的分离应用不断受到重视 ，它不仅需要将组分分开 ，还必须得到
一定的产量 ，这属于色谱正问题中分离部分 ，它主要在化学 、化工 、生物工
程与制药工程领域 ，其发展速度很快 ，尤其是 ２０世纪 ６０年代初以模拟移
动床色谱为代表的各种连续的生产型色谱的出现使色谱的分离应用变得

更加突出 。色谱生产功能的加强 ，对色谱过程的优化与控制的要求也越
显重要 。而为了优化色谱的操作条件 ，色谱系统热力学参数的辨识也变
得必不可少 ，这是色谱逆问题的一大内容 。另外 ，把色谱作为工具研究催
化剂的特性也已取得了巨大成就 ，反应色谱包括催化色谱已是色谱逆问



题的另一个重要内容［４］ 。
在色谱模型理论发展中有许多重要的工作 。在线性模型理论中最具

代表性的包括 Lapidus与 Amundson［３］以及 Van Deemter［５］的工作 。在非
线性色谱模型早期的工作中 ，Wilson［６］ ，De Vault［７］ ，Weiss［８］ ，Thomas［９］ ，
Goldstein和 Murry［１０］ ，Houghton［１１］都做出了重要的贡献 。 在非线性多
组分色谱研究中 ，Glueckauf［１２］ ，Helfferich［１３］ 与 Aris ，Amundson［１４］ ，
Rhee［１５］做了基础性的工作 。 １９６２ 年 ，丁景群与朱葆琳［１６］用电模拟方法

分析了色谱方程 。后来 ，Guiochon［１７ ～ ２０］等人率先用计算机求解非线性色

谱方程 。 ２０ 世纪 ８０ 年代中 ，Knox［２１］ ，Guiochon［２２ ，２３］ ，Cox 及 Snyder［２４］
等开始对非线性色谱和分离条件的优化作了系统的讨论 。在 ２０世纪末 ，
Morbidelli等人在 Rhee的理想多组分非线性色谱方程求解的基础上 ，完
成了模拟移动床色谱可分离区间的计算 ，给出了二组分情形的 Morbidelli
三角形 ，这是色谱模型理论发展的新成就［２５］ 。

模型是一种抽象 ，也是一种简化 。 模型与实际的偏差总会影响优化
与辨识的效果 。如何使模型既有较高的精度又容易求解 ，这不但是一个
实际问题 ，也是一个理论问题 。一般来说 ，解决这一问题 ，既要通过实践 ，
也要有理论分析 。一个具体的模型往往只能反映某几个方面的因素 ，如
理想模型是扩散与传质阻力均可忽略的极限情形 ，而非理想平衡色谱模
型则着重反映扩散的影响等等 。

模型理论连接着一系列的数学方法 ，因此研究模型理论必须涉及数
学工具 。色谱的模型理论主要涉及偏微分方程理论 ，在非线性色谱模型
中还涉及非线性偏微分方程理论 。 非线性问题即使在数学中也不成熟 ，
只有个别的典型例子才有解析解 ，因此对色谱模型的讨论 ，尤其是对非线
性色谱模型的分析将遇到许多困难 ，求解也将有许多局限 。 因为求色谱
模型解析解往往要做许多近似 ，因此数值分析为求解色谱问题提供了一
个重要方法 。但对非线性问题来说 ，即使是数值分析也有许多困难 ，例如
在理想非线性色谱的数值分析中保证激波的位置 、高度及谱带面积的准
确性就需要克服很多困难 ，而且即使能够得到较为准确的解 ，数值分析也
只能得到离散的结果而不能得到具体的函数关系 。

模型理论虽然有以上所说的种种不足 ，但它仍然是认识色谱系统及
色谱过程 ，尤其是认识生产型色谱系统与过程的一个重要工具 。
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第二节 　色谱模型的建立
一 、物理模型

　 　色谱过程包括对流 、扩散 、相间传质及吸附过程 ，像任何物质传输过
程一样 ，组分在运动过程中时时处处都遵守质量守恒定律 ，本书讨论的色
谱过程已被简化为下述物理模型 ：

（１） 组分在柱内以恒定的线速度 u 运动 ；
（２） 运动中的组分分子不断从流动相传到固定相 ，相间传质有一定

的阻力 ，阻力系数恒定 ；
（３） 传到固定相的组分分子将被吸附 ，然后脱附 ，再回到流动相 ，吸

附平衡时组分在固定相的浓度与它在流动相的浓度的关系由吸附等温线

决定 ；
（４） 吸附与脱附系数在柱内各处保持恒定 ，吸附与脱附速率与组分

在固定相及流动相的浓度有关 ，还与固定相吸附容量及其在流动相中的
溶解度有关 ；

（５） 组分在流动相中传播时有分子扩散及涡流扩散 ，两者可综合为
轴向扩散 ，轴向扩散系数 D在柱内各处保持恒定 ；

（６） 组分在固定相表面的扩散忽略不计 ；
（７） 组分的径向传播忽略不计 ；
（８） 填料及孔隙的分布大致均匀 ，流动相与固定相的体积占有率分

别为 ε与 μ ，相比 F ＝
μ
ε

，ε与 μ沿 x 轴保持常数 。

以上 ８条 ，都是近似的考虑 。

二 、数学模型

在上述物理模型的基础上 ，可以建立数学模型［１ ～ ３］ 。
１畅轴向方程
设沿柱方向坐标为 x ，时间坐标为 t ，组分在流动相中浓度为

c（ x ，t） ，组分在固定相中的浓度为 q（ x ，t） ，流动相体积比为 ε ，固定相
体积比为 μ ＝ １ － ε 。
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按上述物理模型 ，色谱柱可示意为图 １ １ ，其中斜线部分为固定相 。

图 １ １ 　色谱过程示意图

按照上述物理模型分析某一个元段（ x ，x ＋ Δ x） ，当 D ＝ ０ 时 ，在 x
处进入该元段的物质通量为 uc（ x ，t） sε ，在 Δ t时间内进入的物质的量为
uc（ x ，t）Δ tsε ，而在 x ＋ Δ x 处 ，从元段流出的量为 uc（ x ＋ Δ x ，t）Δ tsε ，在
同一时间中该元段内的物质数量发生改变 ，其变化是［ q（ x ，t ＋ Δ t） －
q（ x ，t）］Δ x· sμ ＋ ［ c（ x ，t ＋ Δ t） － c（ x ，t）］Δ x· sε ，由质量守恒定律显然
有

　 ［ q（ x ，t ＋ Δ t） － q（ x ，t）］Δ x · sμ ＋ ［ c（ x ，t ＋ Δ t） － c（ x ，t）］Δ x · sε
＝ u［ c（ x ，t） － c（ x ＋ Δ x ，t）］Δ t · sε （１ ２ １）
两边除以 sε·Δ t·Δ x ，并让 Δ x 、Δ t趋近于零 ，有

抄 c
抄 t ＋ F

抄 q
抄 t ＝ － u 抄 c

抄 x （１ ２ ２）

或

抄 c
抄 t ＋ F

抄 q
抄 t ＋ u

抄 c
抄 x ＝ ０ （１ ２ ３）

　 　上式是对色谱柱内过程简化的质量守恒定律的表达式 。 如果 D ≠

０ ，在上述讨论中用 uc － D 抄 c
抄 x x

· Δ t· sε及 uc － D 抄 c
抄 x x ＋ Δ x

· Δ t· sε代

替 uc（ x ，t）Δ t· sε及 uc（ x ＋ Δ x ，t）Δ t· sε ，通过同样的讨论有
抄 c
抄 t ＋ F

抄 q
抄 t ＋ u

抄 c
抄 x ＝ D 抄２ c

抄 x２
（１ ２ ４）

　 　 ２畅相间传质方程

现在讨论
抄 q
抄 t的表达式 ，即相间传质过程 。 从物理模型中第（２）条与
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第（３）条可知 ，关于
抄 q
抄 t的表达式可有两种形式 ，一种是动力学方程 ，另一

种是驱动力方程 ，两者在线性条件下趋于一致 ，但有不同的平衡极限与不
同的出发点 。

（１） 动力学方程
抄 q
抄 t动力学方程主要考虑的是组分分子已经到达固定相表面的情形 ，

这时决定
抄 q
抄 t的是吸附与脱附 。一个简单的模式是

吸附速率为 ka（ A － q） c
脱附速率为 kd（ B － c） q
这里 A 是固定相的吸附容量 ，B 是流动相的饱和度 ，ka ，kd 分别为

吸附与脱附过程的速率系数 。这个表达式说明 ，吸附速率与 c成正比 ，也
与固定相的空位成正比 ，而脱附速率与 q 成正比 ，也与流动相的剩余容
量成正比 。由上述模式有

抄 q
抄 t ＝ ka（ A － q） c － kd（ B － c） q （１ ２ ５）

　 　这即是相间传质的动力学方程 。 它的出发点是吸附与脱附 。 当
抄 q
抄 t ＝ ０时 ，两相平衡 。这时 ，动力学方程给出的平衡极限是

q 倡 ＝
ka Ac

kdB ＋ （ ka － kd） c
（１ ２ ６）

这里 q 倡指平衡时组分在固定相的浓度 。

令
ka A
kdB

＝ G ，
ka － kd
kdB

＝ b ，即有

q 倡 ＝
Gc

１ ＋ bc （１ ２ ７）

此即 Langmuir吸附等温线 。
（２） 驱动力方程

关于
抄 q
抄 t表达式的另一形式是驱动力模式 ，即

抄 q
抄 t ＝ － kf（ q － q 倡 ） （１ ２ ８）
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这里 q是实际值 ，q 倡是平衡值 ，k f 是相间传质速率 。而 q － q 倡 即是驱动
力 。直观地看 ，当 q的实际值小于平衡值 q 倡 时 ，固定相中组分浓度 q 将
增大 ，反之则下降 ，这种模式中 q 倡 是任意的 ，可以是 Langmuir 函数也可
以不是 ，因此其平衡极限就不一定与动力学方程的结果相同 。

（３） 相间传质动力学方程与驱动力方程的比较
在线性条件下 ，动力学模式可以推导出驱动力模式 。 改写动力学方

程有

抄 q
抄 t ＝ － kdB ＋ （ ka － kd） c q －

ka Ac
kdB ＋ （ ka － kd） c

（１ ２ ９）

当（ ka － kd） c 虫 kdB即 bc 虫 １时 ，有

抄 q
抄 t ＝ － kdB q －

ka Ac
kdB

（１ ２ １０）

取 kdB ＝ kf ，则有
抄 q
抄 t ＝ － kf（ q － Gc） （１ ２ １１）

同样 ，
抄 q
抄 t也可表示为

抄 q
抄 t ＝ ［ ka A ＋ （ kd － ka） q］ c －

kdBq
ka A ＋ kd － ka q

（１ ２ １２）
而当（ kd － ka） q 虫 ka A 时 ，则有

抄 q
抄 t ＝ k′f［ c － c 倡 ］ （１ ２ １３）

这里 k′f ＝ ka A ，而 c 倡 ＝
kdB
ka A
q ＝ １
Gq ，是平衡时组分在流动相的浓度 。

传质过程的动力学方程与驱动力方程是两种不同的模式 ，它们的出
发点不同 ，平衡极限也不一定相同 ，在线性条件下后者可由前者导出 。但
无论如何两者是不同的近似 。一般来说 ，采用驱动力方程比较方便 ，并且
对不同的吸附等温线都能适用 。

３畅初始与边界条件
色谱数学模型除反映柱内过程与相间传质过程的微分方程外 ，尚需
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要初始与边界条件 。因为微分方程只是一般地反映过程的基本规律 ，从
数学来说只能给出泛定解 。 要具体给出流出曲线的函数形式 ，即要得到
具体定解 ，必须配上完备的定解条件 。 对偏微分方程来说必须配上初始
及边界条件 。从色谱问题来说 ，必须说明具体的初始状态及给出具体的
注入条件 。

反映一个色谱柱的具体的初始（ t ＝ ０）状态的表达式是
c（ x ，０） ＝ φ（ x）

而反映色谱的柱端边界（ x ＝ ０）的注入情况的表达式是
c（０ ，t） ＝ ψ（ t）

普通色谱问题中 ，初始是空柱 ，即
c（ x ，０） ＝ φ（ x） ＝ ０

但是在模拟移动床色谱这样的连续色谱中 ，φ（ x）并不为零 。
一般的分析型色谱其注入量很小 ，注入时间极短 ，因此 ，通常将这种

注入称为脉冲注入 ，因而其边界条件 ψ（ t）也可写成 δ函数 ，即 c（０ ，t） ＝

Aδ（ t） ，δ（ t）满足∫
∞

０
δ（ t） dt ＝ １ ，可见 A ＝∫

∞

０
c（ x ，０） dt 。

一个常用的边界条件是宽脉冲近似 ，即

c（０ ，t） ＝ ψ（ t） ＝
c０ ，　 ０ ＜ t ≤ tp
０ ，　 　 t ＞ tp

tp 为脉冲宽度 ，即注入时间 。
如果是迎头法 ，则 tp ＝ t ，这时 c（０ ，t） ＝ ψ（ t） ＝ c０ 。

第三节 　色谱模型的求解

通常遇到的色谱模型包括如下几种 。

一 、理想色谱（ D ＝ 0 ，kf ＝ ∞ ）

抄 c
抄 t ＋ F

抄 f
抄 t ＋ u

抄 c
抄 x ＝ ０ 　 　 q ＝ q 倡 ＝ f（ c）

或

（１ ＋ Ff′） 抄 c
抄 t ＋ u

抄 c
抄 x ＝ ０
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这是双曲型方程［１４ ，２６ ～ ２９］ ，可用特征线方法求解 。

二 、非理想色谱（扩散的影响）

抄 c
抄 t ＋ F

抄 f
抄 t ＋ u

抄 c
抄 x ＝ D 抄２ c

抄 x２

这是抛物型方程 。
线性情形可用 Laplace 变换求解 ，也可以将方程变换为标准的扩散

问题 。非线性抛物型方程没有一般解法 。 但当非线性较弱时 ，上述方程
可化为 Burgers方程 ，然后利用 Cole唱Hopf变换求解［２６］ 。

三 、理想非平衡色谱（传质阻力的影响）

抄 c
抄 t ＋ F

抄 q
抄 t ＋ u

抄 c
抄 x ＝ ０

抄 q
抄 t ＝ － kf［ q － f（ c）］

或

抄 q
抄 t ＝ ka（ A － q） c － kd（ B － c） q

　 　线性情形可用 Laplace变换求解 ，非线性问题有两种情况 ：一是从驱
动力方程出发 ，在非线性较弱且 k f 较大时 ，变换为 Burgers方程 ，通过非
线性变换 ，然后求解 ；另一情况是从动力学方程出发 ，采用非线性变换 ，
Thomas给出了著名的结果［９］ ，一般称为 Thomas解 。

四 、非理想非平衡色谱［１１］

抄 c
抄 t ＋ F

抄 q
抄 t ＋ u

抄 c
抄 x ＝ D 抄２ c

抄 x２

抄 q
抄 t ＝ － kf（ q － f（ c））

　 　线性情形可用 Laplace 变换求解 ，Lapidus 首先完成了这一工作［３］ ，

Van唱Deemter作了简化［５］ ，且给出了著名的板高方程 。
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五 、理想非线性双组分色谱

线性多组分色谱是单组分结果之和 ，这是因为线性问题中叠加原理
成立 。

非线性问题中叠加原理不成立 ，组分间有耦合 ，因此双组分色谱不能
归结为两个单组分色谱之和 。理想双组分色谱方程

抄 c１
抄 t ＋ F

抄 f１
抄 t ＋ u

抄 c１
抄 x ＝ ０

抄 c２
抄 t ＋ F

抄 f２
抄 t ＋ u

抄 c２
抄 x ＝ ０

方程中 ：f１ ＝ f１（ c１ ，c２） ，f２ ＝ f２（ c１ ，c２）为吸附等温线 。
理 想双组分非线性色谱方程可用 Hodograph 变换使之线性

化［１４ ，２８ ，２９］ ，也可用 Coherent条件解耦［２７］ 。

六 、理想非线性多组分色谱

抄 ci
抄 t ＋ F

抄 f i
抄 t ＋ u

抄 ci
抄 x ＝ ０ 　 　 （ i ＝ １ ，２ ，… ，n ，n ＞ ２）

f i ＝ f i（ c１ ，c２ ，… ，cn）
　 　 Rhee对这一问题作了基础性的研究 ，他用了特征线方程及引入了广
义特征参量 。由于问题的复杂性 ，这里不作介绍 ，详细可参阅文献［３０］ 。

Temple曾对此问题作过理论性的研究 ，认为只有当 f i 为 Langmuir
型等温线时 ，上述方程组才有解析解［３１］ 。

七 、理想反应色谱［３２］

抄 c１
抄 t ＋ F

抄 f１
抄 t ＋ u

抄 c１
抄 x ＝ － krFf１

抄 c２
抄 t ＋ F

抄 f２
抄 t ＋ u

抄 c２
抄 x ＝ krFf１

式中 ：c１ ，c２ 分别为反应物与生成物在流动相中的浓度 ；f１ ＝ f１ （ c１ ，c２ ） ，
f２ ＝ f２（ c１ ，c２）为吸附等温线 ；kr 为反应速率 。 线性情形可用 Laplace变
换 ，而在弱非线性情况下 ，可以简化讨论 ，用特征线方程求解 。
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表 1 1 　色谱数学模型与解法（洗脱法）

线 　 　 性 非 　 线 　 性

模型方程 解 　 法

空柱 、矩脉

冲注入条

件下的一

般结果

对应的

章节
模型方程 解 　 法

空柱 、矩脉

冲注入条

件下的一

般结果

对应的

章节

理
想

抄 c
抄 t

＋ F
抄 q
抄 t

＋ u
抄 c
抄 x

＝ ０

q ＝ f（ c） ＝ Gc
特征线 保形

第二章

第一节

抄 c
抄 t

＋ F
抄 q
抄 t

＋ u
抄 c
抄 x

＝ ０

q ＝ f（ c） ＝
Gc

１ ＋ bc

特征线 激波

第三章

第一节

至

第四节

理
想
反
应

抄 c１
抄 t

＋ F
抄 f １
抄 t

＋ u
抄 c１
抄 x

＝ － Fk r f １

抄 c２
抄 t

＋ F
抄 f ２
抄 t

＋ u
抄 c２
抄 x

＝ Fk r f １

f １ ＝ G １ c１
f ２ ＝ G ２ c２

特征线
衰减的

输入波

第二章

第二节

抄 c１
抄 t

＋ F
抄 f １
抄 t

＋ u
抄 c１
抄 x

＝ － Fk r f １

抄 c２
抄 t

＋ F
抄 f ２
抄 t

＋ u
抄 c２
抄 x

＝ － Fk r f １

f １ ＝ f １（ c１ ，c２）

f ２ ＝ f ２（ c１ ，c２）

特征线 衰减的激波
第三章

第五节

非
理
想

抄 c
抄 t

＋ F
抄 q
抄 t

＋ u
抄 c
抄 x

＝ D
抄２ c
抄 t２

q ＝ f（ c） ＝ Gc

化成

扩散问题

与高斯函

数有关的

光滑曲线

第二章

第三节

抄 c
抄 t

＋ F
抄 q
抄 t

＋ u
抄 c
抄 x

＝ D
抄 ２ c
抄 t２

q ＝ f（ c） ＝
Gc

１ ＋ bc

化成

Burgers
方程

激波层
第四章

第一节
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续表

线 　 性 非 　 线 　 性

模型方程 解 　 法

空柱 、矩脉

冲注入条

件下的一

般结果

对应的

章节
模型方程 解 　 法

空柱 、矩脉

冲注入条

件下的一

般结果

对应的

章节

非
平
衡

抄 c
抄 t

＋ F
抄 q
抄 t

＋ u
抄 c
抄 x

＝ ０

抄 q
抄 t

＝ － k f（ q － f（ c））

f（ c） ＝ Gc

当 k f 较

大 时 ，化

成扩散问

题

光滑曲线
第二章

第四节

抄 c
抄 t

＋ F
抄 q
抄 t

＋ u
抄 c
抄 x

＝ ０

抄 q
抄 t

＝ － k f（ q － f（ c）） ，

f（ c） ＝
Gc

１ ＋ bc
或

抄 q
抄 t

＝ ka（ A － q） c － kd（ B － c） q

当 k f 较

大时化成

Burgers
方 程 或

Thomas
变换

激波层
第四章

第二节

非
理
想
非
平
衡

抄 c
抄 t

＋ F
抄 q
抄 t

＋ u
抄 c
抄 x

＝ D
抄 ２ c
抄 x ２

抄 q
抄 t

＝ － k f（ q － f（ c））

f（ c） ＝ Gc

Laplace
变换

与高斯函

数有关的

光滑曲线

第二章

第五节

抄 c
抄 t

＋ F
抄 q
抄 t

＋ u
抄 c
抄 x

＝ D
抄 ２ c
抄 x ２

抄 q
抄 t

＝ － k f（ q － f（ c）） ；

f（ c） ＝
Gc

１ ＋ bc

或
抄 q
抄 t

＝ ka（ A － q） c － kd（ B － c） q

微扰法 激波层
第四章

第三节



八 、孔内过程

抄 cm i
抄 t ＋ u

抄 cm i
抄 x ＝ D

抄２ cmi
抄 x２

＋ K p m（ cp i r ＝ R
１
－ cm i）

抄 cp i
抄 t ＝ Dp Δ２p　 cp i ＋ K ps［ csi － f（ cp１ ，cp２ ，… ）］

抄 csi
抄 t ＝ － K ps［ csi － f（ cp１ ，cp２ ，… ）］

关于这一问题在本书中不作讨论 ，一般采用数值计算方法求解 。
色谱的几种主要数学模型与解法可见表 １ １ 。

附录 　偏微分方程基本知识

色谱模型在数学上是一个偏微分方程 。这里简单介绍有关偏微分方
程的基本知识［３３ ～ ３８］ 。

一 、偏微分方程与偏微分方程组

含有未知函数［如 c（ x ，t）］及其偏导数 如
抄 c
抄 t ，

抄 c
抄 x 的关系式称为偏

微分方程 。而前面提到的单组分非平衡色谱方程 ，既含有 c又含有 q ，以
及前面提到的双组分色谱方程同时含有 c１ 与 c２ 等 ，这时有几个偏微分
方程联列 ，称为偏微分方程组 。

二 、偏微分方程（组）的阶

在方程（组）中最高阶偏导数的阶即为方程（组）的阶 ，如含扩散的色

谱方程（组）即为二阶 ，若不含扩散 ，只含
抄 c
抄 t ，

抄 c
抄 x及

抄 q
抄 t则为一阶 。

三 、齐次 、非齐次

在方程（组）中不含未知函数及偏导数的项称为自由项 ，若自由项为
零称为齐次的 ，自由项不为零称为非齐次的 ，如

·２１· 色谱模型理论导引



a（ x ，t ，c） 抄 c
抄 x ＋ b（ x ，t ，c） 抄 c

抄 t ＋ d（ x ，t ，c） ＝ f（ x ，t）

若 f ≠ ０ ，为非齐次 ；f ＝ ０ ，即为齐次 。

四 、线性 、拟线性 、非线性

若未知数函数及其偏导数都是线性的 ，且其系数也不含未知函数 ，如

a（ x ，t） 抄 c
抄 x ＋ b（ x ，t） 抄 c

抄 t ＋ d（ x ，t） c ＝ f（ x ，t）

称为线性偏微分方程 。
若方程中最高阶偏导数的系数含有未知函数 ，如

α（ x ，t ，c） 抄２ c
抄 x２

＋ β（ x ，t ，c） 抄２ c
抄 t２

＋ γ（ x ，t ，c） 抄 c
抄 x ＋ δ（ x ，t ，c） 抄 c

抄 t ＝ ０

称为拟线性偏微分方程 。
若最高阶偏导数的系数不含有未知函数 ，但低阶导数含未知函数 ，如

α（ x ，t） 抄２ c
抄 x２

＋ β（ x ，t） 抄２ c
抄 t２

＋ γ（ x ，t ，c） 抄 c
抄 x ＋ δ（ x ，t ，c） 抄 c

抄 t ＝ ０

称为半线性的 。
若偏导数为非线性 ，则方程称为非线性偏微分方程 ，如

抄 c
抄 x

２

＋ a（ x ，t） 抄 c
抄 t

２

＝ ０

　 　前面提到的色谱方程 ，如

１ ＋ F dfdc
抄 c
抄 t ＋ u

抄 c
抄 x ＝ ０

在 f（ c）为非线性时 ，按上述定义 ，其实是拟线性偏微分方程 。又如

１ ＋ F dfdc
抄 c
抄 t ＋ u

抄 c
抄 x ＝ D 抄２ c

抄 x２

则按上述定义 ，其实是半线性方程 。但在色谱与化工文献中 ，通常将上述
两类方程都称为非线性方程 。

五 、定解条件与定解问题

偏微分方程（组）只能反映过程的一般规律 ，如色谱方程（组）只能反
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映对流 、扩散 、分配（吸附）过程中的质量守恒 ，不能确定浓度波（谱带）的
具体形式 。但如果附上适当条件 ，如初始条件 、边界条件等就能定出具体
的解 ，这种条件称为定解条件 。定解问题可分为三类 ：

１） 初值问题 　只有初始条件没有边界条件 ；
２） 边值问题 　只有边值没有初值 ；
３） 混合问题 　既有边值也有初值 。色谱问题属于这种类型 ，边值即

为注入条件 ，而初值是在注入前柱内已有的浓度分布 。

六 、解的稳定性

如果定解条件的微小扰动引起定解问题的解的变化也是微小的 ，
也就是说 ，如果解对定解条件有连续的依赖关系 ，则称定解问题是稳
定的 。 　 　

七 、一阶拟线性方程组的特征线

一阶拟线性方程组的一般形式为

a１１
抄 c１
抄 t ＋ a１２

抄 c２
抄 t ＋ … ＋ b１１

抄 c１
抄 x ＋ b１２

抄 c２
抄 x ＋ … ＋ d１ ＝ ０

a２１
抄 c１
抄 t ＋ a２２

抄 c２
抄 t ＋ … ＋ b２１

抄 c１
抄 x ＋ b２２

抄 c２
抄 x ＋ … ＋ d２ ＝ ０

an１
抄 c１
抄 t ＋ an２

抄 c２
抄 t ＋ … ＋ bn１

抄 c１
抄 x ＋ bn２

抄 c２
抄 x ＋ … ＋ dn ＝ ０

上述方程组也可简写成

∑
j
ai j

抄 cj
抄 t ＋ ∑

j
bi j

抄 cj
抄 x ＋ di ＝ ０ 　 　 i ，j ＝ １ ，２ ，… ，n

式中 ： ai j ＝ ai j （ x ， t ， c１ ， c２ ， … ） ， bi j ＝ bi j （ x ， t ， c１ ， c２ ， … ） ， di ＝

di（ x ，t ，c１ ，c２ ，… ） ，若有一曲线 ，沿着它有

bi j － ai j
dx
dt ＝ ０

称此曲线为特征曲线 。
一种常见的情况是 ai j或 bi j为 δi j
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δi j ＝
１ ，　 i ＝ j
０ ，　 i ≠ j

　 　对单组分色谱方程
抄 c
抄 t ＋

u
１ ＋ Ff′（ c）

抄 c
抄 x ＝ ０

比较前面各式显然有

ai j ＝ １ ，bi j ＝
u

１ ＋ Ff′（ c） ，di ＝ ０ ，
dx
dt ＝

u
１ ＋ Ff′（ c）

沿着特征线 ，单组分理想色谱方程可写成
dc
dt ＝ ０

dx
dt ＝

u
１ ＋ Ff′（ c）

八 、偏微分方程的类型

从特征理论看 ，二阶偏微分方程若有两个实根（两个实的特征值或两
个特征方向） ，则称为双曲型的 ；只有一个实根 ，则称为抛物型的 ；若没有
实根 ，则称为椭圆型的 。 显然 ，波动方程是双曲型的 ，扩散方程是抛物型

的 ，描写静电场的 Laplace方程 抄２ u
抄 x２

＋
抄２ u
抄 y２

＝ ０ 是椭圆型的 。 一般来说 ，

n 阶偏微分方程若有 n个特征方向则称为双曲型的 。单组分理想色谱方
程是一阶的 ，有一个特征方向 ，是双曲的 。 n组分理想色谱方程是 n元一
阶方程组 ，有 n 个特征方向 ，它也是双曲的 。

九 、一阶拟线性方程的间断解及间断解的稳定条件

抄 c
抄 t ＋

抄 矱（ c）
抄 x ＝ ０的间断解是方程

抄 c
抄 t ＋

抄 矱（ c）
抄 x ＝ D 抄２ c

抄 x２
的解在 D →

０时的极限 ，间断解满足跳跃条件

us ＝
dx
dt s

＝
［ 矱］
［ c］

它由代表守恒律的方程
抄 c
抄 t ＋

抄 矱（ c）
抄 x ＝ ０的积分决定 。其中
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［ c］ ≡ c＋ － c－
［ 矱］ ≡ 矱＋ － 矱－

而 矱 ± ≡ 矱（ c ± ） ，脚标 ＋及 －代表激波的前后两侧 。
间断解作为抛物型方程在 D → ０时的极限解还需要满足下列条件

d矱
dc ＋

＜
dx
dt s

＜
d矱
dc －

即

dx
dt z ＋

＜
dx
dt s

＜
dx
dt z －

这里

dx
dt z

＝
d矱
dc

是特征速度 。上述条件是间断解的稳定条件 。 一般来说 ，上述方程的稳
定的间断解对应激波 。 因此 ，上述条件也是激波条件 。 这个条件具体含
义是 ，间断速度大于它前侧的特征速度 ，而小于其后侧的特征速度 ，这样
一来 ，间断部分始终受到压缩 ，它当然是稳定的 。
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第二章 　线 性 色 谱

从色谱方程看 ，决定色谱过程是否为线性 ，关键是吸附等温线 。线性
色谱是指吸附等温线可近似为线性情形的色谱过程 。

当吸附等温线为 Langmuir型 ，即 q ＝ Gc
１ ＋ bc ，线性条件相当于 bc 虫 １ 。

在实际情形中 ，这一条件对应两种情况 ：一是组分在流动相的浓度 c 较
小 ；另一种情况是吸附系数 b 较小 ，这相当于组分在固定相中的饱和浓

度 qs ＝
G
b 较大（当 bc 冲 １时 ，q ＝ Gb ，这时 q保持不变 ，即趋于饱和） 。

因为在线性问题中 ，叠加原理成立 ，因此线性色谱的多组分问题的解
是各个单组分方程的结果之和 ，所以在线性色谱中只需讨论单组分问题 。

第一节 　理 想 过 程

理想过程是扩散可以忽略 ，传质阻力又可不计的情形 。一般来说 ，液
相色谱的扩散系数很小 ，如果相间传质阻力也不大 ，则可采用理想平衡近
似 ，即取 D ＝ ０及在色谱方程中用平衡浓度 q 倡 ＝ f（ c）代替 q 。理想条件
下色谱方程为

抄 c
抄 t ＋ F

抄 f
抄 t ＋ u

抄 c
抄 x ＝ ０ （２ １ １）

在线性情形 f ＝ Gc ，因此上式又可写成

（１ ＋ Ff′） 抄 c
抄 t ＋ u

抄 c
抄 x ＝ ０ （２ １ ２）

或

抄 c
抄 t ＋

u
１ ＋ Ff′

抄 c
抄 x ＝ ０ （２ １ ３）

用算子表达 ，上述方程可写成



抄
抄 t ＋ uz

抄
抄 x c ＝ ０ （２ １ ４）

式中 ：uz ＝
u

１ ＋ Ff′ 。

比较二阶波动方程的算子形式

抄２

抄 t２
－ a２ 抄２

抄 x２
c ＝ ０ （２ １ ５）

只要取 a ＝ u z ，则式（２ １ ４）中算子
抄
抄 t ＋ uz

抄
抄 x 即为式（２ １ ５）中算

子的一个因子 。因为二阶方程的算子可分解为
抄２

抄 t２
－ a２ 抄２

抄 x２
＝

抄
抄 t － a

抄
抄 x

抄
抄 t ＋ a

抄
抄 x

　 　因此理想色谱方程也是波动方程 ，与二阶波动方程不同 ，一阶波动方
程决定的波被称为运动学波［１］ 。 因此色谱方程的解也是一个运动学波 ，
亦称之为浓度波 。 这类波主要与由质量守恒定律控制的传质过程相联
系 。

理想色谱方程是双曲型的偏微分方程 ，一般可用特征线方法求解 。
实际上 ，方程（２ １ ３）可改写为

dc
dt ＝ ０

dx
dt ＝

u
１ ＋ Ff′

（２ １ ６）

这是因为
dc
dt ＝

抄 c
抄 t ＋

dx
dt

抄 c
抄 x ，若取

dx
dt ＝

u
１ ＋ Ff′ ，方程（２ １ ３）即相当于

dc
dt

＝ ０ 。方程（２ １ ６）中的第二式即为特征速度表达式 ，由此式决定的 x

＝
u

１ ＋ Ff′t ＋ const 是相应的特征线方程 。在线性情形 ，
u

１ ＋ Ff′是常数 ，不

依赖于浓度 ，因此从谱带的不同部位发出的特征线是斜率相同的平行直
线 。

设想在开始时色谱柱是空的 ，即 c（ x ，０） ＝ ０ ，在柱头脉冲式地注入样

品 ，即 c（０ ，t） ＝
c０ 　 ０ ＜ t ≤ tp
０ 　 t ＞ tp

，其中 tp 为脉冲宽度 ，即注入的持续时间

·０２· 色谱模型理论导引


